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Die Möglichkeit der Erfahroog überhaupt ist 
zugleich das allgeineine Gesetz der Natur, und 
die Bedingungen der ersteren sind selbst die Ge- 
setze der letzteren. 

Kant, 



VORWORT. 



Die Mehrzahl der Mathematiker betrachtet heutzutage Geometrie 
und Mechanik als empirische Wissenschaften; nicht weil Leibnitzen's 
Gedanke , dass dieselben einmal als Glieder der allgemeinen Logik sich 
herausstellen würden, widerlegt worden wäre, sondern weil es trotz 
mannichfachster Versuche der beiden letzten Jahrhunderte nicht ge- 
lungen ist, die hiei*zu noth wendigen Verbindungsglieder aufeuiinden, 
speziell, die metaphysischen Fragen des Raumes, der Masse und 
der Kraft zu lösen. Dass die hier vorliegenden Schwierigkeiten 
metaphysischer, oder wie man jetzt zu sagen pflegt, erkenntniss- 
theoretischer Natur sind, wird allgemein anerkannt; desto unbestimmter 
sind aber die Meinungen ttber das in diesem Erkenntnisstheoretischen 
zu Suchende, ob sich darin physiologische, psychische, menschlich 
intellektuale, oder aber rein logische Bestimmungen verbeißen; hauptr 
sächlich in dem vorzugsweise gebrauchten Begriff eines „Intellekts' 
versteckt sich die all diesen Schwierigkeiten zu Grunde liegende Frage, 
ob darunter Empirisches oder Logisches zu verstehen sei, oder aber, 
in welcher Verbindung diese beiden den fraglichen Intellekt zu Stande 
bringen. Viele haben zwar vermeint, ttber diese ganze Untersuchung 
binwegschlQpfen zu können, mit der Behauptung, dergleichen Fragen 
hätten Oberhaupt keine Bedeutung, weil Metaphysik keine Wissenschaft 
sei; aber obgleich eine solche Behauptung vei'spricht, das menschliche 



VI Vorwort 

Streben ein fttr allemal von einer gewissen Sorte quälender Gedanken 
zu erlösen, so gibt es doch immer noch Denker genug, welche eine 
solche Erlösung für keine Lösung der Sache halten. 

Bei dem Unteiiiehmen, diesen Fragen näher zu treten, galt es nun 
zuvörderst einen festen Ausgangspunkt für die Erkenntnisstheorie zu 
gewinnen, von wo aus die früheren als GrundbegiifFe hingestellten 
Wörter „Intellekt, Psychisches" etc. analysirt oder beuitheilt werden 
können. In der hier gegebenen Entwickelung wird dieser Ausgangs- 
punkt in dem Dasein überhaupt, oder vielmehr wie es uns gegeben 
ist als „Empfinden und Denken*", genommen; ein Begriifspaar, dessen 
wesentlicher Untei-schied von dem üblichen Gegensatz „Denken und 
Sein" im Laufe der Untersuchung zu Tage tritt. Alle folgenden, zu- 
weilen von allen üblichen Bestimmungen der Erkenntnisstheorie ab- 
weichenden Ausführungen sind reine Konsequenzen jenes Ausgangs- 
punktes, werden mit ihm stehen oder fallen. 

In der Arithmetik fühi*en diese Grundlagen zu einer zweifachen 
Auffassungsweise, sowohl der Methoden als der Erzeugnisse dieser ein- 
fachsten Wissenschaft: der Auifassungs weisen nach dem Begriff der 
Quantität und demjenigen der Qualität. Die qualitative Betrachtung 
der arithmetischen Formen ergibt unter Anderem eine allgemein logische 
Deutung des Imaginären, der Potenzverhältnisse, und in Folge dessen 
der Infinitesimalmethode unter dem Namen „Formenrechnung" , wo- 
durch der Hülfsbegriif des Unendlich Kleinen und Grossen in jedweder 
Gestalt als unnöthig und paralogisch ausgeschlossen bleibt. Aber auch 
doit, wo das betreffende Gebilde dem ei-sten Blick nur einen Inhalt 
ohne spezifische Form zu bieten scheint, wie bei den positiven ganzen 
Zahlen, erweist sich die qualitative Betrachtung als anwendbar, und 
wird hier benutzt zu einer Lösung des Raumproblems. 

Für die Einreihung der Geometrie in die allgemeine Logik durften 
natürlich keine unbewiesenen und unbeweisbare Axiome benutzt werden, 
und war hierzu der Nachweis nothwendig, dass der Raumbegriff, in 



Vorwort VII 

der heutigen Mathematik spezifizirt als Euklidischer dreidimensionaler 
Raum , ein Produkt logischer Setzung sei , dass ein andei-sartiger Raum 
denkunmöglich, dass die Aufstellung eines solchen Begrififes Wider- 
sprüche enthalte. 

Dieser Beweis wird geführt aus dem Denkgesetze in zweifacher 
Weise; das einemal aus dem BegiifF der Richtung, das anderemal aus 
dem BegrifF der Grösse oder Zahl Diese Begiiffe „Richtung, Grö'sse*^ 
werden selbst aus dem Denkgesetz entwickelt, und zeigt sich dabei, 
dass jene zwei Beweisarten die einzig möglichen sind, soviel auch ihre 
Form abgeändert werden mag. Der ei-stei-e Beweis S. 68 u. ff. ist 
seinem Inhalte nach dei-selbe, welchen ich in „Zeit und Raum^ 1875 
gegeben habe. Unter den abfälligen Beui*theilungen desselben ist mir 
nur eine einzige sachgemässe zu Gesichte gekommen (Vierteljahrsschrift 
fUr wissenschaftliche Philosophie I. S. 302), welche dadurch auch bei- 
getragen hat zu der korrekteren Gestalt, in welcher der Beweis jetzt 
vorgelegt wird ; auf die AusfUhiningen jener Rezension wird eingegangen 
S. 427. Der zweite Beweis, aus dem BegrifF der Zahl, welcher in 
jener ersten Schiift nur angedeutet wui'de, ist vollständig gegeben 
S. 215—225. 

In der Geometrie wird als eine weitere Konsequenz des Vorher- 
gegangenen eine Theorie der Kongruenz, mit Lösung der Paradoxien 
symmetrischer Figuren, eine philosophische Begründung des Prinzips 
der Dualität, und in Folge dieser Begründung eine genei-elle Inter- 
pretation der Imaginärformen in der Geometrie gegeben. 

Ebenso wie die Lösung des Raumproblems die Geometrie, so führt 
die metaphysische Analyse der Begriffe „Masse, Bewegung, Kraft'' die 
mechanischen Probleme als Glieder in die allgemeine Logik ein. Die 
Prinzipien der Mechanik erweisen sich als rein logische Sätze, welche 
ihren Schein von Empirismus nur durch das mangelhafte Verständniss 
der hier zu Grunde liegenden Begriffe erhielten. 



Vm Vorwort. 

Die weitere Entwickelong der logischen S&tze ftthrt sodann sn 
einer atomistischen Theorie von absoluter Einfachheit, oder wie man 
zu sagen pflegt, einer Konstruktion der Körpei-welt mit Hfilfe einer 
einzigen Kraft oder Stoffart; welche Theorie sich fähig . erweist, alle 
bisherigen begründeten Spezialerklärungen der Physik in sich auf* 
zunehmen. 

Am Schlüsse wird der Satz, „dass die Welt sowohl subjektiv als 
objektiv existirt^S als ein widerspruchsfreier nachgewiesen, wodurch 
aller Dualismus aus der Weltaufifassung verschwindet, ohne dass die 
Fehler eines starren Monismus zurückblieben. 

Dresden, Mai 1878. 

Schmitz - Damont. 
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EINLEITUNG. 



Unter den Wissenschaften werden die mathematischen gemeiniglich 
durch den Titel „exakte Wissenschaften" ausgezeichnet, ohne dass zu 
heutiger Zeit eine übereinstimmende Ansicht darüber herrscht, welchen 
inneren Kennzeichen dieser Titel seine Berechtigung verdanke. Ge- 
wöhnlich wird gesagt: exakte Wissenschaften sind diejenigen, welche 
ihre Lehrsätze und Resultate aus einer kleinen Anzahl von Grund- 
wahrheiten abzuleiten im Stande sind. Die Exaktheit ist damit zu einer 
konventionellen oder relativen Grenze gemacht, während dieser Begriff 
doch etwas Absolutes verspricht. Bei welcher Anzahl von Grund- 
wahrheiten soll die Grenze gesetzt werden ? Bei der Arithmetik, welche 
je nach der philosophischen Anschauung zwei oder drei Grandbegriffe 
verwendet, bei der Geometrie, welche dazu noch einiger Axiome bedarf, 
der Mechanik, welche hierzu noch Prinzipien gebraucht, der Physik, 
wo einige Kräfte hinzutreten, oder noch weiter? Dass nun eine kleine 
Anzahl von in*eduziblen Grundsätzen der Exaktheit menschlichen Wissens 
nicht hindernd entgegenstehe, glaubte man deshalb schon annehmen zu 
können, weil ja auch die Logik von zwei selbständigen Sätzen, dem 
der Identität und dem des Grundes ausgehe ^). 

Das Sprachgefühl verwendete obigen Begriff jedenfalls nur zur Be- 
zeichnung absoluter Gewissheit gegenüber Behauptungen von geringerer 
oder grösserer Wahrscheinlichkeit. Ob der sprachbildende Geist in 
diesem Glauben an eine absolute Exaktheit der Uilheile gerechtfertigt 
sei oder nicht, ist gewissermaassen die Gesammtfrage , welche den fol- 
genden Untersuchungen gestellt wird. Die obige Definition der „exakten 
Wissenschaften'^ kann aber als ein misslungener Vei*such betrachtet 

werden, den Sprachgebrauch zu rechtfertigen; und die Einsicht in die 

1 



2 Einleitiiiig. 

Mangelhaftigkeit einer solchen Interpretation hat wohl mitgewirkt za dem 
Ausspruche der empiristischen Geistesrichtung, welche nur noch von 
Erfahrungswissenschaften wissen will. 

Zur Würdigung dieses vielgebrauchten Gegensatzes von „Denken 
und Erfahrung*^ oder „Spekulation und Beobachtung der Thatsachen'' 
müssen wir uns stets erinnern, dass Alles, was wir Wissen und Er- 
kenntniss nennen, beziehe sich dies nun auf Kenntniss eines materiellen 
Gegenstandes, psychische Vorgänge oder irgendwelche Spekulationen — 
nur dadurch unser Wissen sein kann, dass wir jene Gegenstände 
und Verenge auf irgend eine Art in unser Denken aufgenommen, 
denkend behandelt, uns zu eigen gemacht haben. Wahrnehmungen und 
Beobachtungen, seien diese nun sinnlicher oder geistiger Art im Sinne 
des gewöhnlichen Sprachgebrauchs, werden zu Erfahrungsthatsachen 
oder Erfahrungsurtheilen erst dadurch, dass wir viele derselben in der 
Erinnerung miteinander verbunden, durch mannichfache Kombinationen 
zu Vorstellungen von Dingen, zu Begriffen von Vorgängen gestaltet 
haben. Die Kegeln oder Gesetze unserer Denkthätigkeit werden sich 
also durch eine geeignete Analyse in allen Vorstellungen und B^jiffen 
von dem, was wir Objekte und Thatsachen unserer Erfahrung nennen, 
auffinden lassen müssen. Die Lehi-e von diesen Regeln wird jedenfalls 
eine absolute exakte Wissenschaft sein, einerlei, ob die Methode ihrer 
Zusammenstellung von einer oder mehreren sogenannten Grundwahrheiten 
auszugehen beliebt Beständen für das Denken nicht solche ausnahmlose 
Regeln, so könnte eben das nicht stattfinden, was wir Denken nennen. 

In den Er&hrungswissenschaften müssen nun ausser den Denk- 
gesetzen noch solche Elemente verwendet werden, welche sich auf die 
zu untersuchenden Gegenstände beziehen. Die Sicherheit ihrer Resultate 
wird deshalb abhängen von dem Grade, in welchem diese Elemente — 
seien es Vorstellungen von Objekten oder Prinzipiensätze — die wahre 
Natur der Objekte ausdrücken; oder von der kleineren oder grösseren 
Allgemeingültigkeit, welche diesen Elementarbestimmungen zukommt 
Je mannichfacher diese Elemente in einer Wissenschaft sind, desto 
geringer wird im Allgemeinen die Sicherheit ihrer Resultate sein; aber 
die absolute Exaktheit ist keinenfalls prinzipiell angeschlossen; sie ist 
vorhanden, sobald das in der Wissenschaft gebrauchte B^riflEs- oder 
Prinzipienelement genau korrespondirt dem objektiven Vorgange. Wie 
eine solche genaue Korrespondenz oder ob eine solche überhaupt mög* 
lieh ist, winl Gegenstand der Untersuchung sein müssen. Exaktheit 
wird aber auch nicht einmal der Mathematik zugesprochen werden 
dürfen, so lange alle bei ihr zur Verwendung kommenden Begriffe oder 
Axiome nicht als Ausdruck absoluter Wahrheit nachgewiesen werden 
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können. Insofern dies bisher mit den Axiomen der Geometrie nicht 
gelangen ist, wai* es gerechtfertigt, auch diese Wissenschaft vorläufig 
noch den hypothetischen zuzuzählen ; ungerechtfertigt jedoch , dieselbe 
dieses bisherigen Unvermögens halber definitiv in jene Klasse verweisen 
zu wollen. Denn die Unmöglichkeit, jene Axiome aus rein logischen 
Begiifien abzuleiten, ist nie nachgewiesen worden. 

Dass nun ausser demjenigen, was wir heutzutage Logik nennen, 
exakte Wissenschaften möglich sind, erhellt daraus, dass wir die Denk- 
^^esetze oder die Kombinationen der denkmöglichen Formen als Begriffe 
fixiren, konstante Objekte daraus machen können, unbekümmert darum, 
ob in der objektiven Welt etwas diesen Kombinationen Korrespondirendes 
vorzufinden ist. So lange solche Begriflfsbildungen keine innei*en Wider- 
sprüche enthalten, werden ihre logisch gebildeten Kombinationen deren 
ebensowenig enthalten. Dies wäre nun vorläufig eine rein theoretische 
Wissenschaft; soll sie praktische Resultate zu liefern im Stande, auf 
Vorgänge der realen Welt anwendbar sein, so müssen eben die ver- 
wendeten Grundbegriffe in irgend einer Korrespondenz zu den realen 
Objekten stehen; oder, die Vorstellungen, welche wir uns von den 
Dingen machen gemäss unseren Wahrnehmungen, müssen sich theilweise 
oder ganz in obige Grundbegriffe zerfallen lassen. Insofern kann die 
praktische Anwendbarkeit eines theoretischen Resultates das Kriterium 
sein fbr die logische Richtigkeit der gebrauchten Grundbegriffe; so 
z. B. die Tbatsache, dass die Winkelsumme eines jeden Dreiecks gleich 
180 ^ das Kriterium dafür, dass alle dabei gebrauchten Begriffe Linie, 
Winkel, Ebene etc. logisch widerspruchsfrei seien. Speziell bei der 
Geometrie wird sich zeigen, dass die Möglichkeit anschaulicher Kon- 
struktion das Kiiterium ist für den logischen Werth oder Unwerth der 
willkürlich gebildeten Grundbegriffe. Andererseits werden in den 
Wiasenschaften häufig Begriffe gebraucht, welche zu widerspruchsvollen 
Resultaten führen, deren Grundfehler man vergebens sucht, weil man 
gar nicht daran denkt, dass der so klar und selbstverständlich aus- 
gehende Grundbegriff einen logischen Fehler enthält Man denke an 
die Paradoxien, welche auf den Begriffen „Bewegung, Unendlichkeit, 
horror vacui, Freiheit des Willens etc' aufgebaut wurden. Solche 
B^riffe wurden vom Sprachgeiste geschaffen für pi-aktische Bedürfhisse, 
ehe er zum logischen Bewusstsein gelangte; und als dies endlich er- 
wacht war, hielt man alles andere eher für fraglich, als den Werth des 
vom Sprachgeiste überlieferten Erbtheils. 

Inwiefern nun eine solche Begriffsanalyse bei irgend einer Wissen- 
schaft durchführbai* ist, wird sich bei Untersuchung über die Fnt- 
btehung der Begiiffe ergeben. Dass sie, wenn überhaupt möglich, am 
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ehesten in den mathematischen Wissenschaften fertig zu bringen sein 
wird, ist leicht ersichtlich; denn ihrer GrundbegriiFe sind wenige; und 
ihre Objekte, die sogenannten geometrischen und mechanischen Vor- 
stellungen scheinen der oben geforderten Kon-espondenz von denkender 
Betrachtung und realem Objekt am leichtesten zu genügen. Die Ma- 
thematik würde sich damit als eine erweiterte Logik ei*geben. 

Auffallend könnte es nun eracheinen, dass trotz dieses der Logik 
so nahe stehenden Charakters der Mathematik, so selten philosophische 
Darstellungsweisen des Ganzen oder auch nur einzelner Theile dieser 
Wissenschaft unternommen werden. Ihre Fortschritte verdankt sie meist 
der glücklichen Divination und der technischen Virtuosität, welche sich 
in Folge pi*aktischer Forderungen entwickelten. Erst in neuerer Zeit 
untersucht man mehr systematisch alle denkmöglichen Kombinationen, 
obschon man dieser systematischen Forschungsweise mehr ein alge- 
braisches Schema, als die logische Entwickelung der Begriffe zu Grunde 
legt. Die Ursachen dieser philosophischen Veraachlässigung sind un- 
schwer auszufinden. 

Ein gewisses Material von beobachteten Thatsachen oder von Pro- 
duktionen des Denkens muss vorliegen, ehe sich das Erkenntniss- 
bedürfhiss veranlasst fühlt, eine systematische Gliederung der Be- 
obachtungen auszuführen, oder eine Untersuchung anzustellen über die 
Art und Weise wie die Denkgebilde entstehen, im Wissen sich an- 
sammeln. So haben die Menschen Jahrhunderte lang über die dunkelsten 
Fragen — wie Ursache und Zweck der Welt — gegrübelt, Antworten 
gegeben, Glaubensbekenntnisse auijgestellt , ehe sie daran dachten, die 
Regeln au&usuchen, nach welchen überhaupt Begriffe und Urtheile ge- 
bildet werden. In der Sprache waren die Wörter „Thier, Pflanze, Ge- 
stalt, Organismus" etc. lange vorhanden, ehe man sich aufrichtig Rechen- 
schaft zu geben suchte, was man eigentlich damit bezeichnen wollte; 
und eine bewusste Wissenschaft, streng ger^^lter Gebrauch dieser 
Begriffe trat wiederum viel früher auf, als die Untersuchung, ob der 
Sprachgeist die zweckdienlichsten Mittd angewandt hätte, um den 
gewollten Begriff aus den naturgemässesten Wortelementen zu bilden. 
Weil man hierin Fehler fand, erklärte man häufig den gesuchten Begriff 
selbst für fehlerhaft; und Locke, in der Meinung, er habe an Begriffen, 
welche die denknothwendigen Kategorien des Geistes zu bezeichnen 
bestimmt waren, Fehler entdeckt, zeigte in Wahrheit nui* Mängel des 
sprachbildenden Instinktes und seiner Wortgebilde. Man wäre wohl 
nie darauf verfallen, eine Wissenschaft der Logik au&ubauen, wenn 
auf metaphysische Fragen allgemein zufriedenstellende Antwoiten hätten 
erlangt werden können. 
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Aehnlich lag die Sache bis in die neueste Zeit bei den mathemati- 
schen Wissenschaften. Die Grundbegiiffe, welche von diesen gebi*aucht 
werden, ei-scheinen so klar und selbstverständlich, dass an eine Unter- 
suchung ihrer logischen Bichtigkeit gar nicht gedacht wurde. Die 
Ausstellungen, welche Philosophen etwa an dem Begriffe der Bewegung 
machten, wurden von den Mathematikern fbr lediglich sophistische 
Spielereien erklärt; und als bei Erfindung des Infinitesimalkalkuls Be- 
griffe verwendet wurden, welche offenbar gegen logische Anforderungen 
verstiessen, so schien ja eben, dass die Besultate den mathematischen 
Begriff des Unendlichen i'echtfeiUgten, wenn er auch logisch unver- 
ständlich blieb. Die ausserordentliche Entwickelung, welche die mathe- 
matische Analysis seitdem gi*ade durch die verwegensten und logisch 
vermeintlich ungerechtfertigten Begiiffskombinationen erzielte, sofern 
man nur der algebraischen Methode geti*eu blieb, schien diese Ansicht 
von allen Seiten zu stützen. Man ging allerdings bei solchen Zusammen- 
stellungen lediglich experimentirend vor; wo sich beim Kalkül eine 
solche zeigte, welche zu praktischer Verwerthung untauglich war, 
überging man sie einfach mit Stillschweigen, z. B. die divergirenden 
Reihen; und es bedurfte eines Kiemann, um eine schüchterne Ver- 
wahrung einzulegen, gegen dieses unmotivii-te zu den Todten Werfen. 
Aber, von vermeintlich ziellosen Fragen müssiger Zuschauer abgesehen, 
vermochte die Mathematik allgemein befriedigende, nie täuschende 
Antworten zu geben. Wozu also noch philosophische Entwickelung 
oder sogenanntes metaphysisches Ergründenwollen des wahren Seins 
mathematischer Kombinationen? Deshalb denkt auch die Mehrzahl 
heutiger Mathematiker kaum noch an etwas anderes, als an die weitere 
Ausbildung des Formelrechnens, und seine Verwendung zur Lösung 
praktischer Fi*agen. 

Der Menschengeist hat nun glücklicherweise vielseitigei*e Ziele, 
wenn auch für eine beschränkte Zeitperiode nur ein Theil derselben 
strebenswerth erscheint ; und so tritt neben dem praktischen Berechnen 
auch das Bedürfniss nach Einsicht in den innei*en Zusammenhang 
mathematischer Operationen als Theil der Gesammtthätigkeit des 
Geistes wieder auf. Ausserdem zeigen ja auch alle Wissenschaften, 
dass eine solche Erkenntniss zu neuen Methoden, mittelbar zu neuen 
praktischen Resultaten führen kann. 

In neuester Zeit wurden nun grade durch die einseitige Bevorzugung 
formalistiseher Entwickelung Fragen angeregt, welche direkt zu einer 
philosophischen Behandlung der Mathematik auffordern. Es entstanden 
Formeln, welche die rechnende Methode praktisch zu vei*weilhen un- 
fähig war, trotz ihi-er Aehnlichkeit mit den aus i*ealen Verhältnissen 
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entsprungenen. Die empiristische Geistesrichtung ward gezwungen, 
diese auf dem ihr ganz heterogenen Boden der Metaphysik ausbeuten 
zu wollen, wenn jene Formeln nicht den spekulativen Phantasie- 
gebilden gleich zu unbrauchbaren Phantomen gezählt werden sollten; 
eine Aussicht, bei welcher sich im Hinblicke auf die analytische 
Eleganz und den für die Geometrie wirklich brauchbaren Besultaten. 
wenn geeignete Reduktionen vorgenommen wui*den, kein für seine 
Wissenschaft begeistei*ter Forscher zu benihigen vermag. Der cha- 
i*akteristische Schluss, welchen der Realismus hier zog, war, dass 
uns nur ein Theil der möglichen Realitäten zugänglich sei. Es ent- 
stand eine transcendente Geometrie und der Empirismus behauptete 
dem Wolle nach sein Prinzip: dass nur die Beobachtung wissenschaft- 
lichen Werth habe. 

Vorhin wurden die mathematischen Wissenschaften eine eiireiterte 
Logik genannt, was allerdings den herrschenden Ansichten gegenüber 
ausfuhrlich gerechtfertigt werden muss. Diese Benennung enthält die 
^anze Antwort, welche auf die gestellte Aufgabe einer philosophischen 
Behandlung der mathematischen Wissenschaft im Folgenden entwickelt 
und begründet werden wird; und hierzu ist der Nachweis erforderlich, 
dass alle in der Mathematik vorkommenden Begi'iffe aus rein logischen 
Elementen kombiniit werden können, dass mathematisch und logisch 
synonym sind. 

Betrachten wir nun die einfachste der hier vorliegenden Wissen- 
schaften, welche (ausgenommen bei jenen, die den Erfahrungsbegiiff 
missdeutend, die Logik eine empirische Wissenschaft nennen) für absolut 
exakt gilt, die Arithmetik, so wurde ihr dieser Chamkter allgemein 
zugestanden, weil sie nur mit einem einzigen Begriffe, dem der Zahl, 
sich beschäftige und in diesem Begiiff nichts Widersprechendes oder 
sonstwie Bedenkliches liege. Der Zahlbegiiff, als einziges Element des 
materialen Inhaltes der Arithmetik, sei etwas absolut Bestimmtes, und 
demgemäss einer weiteren Analyse oder Rechtfertigung weder bedüi*ftig 
noch fähig. Wesentlich derselbe Gedanke wird in dem Satze aus- 
gesprochen: „in der reinen Mathematik handle es sich nur um (Irössen^. 

Wollte man sich hierbei nun auch fär die wirkliche oder positive 
Zahl beruhigen, so findet sich bei der üblichen Darstellung der Arith- 
metik, dass dieser Zahlbegriff, ohne weitere Rechtfeitigung mit anderen 
Begriffen verbunden wird, welche ihn wesentlich verändern. Es werden 
negative Zahlen eingeführt, Verhältnisszahlen, Brüche, irrationale Zahlen, 
bei welch letztei-en das Wort schon darauf hindeutet, dass ihre Erfinder 
sich einer logischen Gewaltmassregel wohl bewusst waren. Für heutige 
Generationen hat diese Gewaltthat durch Eintluss der Gewohnheit aller- 
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dings schon dais Gefühl des Nothwendigen, und demnach selbstverständ- 
lich Gesetzmässigen angenommen. Auch hieimit ist die Reihe der Ele- 
mente heutiger Arithmetik noch nicht geschlossen; es folgen die 
imaginären und komplexen, in der Zahltheorie noch die idealen Zahlen. 
Hierdurch wird eine philosophische Dai*stellung schon unmittelbar auf- 
gefordert, die Berechtigung dieses Fortschreitens in der Kombination 
von Begriffen zu erweiterten Zahlbegiiffen zu untei-suchen. Um dieses 
ausfuhi-en zu können, darf man sich aber mit der blossen Hinstellung 
auch des positiven Zahlbegiiffs nicht begnügen , sondern muss auf die 
Elemente des Denkens, die Entstehung von Voi-stellungen und Begriffen 
Oberhaupt zurückgehen. 

Dass nun alle anderen mathematischen Disziplinen, einschliesslich 
der Geometrie, noch weit zusammengesetztere Begiiffe als gegeben 
voraussetzen, die also noch weit mehr einer logischen Begi*ündung be- 
dürftig sind, braucht nicht weiter hervorgehoben zu werden. 

Hieionit stehen wir an der ersten Aufgabe aller Erkenntnisstheorie 
überhaupt: den festen Ausgangspunkt zu suchen, welcher einem jeden 
Kritizismus gegenüber gültig bleibt. Die übliche Behauptung, dass ein 
einziger Grundbeginff hinreiche, das ganze Gebäude der Mathematik 
au&urichten, erspart einer philosophischen Behandlung nicht die Unter- 
suchung über die Bei-echtigung und die Entstehungsweise auch dieses 
einzigen, selbst wenn diese Behauptung richtig wäre; was aber nicht 
der Fall ist^ wie sich zeigen wird. 
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Um einen Ausgangspunkt für die Erkenntniss festzustellen, hat 
man meist einen möglichst einfachen Begriff gesucht, i^elcher klar und 
selbstverständlich in seinem Grebrauehe, einer weiteren Analyse weder 
bedQrftig noch fähig sein solle. Im Laufe der Zeiten wurden als 
solche aufgestellt: das Einfache, die Allintelligenz, Seele, der Welt- 
schöpfer, Geist, das Denken ^ Substanz, das Ich, das Sein, Bewegung, 
Materie, Wille, das Reale etc. Wenn nun versucht wurde, die Er- 
scheinungen der Welt hieraus abzuleiten, oder vielmehr mit einer 
solchen Allgemeinvorstellung in Einklang zu bringen, so gelang dies 
stets mehr oder weniger gut ; immer genügend für den Glauben, je nach 
der Entwickelungsstufe der menschlichen Intelligenz, oder je nach der 
Empfindungsweise der Anhänger solcher dogmatischer Systeme. Man 
erlaubte eben diesen dogmatischen Begriff als eine weiter nicht erklär- 
bare (weil Grund ihrer selbst) übernatürliche Mitgift der Menschheit 
annehmen zu dürfen. Es blieb aber die böse Thatsaclie übrig, dass 
niemals alle denkenden, die Wahrheit suchenden Menschen über das 
Zureichende eines solchen Systembegriffes, oder selbst nur über die 
wahre konstante Bedeutung desselben sich einigen konnten. Was dem 
einen f&r selbstverständlich, schien dem andern einer Begründung 
bedürftig, und das Kriterium, welches hier entscheiden sollte, war nicht 
aufeufinden. Deshalb entstand nothwendigeiweise der philosophische 
Kritizismus, welcher jenes Kriterium suchen sollte, und demgemäss die 
Genesis obiger Systembegriffe zu erforschen trachtete. Hierbei stellte 
sich nun hei-aus, dass keiner der obigen Begriffe eine übernatürliche 
Mitgift, sondern eine im Leben gewonnene Anschauungsart oder ein 
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Produkt der Denkthätigkeit ist, ii^elches vei'schieden ausfallen mag, je 
nach der Art der geistigen Entwickelung ; und dass die mehr oder 
nunder gute Erklärang der Welt abhing von der mehr oder minder 
gelungenen Bildung des betreffenden OberbegrifEs. Aus Thatsachen der 
Erfahining waren also alle Begiiflfe abstrahirt. Hiermit schien der 
Angelpunkt aller Erkenntniss gefunden, und die Erfahrang wurde als 
der absolut feste Ausgangspunkt gepriesen. 

Nun ist allerdings kein Zweifel, dass Erkenntniss ohne Er- 
fahrung unmöglich ist, dass eine solche dem sich selbst bebiütenden 
Nichts vergleichbar wäre; denn Erkenntniss hat nur einen Sinn, sofern 
sie sich auf ein Geschehen in der Welt bezieht, und sofern sie Wesen 
zugeschrieben wird, welche in einer Welt existiren, welche demnach 
Erfahrungen machen mQssen. 

Ein grosser Theil der Anhänger des Realismus, welcher nach 
obigem Ergebnisse neu auflebte, vergass jedoch bei dieser Entdeckung, 
dass auch Erfahrung ein Begriff ist, und zwar ein nicht weniger 
komplizirter als die vorher genannten Grundbegriffe anderer Systeme. 
Man könnte nun, um dieser veimeintlich rein sophistischen Begriffs- 
quälerei zu entgehen, ein anderes Wort vei-suchen und sagen: That- 
sachen sind das absolut Gewisse, woraus Erfahrung und Erkenntniss 
entstehen. Aber damit ist nichts gewonnen, denn nicht aus That* 
Sachen wird die Erkenntniss aufgebaut, sondern aus Denkgebilden, 
welche man mit Recht oder Unrecht jenen Thatsachen substituirt 
Was ist denn eine gewisse Thatsache? FiHheren Generationen 
wie heute den Kindern war eine solche, dass der Stein schwer sd» ein 
Gewicht habe, die Luft aber nicht. Heute ist es eine Thatsache, dass 
die Luft schwer sei, das Licht aber nicht Wer verbüi-gt uns, dass 
diese Thatsache demnächst nicht von Neuem umgestossen vrird?') 
Was dem einen grQn, erscheint einem anderen blau; einem Jeden er- 
scheint der Durchgang eines Sternes am Fadenkreuz eines Femrohres 
zu einer anderen Zeit, so dass aus solchen Beobachtungen allein gar 
nicht festzustellen ist, wann das Ereigniss überhaupt stattfand Sind 
wir nun auch zu einem majorisirenden Urtheile gelangt über das, was 
wir aus den Thatsachen dem wirklichen objektiven Geschehen und dem 
subjektiven Beobachten zuschreiben, so verbürgt uns doch gar nichts, 
dass wir nicht dieses Urtheil einer demnächst auftretenden Thatsache 
zu liebe wieder ändern müssen; eben weil nach dem Prinzip des Em- 
pirismus uns ein jedes Kriterium darüber fehlt, was wir objektiv und 
subjektiv nennen dürfen. Konsequent bezeichnet dieser Empirismus 
ein jedes Wissen als subjektiv und findet die Aufgabe der Wissenschaft 
lediglich im möglichst genauen Beschi-eiben der wahi^enommenen That- 
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Sachen, je nach den dermaligen Beobachtungsfahigkeiten. ') Für eine 
solche Auflfassung steht die Heraldik als Wissenschaft auf derselben 
Stufe wie die Geometrie. Dass in der letzteren häafiger vorkommende 
Thatsachen beschrieben werden, kann prinzipiell an dem Erkenntniss- 
werthe derselben nichts ändern. Im Gegentheil, die bunte Mannich- 
faltigkeit der ersteren müsste Manchem als interessanter und werth- 
voller erscheinen, als die leeren Schemen der letzteren. 

Wie vorhin schon angedeutet, kann also alles Verschanzen hinter 
„Thatsachen** gar nichts nOtzen, weil Thatsachen als solche gar nicht 
in die Erkenntniss übergehen, sondei-n erst eine Bedeutung für diese 
erlangen, wenn sie in der Form von Urtheilen von der Denk- 
thätigkeit gestaltet worden sind. An jeder Thatsache, sofern sie im 
Wissen von Bedeutung ist, muss also ihr materialer Inhalt und die 
Form, in welcher dieser für die Zwecke der Erkenntniss durch das 
Denken gestaltet worden ist, unterschieden werden. Hier treten nun 
gleich die schweren Fragen auf: 

1) Wenn auch unsere Erkenntniss zeitlich erst mit den Erfahrungen 
beginnt, könnte dann nicht die Form, in welcher die Thatsachen 
in unsere Erkenntniss eingehen, unabhängig sein von jenen 
Thatsachen; und inwieweit? 

2) Welcher Theil des Erfahrungsurtheils ist Inhalt, objektive That- 
sache, und welcher ist subjektive Form? 

Ehe zur Beantwortung dieser Fragen geschritten wii^l, kann aber 
der als Ausgangspunkt der Untei-suchung dienende Satz ausgesprochen 
werden, welcher bei allen Thatsachen und Uitheilen unanfechtiiar bleibt, 
-einerlei wie verschiedenartig sie aufgefasst werden mögen. Dies eine 
Gewisse, die Urthatsache, ist: 

Dass Thatsachen wahrgenommen werden, 

oder noch unzweideutiger: 
Dass Wahrnehmungen gemacht werden, 
•einerlei was denselben zu Grunde liegen mag, oder mit welchen Be- 
ziehungsb^rijfTen sonst dieselben verbunden werden mögen. 

Mit diesem Satze wird nicht von ii-gend einer Abstraktion aus- 
gegangen, einem Begriffe, dessen Realität oder gar logische Wider- 
q[>ruchsfreiheit erst zu erweisen wäre, sondern von etwas unbestreitbar 
JElealem, einer Thatsache, welche auch bezeichnet werden kann als: 

Dasein von Etwas, 
Existenz einer Welt überhaupt. 

oder: 
Etwas existirt, 
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wobei es ganz dahingestellt bleibt, als was diese Welt sich später 
herausstellen wird, oder, wie sie näher bestimmt werden muss; ob als 
Denken, Sein, Denken eines Seins, Erscheinungen, Vorstellungen — 

oder wie immer sonst ^) 
So einfach und nichtssagend der Satz „Etwas existirt^ scheinen 
mag, so vielsagend ist er in formaler Hinsicht Er besagt nämlich: 

1) Das Dasein von Etwas, welches sich kundgibt als Wahr- 
nehmungen, Empfindungen, oder wie immer man die einfachste 
Thatsache nennen wil], welche unmittelbar gewiss ist. 

2) Dass behauptet, gedacht geurtheilt worden ist; denn ohne di^ 
wäre die Empfindung lediglich Empfindung geblieben, und hätte 
nicht zu einer Behauptung, einem Urtheil geführt, wie ein 
solches eben in einem gedachten oder gesprochenen Satze liegt 

Obiger Satz ist also der Ausdruck zweier verachiedener Thatsachen ; 
dass wahiigenommen wird, und dass gedacht wird. 

Hiermit ist der ganze, aller Erkenntniss zu Grunde liegende 
Gegensatz von Wahrnehmung und Denken gegeben, oder, wie er im 
Folgenden präzisirt werden soll, ^^mp findung und Denkend 
Die Begründung dieser Wahl im Gebmuch der Wörter Empfindung 
und Wahrnehmung wird aus dem Folgenden hervorgehen. Im heutigen 
Sprachgebrauche sind diese B^iflfe und ihre Unterscheidung unbestimmt 
und denmach bleibt einem Jeden die Verwendung freigestellt 

Mit „Empfindung und Denken^ darf nicht der in der Philosophie 
vielgebrauchte Gegensatz „Sein und Denken** verwechselt werden; 
denn nichts berechtigt bis jetzt von einem wahren Sein im Gegen- 
satze zu einem Erscheinen des Seins und einem Denken des 
Seins zu sprechen; ausserdem wird die ganze Untersuchung hier 
auf eine Bestimmung des Seins hinauslaufen , welche von der in dem 
Gegensatz „Sein und Denken"^ angedeuteten wesentlich ver- 
schieden ist Dieses Sein, vom Ding an sich bis zum objektiven 
Ding des Empiristen, wird sich als ein sehr verschiedenartiges Produkt 
erweisen; zuweilen als reines Denkgebilde, in den meisten Fällen aber 
als ein komplizirtes Erzeugniss aus den beiden hier statuirten ein- 
fachsten Elementen „Denken und Empfinden*^. 

Was nun immer Empfinden und Denken sein mögen, wii* müssen 
sie auffassen als ein Geschehen, als Veränderungen. In dem ersten 
Satze „Wahrnehmungen werden gemacht'' ist schon ausgedrückt , dass 
ein Vieles, ein Verschiedenes existirt , und der diesem substituiile Satz 
.lEtwas existiii;^ müsste korrekter gesprochen heissen „Vieles existirt"*. 
Man könnte sich allenfalls berechtigt glauben voi-zustellen : Alle Existenz 
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bestehe in einer einzigen, ewig gleichen Empfindung. Dann würde 
aber kein Denken auftreten, welches in dem Satze „Etwas enstirt"^ 
einen Ausdrack fände. Diese eine ewige Empfindungswelt entspricht 
demnach nicht der für uns gültigen Urthatsache, oder vielmehr That- 
Sachen. Das für uns gültige „existirende Viele" haben wir 
demnach au&ufassen als „Veränderung des Vielen", mit anderen 
Worten „als ein Geschehen'', einerlei als was wir diese Ver- 
änderung des Existirenden weiter zu bestimmen haben. Die Frage 
interessirt einstweilen nicht, ob diese Veränderung nur eine Folge 
unserer speziellen Organisation sei, ob etwa ein sogenanntes reines 
oder irgendwie anderes Denken möglich sei. Unser Denken, und 
das ist Denken überhaupt, ist nichts anderes als ein Geschehen, 
wie es aus unserer gewissen Urthatsache abzuleiten ist Ein Vieles 
als konstant vorgesteUt wäre wiederum eine ewige Einheit, nur durch 
einige andere Worte bezeichnet 

Aus der sinnlichen Beobachtung, wie sie uns geläufig ist, lässt sich 
diese Bestimmung des Existirenden gleichfalls als die einzig mögliche 
ableiten. Z. B. angenommen die Welt sei eine einheitliche Existenz 
ohne weitere Unterschiede in sich, so könnten wir sie etwa vergleichen 
dem unbeschränkten Räume, angefüllt mit Materie. Eine solche Welt 
wäre aber in nichts unterscheidbar von dem Räume als leer vorgesteUt; 
denn die Vorstellung Materie als Erfüllung eines Leeren kann erst ent- 
stehen durcb die Unterscheidung von Erfülltem und Leerem, also durch 
eine Vielheit von unterschiedenen Einzelnen. Diese einheitliche mate- 
rielle Welt repräsentirt als Gegensatz gegen die einheitliche leere Welt 
das Hegeische Sein und Nichtsein; beide sind durchaus gleich, und 
stehen auch als Dasein in keinem Gegensatz, weil sie eben die letsten 
leeren Abstraktionen von entgegengesetzten VorsteUungen sind, die trotz 
dieser Verschiedenheit gleich ausfallen müssen, weil sie beide auf die 
absolute Leerheit reduzirt worden sind. Nur in den Wörtern Sein, 
Nichtsein zeigen sie noch, dass die Bildung der beiden Begriffe von 
verschiedenen Ausgangspunkten ausging; das Resultat ist aber beider^ 
seits dasselbe; sowohl 5 wie 10 können durch allmähliches Substrahiren 
der Einheit auf reduzirt werden. 

Versuchen wir nun eine Welt zu setzen als Vielheit von unter- 
scheidbaren Einzelnen, aber ohne Veränderung unter sich. Von einem 
Geschehen und einem Denken dieser Welt könnte auch dann keine 
Rede sein, höchstens wie vorher von vielen einheitlichen, ewigen Em- 
pfindungen, die aber von einander nichts wüssten; also jede fQr sich 
eine Welt bildeten, für welche alle anderen Welt^ absolut gar nicht 
existirten. Diese Welt könnten wir etwa vergleichen einer Welt von 
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ewig starren, gegenseitig unveränderlichen Körpern. Das naive Be- 
wnsstsein glaubt sich nun zu dieser Vorstellung berechtigt; der Fix- 
Sternhimmel ist ja so etwas Aehnliches. Aber indem man sich diese 
Welt vorstellt, introduzirt man zu den ewig standen Einzelheiten ein 
Neues, das Bewusstsein, den Vorstellenden; man hat also die ewig starre 
Welt verändert, ein Bewusstsein hinzugebracht, und urtheOt von jener 
Welt durch den Unterschied, welchen dies Bewusstsein erleidet, bevor 
und nachdem die Welt auf dasselbe eingewirkt hat. Die Gesammtwelt 
hat also in Wahrheit eine Veränderung erlitten um jene Vorstellung 
zu ermöglichen. 

Das Empfinden müssen wir gleicherweise als ein Geschehen be- 
stimmen; ob verschiedene Empfindungen gleichzeitig möglich sind, auf- 
gefasst werden können, ist eine Frage für sich; jedenfalls werden aber 
auch Empfindungen nacheinander gemacht, sonst würde nie ein Denken 
auftreten können, wie später bei dem Kapitel über Vorstellung und 
Begriff eingehender bewiesen werden wird. 

Dieses Geschehen, Veränderung der Empfindungen und des Denkens 
mag in dem hypothetischen sogenannten wahren Sein gar nicht vor- 
kommen; für unser unzweifelhaftes Dasein ist es jedenfalls eine 
Wahrheit 

Dieses Dasein würde nicht minder real sein, wenn auch bewiesen 
würde, dass es einmal angefangen und einmal aufgehört habe; es ist 
jedenÜEdls real dagewesen und kann als wirkliches Ereigniss nie 
mehr vernichtet werden; das Attribut der Ewigkeit und Un Veränder- 
lichkeit ist demnach für unsere Realität durchaus nicht erforderlich, 
fordert viehnehr eine Kritik jener Attribute auf ihre Realität oder 
logische Richtigkeit heraus. Wir beginnen jedoch hier durchaus keinen 
Kampf mit philosophischen Systemen, welche an wahres Sein andere 
Erfordernisse stellen, weil wir eben von unserem Satze aus gar nichts 
von einem solchen wahren Sein, sondern nur von einem unzweifel- 
haften Dasein etwas wissen. 

Der Ausgangssatz heisst demnach vollständig: 

Es existirt eine Welt, als eine Vielheit in Ver- 
änderung. 

Betrachten wir nun die beiden Arten des Geschehens, der Em- 
pfindungen und des Denkens, so ist es erste Aufgabe der Wissen- 
schaften, das Geschehen der Empfindungen genau auszudrücken durch 
das Geschehen des Denkens; oder, weil diese Aufgabe das Geschehen 
des Denkens aktiv macht, in eine Thätigkeit ver\sandelt — den Ver- 
lauf der Empfindungen durch Gedanken auszudrücken. Wie ist das 
nun möglich? Die Empfindungen können nicht in Gedanken eingehen; 
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sie werden deshalb von diesen durch Elemente ersetzt, welche wir 
Vorstellungen und Begriffe nennen; und diese Gedankenelemente 
werden, wie wir an dem ersten gewissen Satze sahen, in der Form 
von Urtheilen miteinander verknüpft 

Hier ti-eten also die beiden Fragen auf: 

1) Was ist Voi-stellung und Begriff, 

2) Was ist Urtheil. 



A. KAPITEL n. 

DAS DENKEN U SATZFORM. 

DAS URTHEIL. 



Betrachten wir zunächst die zweite Frage, so ist ersichtlich aus 
unserem ersten Satze, dass das Urtheil eine Form des denkenden 
Geschehens ist, welche uns als Urthatsache mit dem Empfinden und 
Denken zugleich gegeben ist; «dass es also eine nähere Bestimmung des 
Denkens ist; vielleicht nicht die einzig mögliche Form desselben Jedenfalls 
aber eine Form, die als Uithatsache in Wahrheit und Wirklichkeit da ist. 

Die ausfuhrliche Behandlung dieser Denkform bleibt der formalen 
Logik überlassen, und liegt diesen Ausführungen insoweit fem, als sich 
über die richtige Ausbildung dieser Disziplin wohl keine Zweifel mehr 
erheben, wenigstens insofern sie den SyUogismus betriflft. Die Be- 
trachtung der Denkgesetze, sofern sie das Wesen des Begriffs berühren, 
folgt in einem späteren Kapitel. Für die hier verfolgten Zwecke ist 
nur zu erörtern, inwiefern aus dem sprachlichen Ausdruck der Denk- 
thätigkeit ii^end eine Folgerung auf das sogenannte wahre Sein der 
Dinge zu ziehen oder zu unterlassen sei. 

Das Sein der Dinge ist einstweilen für uns ein leeres Wort; 
wir wissen nur, dass Empfindungen und dass Denken stattfinden. Denken 
hat eine reale Existenz für uns, und Empfindungen gleichfalls. Ausser- 
dem müssen wir als Thatsache anerkennen, dass das Denken in einer 
gewissen Form (Satz- oder Uitheilsform) stattfindet, welche uns zwingt 
ein Subjekt ein Objekt und eine beide verbindende Thätigkeit zu 
setzen; und diese haben als Thatsachen der Denkfoim reale Existenz 
im Denken. Nichts aber bei-echtigt uns zu der weiteren H}i)Othese, 
dass diesen Denkformen und ihren Theilen Theilbestandtheile oder 
Formen der Empfindungen entsprächen; dies mag der Fall sein oder 
nicht, wir wissen vorab nichts davon. Noch weniger ist die An- 
nahme für jetzt zulässig, dass es ausser Denken und Empfinden noch 
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eiB Drittes gäbe, was Din^e oder wahres Sein genannt werden 
müsse. Obschon wir nun diese Hypothesen vorläufig alle abweisen, so 
können wir doch, wollen wir uns das Denken nicht erschweren oder 
auch ganz unmöglich machen, nicht anders als beständig solche hypo- 
thetische Objekte und Subjekte setzen, ohne dass wir damit unser 
Schlussurtheil aussprechen; weil wir stets den Vorbehalt machen, 
dass diese grammatischen Dinge vorderhand nur im Denken eine 
Existenz haben. Sagen wir also in Zukunft statt „Verschiedenes* 
existirt**: — „wir machen Wahrnehmungen — oder — wir nehmen 
Dinge wahr**, so folgt daraus gar nichts für die Existenz einer 
denkenden Seele oder eines äusseren Dinges, sondern dies bezeichnet nur 
eine nicht zu vermeidende Foim unseres Denkens, die wir thatsächlich 
als für den Fortschritt unserer Erkenntniss zweckmässig oder sogar 
als unumgänglich nothwendig anerkennen müssen; ebenso noth wendig 
wie gewisse Methoden oder Regeln des Lernens, welche jedoch für das 
zu Erlernende gar keine weitere Bedeutung haben. So lange wir uns 
nur empfindend, nicht denkend verhalten, findet die Setzung oder die 
Erschaffung der Persönlichkeit Wir gar nicht statt; man weiss gar nichts 
davon so lange man nur empfindet; erst mit der Reflexion auf die 
Empfindung, mit ihrer Umsetzung in einen Begriff oder UiUieil wird 
die Setzung des Subjektes nothwendig. 

Wie nun diese grammatische Nothwendigkeit verleitet hat, nicht 
allein unnöthige Begriffe zu erfinden, sondem auch an Wesen Kräfte 
und Dinge zu glauben, welche diesen Begriffen als nothwendig ent- 
sprechend hypostasirt wurden, hierzu gibt die Geschichte der Wissen- 
schaften, wie die Geschichte überhaupt, zahlreiche Belege. Eiinnere 
man sich einiger solcher, welche bei dem hier vorliegenden Problem 
pi*oduzirt wurden. Seele, 'Geist, Vernunft, Verstand, Instinkt, Natur- 
kräfte, Lebenskraft, Gemüth, Wille etc. wurden in bunter Reihe er- 
funden und sollten alle im Menschen nebeneinander bestehen, um in 
Summe etwas Einheitliches, die einfache und unsterbliche Seele zu 
bilden; den Thieren wurde dagegen wieder eine andere Zusammen- 
setzung zugesprochen. Vor der fortschreitenden Erkenntniss mussten 
nun mehrere dieser Wesen oder Wesenheiten wiederum vei*sch winden ; 
so die Lebenskraft, der Instinkt. Verstand und Vernunft wurden zu- 
weilen wieder zu einer Einheit zusammengezogen, ebenso Gemüth und 
Wille; aber das Kriterium fehlte, an welcher Stelle die Ausmerzung 
aufhören sollte. Dagegen droht wieder, dass das veimeintlich sichei*ste 
einheitliche Subjekt, die Persönlichkeit, physiologischer Gründe halber 
in eine Vielheit von Einzelindividuen aufgelöst werden muss, und zwar 

in eine grössere Vielheit als die lauge Zeit anerkannte Dreiheit von 

2» 
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einer pflanzlichen Seele einer thierischen Seele und einem göttlichen 
Geiste, welche Medfertig so lange Zeiten im menschlichen Ich zusammen 
gewohnt hatten. 

Und ebenso wie Wesen als Subjekte, ebenso wurden äussei'e Dinge 
als Objekte erfunden. Regenbogen, Blitz und Schatten wurden äussere 
Dinge; und jetzt werden nicht allein diese, sondern sogar alle Körper 
in ausdehnungslose, stofiFlose Punkte aufgelöst. Zeigt es sich hierin 
nun, dass Wesen und Dinge entstanden und vergingen je nach dem 
grammatischen Bedüifeisse , jenachdem eine gewisse Anzahl von Merk- 
malen dem Stande der Erfahrung gemäss ein Subjekt oder Objekt er- 
forderten um denkend miteinander verknüpft zu werden, so ist es 
jedenfalls für die kritische Beurtheilung geboten, vorab gar keine reale 
Bedeutung diesen gi*ammatischen Wesen beizulegen, bis etwa ein be- 
stimmtes Kriterien aufgefunden wird, welches hier entscheidet. Das 
Subjekt Ich, oder allgemein das pei-sönliche Fürwort, kann schon 
deshalb hier gar keine Ausnahme beanspinichen , weil es ja in den 
meisten Fallen vei-schiedene der obigen Begriffe, und häufig mehrere 
zugleich zu vertreten bestimmt ist. Die meisten der Schwierigkeiten 
welche beim Problem der Inhärenz auftreten, rühren von dem hart- 
näckigen Streben her, grammatischen Hülfssubjekten Wesenheit zu- 
zusprechen, wodurch es dann nothwendig wird, eine Vielheit solcher zu 
einer untheilbaren Einheit zu verschmelzen; und diese metaphysische 
Gewaltthat rächt sich, indem sie Widei-sprüche in jedem gewonnenen 
Resultate entstehen lässt 

Wenn von einem Subjekte gesprochen wird, welchem die Empfin- 
dungen zugeschrieben werden, so bedietit sich der Sprachgebrauch meist 
des Woi-tes Seele, bei dem Denken des Wortes Geist; und ist von 
einem derselben ohne Spezifikation, oder von beidem im Vei-eine die 
Rede, so wird gewöhnlich das persönliche Fürwoii oder der Bc^if 
Persönlichkeit verwendet Dieser Sprachgebrauch soll hier bei- 
behalten werden ; mit der nochmaligen Verwahrung, dass er nicht an- 
deuten soll, diesen Wörtern entsprächen reale Wesen. Statt Seele etc. 
wäre eigentlich zu lesen: der nothwendige Subjektbegriflf, den unser 
diskursives Denken erfordert, und welcher eine Denkmarke, als Ding 
aber einstweilen eine Fiktion ist. Wir müssen das Instiniment unseres 
Denkens hinnehmen, wie es ist: wir müssen uns in vorgeschriebenen 
Bahnen bewegen, ohne uns dadurch verleiten zu lassen, diesen Bahnen 
noch irgend eine Bedeutung zuzuschreiben, wenn die Denkthätigkeit 
selbst, der Planet welcher jene Bahnen beschreibt , fehlt oder auf- 
hören sollte da zu sein. Wir können einstweilen allerdings eben so 
wenig behaupten, dass jene Denkformen absolute Fiktionen unter jeder 
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Bedingung seien. Würde es sich z. 6. hei-ausstellen, dass alle Welt- 
erscheinungen nur Pi*odukte oder Thätigkeitszustände unseres Denkens 
seien, dass also nach einer bekannten Ausdrucksweise Sein und Denken 
identisch, so würden alle widerspinichfreien Gebilde des Denkens den 
Charakter realer Wesen und Objekte erhalten. Auch noch andere Fälle 
lassen sich ersinnen, wovon später die Rede sein wird. 

Das Denken selbst, welches nach konstanten Formen vor sich 
gehen muss, um überhaupt Denken sein zu können, ist natürlich kom- 
petent über alle seine Gebilde urtheilen zu können, d. h. deren Richtig- 
keit den Denkgesetzen gemäss festzustellen. Dass diese Gebilde nun 
einen Theil von dem ausmachen, was man gewöhnlich wahi'es Sein der 
Dinge nennt, so wohl vom Standpunkte der realistischen wie der 
idealistischen Anschauung aus, wird im Folgenden dargelegt werden. 
Wie man sieht, beziehen sich die hier zu behandelnden P]*obleme auf 
den in allen philosophischen Systemen gebrauchten Gegensatz von 
^Form und Inhalt" der Erkenntniss; eine Unterscheidung, welche all- 
gemein als nothwendig zugestanden wird, ohne dass jedoch eine Ueber- 
einstimmung darin herrscht, welche Bestandtheile der Erkenntniss dem 
einen oder anderen dieser Gegensätze zugeschrieben werden müssen. 
In mancher Hinsicht kon'espondirt der Gegensatz Form und Inhalt 
dem früheren Denken und Sein, und werden dabei dieselben oder 
ähnliche Probleme auftauchen. 

Vor jedem weiteren Eingehen hieitiuf muss aber die andere im 
vorigen Kapitel aufgeworfene Grundfrage zur Behandlung kommen: 
wie es möglich sei, dass das Denken von dem ihm ganz heterogenen 
Geschehen der Empfindungen etwas Wahres aussagen könne, da es ja 
doch in der Natur dieser Heterogenität liegt, dass die Empfindungen 
nicht als solche in den Urtheilen des Denkens auftreten können. Statt 
der Empfindungen verwendet das Denken Vorstellungen und Begriflfe 
als Elementarbestandtheile. Was sind und wie entstehen also Vor- 
stellungen und Begriflfe, wie vermögen sie die Empfindungen unverfälscht 
auszudrücken und doch die Heterogenität von Denken und Empfinden 
festzuhalten. Durch die Erörterung all dieser Fragen wird es zugleich 
möglich sein, das Wesen von Denken und Empfinden näher zu be- 
stimmen und die Natur dieses Gegensatzes klar im Bewusstsein auf- 
steigen zu lassen. Die Gesammtheit der Ausführungen wird dieses in 
dem sehliesslichen Totaleindrucke besser vermögen, als jede kurze Woit- 
definition ; besonders da hierdurch erst der Begriff und der Werth einer 
Definition sich ergeben wird. 



A. KAPITEL III. 

VORSTELLUNG UND BEGRIFF. 



Im gewöhnlichen Sprachgebrauche verwendet man die Ausdrücke 
„eine Sache ist so und so" und „ich stelle mir die Sache so und so 
vor" ohne wesentlichen Unterschied. Die Philosophie glaubt aber eine feste 
Unterscheidung treffen zu mQssen zwischen diesen Ausdrücken; „die 
Sonne ist ein Körper'' soll eine andere ]&ehauptung sein, als „ich stelle 
mir die Sonne als Körper vor". Was ist nun eine Vorstellung, oder 
was kann man sich vorstellen? Auch philosophische Schriftsteller stellen 
sich so ziemlich AUes vor; Körper, Farben, Figuren, Zahlen, Gemttths- 
zustände, sogar Begriffe etc. Aber auch von allen diesen Sachen — 
und verschiedenem Anderen, was nicht als Sache angesehen wird — 
werden Begriffe gefasst Man stellt sich ein Pferd vor, mau stellt sich 
eine geometrische Figur vor; aber man fasst auch den Begiiff eines 
Pferdes, den Begriff eines Dreiecks. Ist ein essentieller Unterschied 
im Gebrauche dieser beiden Wörter zu konstatii-en ? Es scheint nicht; 
es wird dies schon gezeigt durch die zahlreichen Beiwörter, welche 
der Vorstellung gegeben werden. Man spricht von „konkreten, ab- 
strakten, sinnlichen, intellektualen, idealen, intuitiven etc. Vorstellungen'' ; 
als die letzteren treten Kants Formen der sinnlichen Anschauungsformen 
auf. Dann wird die Vorstellung als ein komplizii*ter Voi-gang speziell 
im thierischen Gehirn erklärt (Schopenhauer und die Empiristen), 
aus einer Summe oder einem Produkt von Vorstellungen lässt man 
Gefbhle entstehen (Herbartianer) ; GefQhle scheinen hier demnach als 
eine höhere Klasse von Vorstellungen gefasst zu werden. 

Ebenso schwankend wird das Wort Begriff verwendet Zuweilen 
identisch mit Vorstellung, zuweilen in einem Gegensatze hierzu. Während 
aber selten eine begriffliche Definition von ,, Vorstellung" versucht wird, 
stellen die verschiedenen philosophischen Systeme Definitionen des 
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Begriffes auf. Höchst charakteristisch für den schwankenden Gebrauch 
auch dieses Wortes lautet Schopenhauers Definition: Begriff ist eine 
Vorstellung von Vorstellungen; also nach obiger Darlegung „eine Un- 
bestinuntheit in unbestimmter Potenz^'. 

Andere Definitionen lauten: 

„Die Logik fasst den Begriff als eine Zusammensetzung von Merk- 
malen und als nichts anderes.^ 

„Die Logik setzt den Begriff als gegeben voraus." 

„Der Begriff fasst ein Mannigfaltiges von Merkmalen in sich 
und ein Mannigfaltiges von Vorstellungen unter sich, deren Merk- 
mal er selbst ist; jenes macht seinen Inhalt, dieses seinen Umfang aus." ^) 

(Hier scheint also Begriff aus zwei undefinirbai-en Urelementen zu 
bestehen.) 

„Was die Natur des Begriffes sei, kann so wenig unmittelbar an- 
gegeben werden, als der Begriff ii'gend eines anderen Gegenstandes 
unmittelbar aufgestellt werden kann." 

Dieser Resignation schliessen sich die meisten Philosophen an, und 
versuchen gar keine Definition des Begriffes. Dass aber der Mangel 
einer solchen und der gleichzeitige Mangel einer Definition der Vor- 
stellung den schwankenden Gebrauch beider Wörter, und damit eine 
Unzahl von Missverständnissen noch zu den hier vorliegenden schweren 
Fragen hervorruft, — dass man nicht allein die besondere Terminologie 
eines jeden Forschers, sondern meist auch die Veränderung dieser 
Terminologie je nach seiner Gedankenentwicklung studiren muss, ehe 
man ausfinden kann was er eigentlich sagen wiU, — ist einem Jeden 
bekannt, der nach wirklichem Verständniss der Denkprodukte strebt, 
und nicht etwa nach geschäftsmässiger Kritikerart in diesen Missständen 
der Sprache das Material sucht, um Widersprüche anderer Denker der 
eigenen Terminologie gegenüber bloszustellen. 

Hält man nun unsere Urthatsache fest mit ihrem Gegensatz von 
„Empfinden und Denken", so zeigt sich die Möglichkeit einer festen 
und fbr alle Fälle bestimmt unterscheidenden Definition von „Vor- 
stellung und Begriff"; Definitionen, welche allerdings Vieles, was der 
Sprachgebrauch für die eine Klasse beansprucht , der anderen zuweist 
aber jedenfalls ohne Schwankung. 

Verdächtig mag diese Bestimmung am Anfange erscheinen, weil 
sie gerade den Satz umstösst, welcher in der Neuzeit bei allen Ver- 
suchen einer Begrifbdefinition das Einzige war, worin alle Ansichten 
übereinstimmten. Man betrachtet es gleichsam als Axiom, dass Be- 
griffe nur durch Abstraktion bei einer vorliegenden Vielheit von Wahr- 
nehmungen oder Individualvorstellungen entstehen; und hieraus wird 
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gefolgert, dass es nar Allgemeinbegriflfe, aber keine IndividualbegriflE» 
gebe, dass eben das Allgemeine den Begriff als solchen charakterisire. 

Nun ist es allerdings richtig, dass der Begriff erst entstehen kann, 
nachdem ein Vieles wahrgenommen worden ist, ebenso wie Denken 
auch nicht stattfinden kann ohne Auffassen einer Vielheit in Veränderung. 
Dass aber dieser Charakter der Allgemeinheit nur Bezug hat auf die 
historische Entwickelung der Begriffe, nicht aber auf die Natur dea 
Begriffes selbst, dass diskursive Entwicklung und konstantes Produkt 
der Entwicklung verschiedene Dinge, dass obiges vermeintliche Axiom 
die Ursache war, dass keine konstante Definition der Wörter „Vorstellung 
und Begriff*^ gebildet werden konnte, soll sich aus dem Folgenden er* 
geben. Hierzu bedarf es der Untersuchung über die Entstehung von 
Vorstellung und Begriff, ausgehend von der Urthatsache des Wahr- 
nehmens. Wir müssen bei dieser Untersuchung allerdings in Begriffen 
sprechen, noch ehe wir wissen was sie sind. Die Richtigkeit des zu 
durchlaufenden Zirkels wird sich ergeben, wenn das letzte Bahnelement 
nach den gleichen Gesetzen des Fortschrittes gebildet, genau wieder an 
das Ausgangselement sich anfügt. 

Hegel sagt : „Der Begriff eines Gegenstandes kann nicht unmittelbar 
au|g;estellt werden". Ganz richtig, im Sinne Hegels. Wenn nun Wahrheit, 
nach der bisherigen Definition der Logiker auf der Uebereinstimmung 
des Denkens mit dem Gegenstande beruht, so haben wir demnach kein 
unmittelbai*es Wissen. Nun — abgesehen von dem dunklen Ausdruck, 
wonach die Möglichkeit des Uebereinstimmens von Heterogenit&ten, wie 
Denken und Gegenstand vorausgesetzt wird — kann man diese 
Folgerung wiederum in Bezug auf Gegenstände gelten lassen. 
Trotzdem haben wir ein unmittelbares Wissen. 

Wenn wir Wahrnehmungen machen, z. B. die Empfindung grQn 
haben, so wissen wir ganz und genau, was die Empfindung grfin ist 
Es ist dazu gar nicht nöthig, dass wir denken, oder schon sagen können, 
„wir haben die Empfindung grün, oder haben sie gehabt;'' wir brauchen 
keinen Begriff Grünheit gebildet zu haben, wir brauchen nicht za 
wissen was die Empfindung ihrer Natur nach ist; ob wir diese später 
bestimmen als sinnliches Gefühl, oder Zustand des Befindens unserer 
Seele, Art eines zu Muthe Seins — einerlei; wir wissen was grfin ist, 
eben weil es unsere Empfindung ist; und ebenso gleichgültig ist es, 
was wir oder unsere Seele ist, oder was das hypothetische Objekt ist, 
welches nach irgend einer Ansicht diese Empfindung grün verursacht 
Wir können allerdings fragen und vielleicht beantworten, wie diese 
P^.mpfindung entsteht, welche Faktoren sie erzeugen; ob bei derselben 
Gelegenheit, bei verschiedenen Individuen, genau dieselbe Empfindung 
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grün stattfindet oder verschiedene — Alles dies hat gar keinen 
Einflnss auf die Thatsache, dass wir hei der Empfindung unmittelbar 
wissen was grün ist. 

Die Frage nach der begrifflichen Natur des empfindenden Ge- 
schehens entsteht nur, weil wir unser unmittelbares Wissen in Worte 
kleiden wollen ; weil wir yermeinen, erst dann etwas wirklich zu wissen, 
wenn wir es in Begriffen ausgedrückt haben, obschon dann, wenigstens 
in Bezug auf Empfindungen , die Unmittelbarkeit dieses Wissens auf- 
gehoben worden ist, weil statt des Gegenstandes selbst etwas 
seiner Natur heterogenes gesetzt worden ist. Nun kann das Uilheil 
des Denkens allerdings auf die Empfindung bezogen werden ; wir können 
die Empfindung nach Anleitung des Denkens in uns hervorrufen, weil 
wir ausser denkenden auch empfindende Subjekte sind. Das wirkliche 
Wissen und die Wahrheit kann aber nie im Denken oder im Ausspruch 
des Denkens allein gesucht werden. Diese Unmittelbarkeit des empfin- 
denden Wissens ist nun der Grund, weshalb Fragen wie: was die 
Empfindung denn eigentlich sei — und viele ähnliche andere keinen 
eigentlichen Sinn haben; sie ist der Grund, weshalb es ein verfehltes 
Unternehmen ist, in der Philosophie vom Denken allein ausgehen zu 
wollen. Im Gegentheil, das Denken muss als ein sekundärer Akt be- 
trachtet werden, der erst nach dem Empfinden folgt, wenigstens in der 
erklärenden Genesis der Vorstellungen. Dieses schliesst aber nicht 
aus, dass am Ende doch diese Scheidung in primäre und sekundäre 
Akte selbst wieder als eine nur kOnstliche, zum Zwecke der Erklärung 
hervoi^erufene Operation sich herausstellt, dass in Wirklichkeit viel- 
Ideht nie eine dieser Thätigkeiten isolirt bestehen kann. 

Die Nothwendigkeit dieser prinzipiellen Eröilerungen wird sich bei 
den folgenden Definitionen zeigen. Verfolgen wir vorab die möglichen 
Eiigebnisse bei vielen Empfindungen. 

Weil die Empfindung ein unmittelbares Wissen ist, muss sie vorab 
als bewusste Empfindung bestimmt werden; ein sehr selbstveratänd- 
licbes Attribut, weil sein G^ensatz die direkte Negation der Empfindung 
wäre. Es wird dies nur statuirt, weil im Folgenden vielleicht einmal 
von unbewusster Vorstellung gesprochen wird; eine jedenfalls sehr 
schlecht gewählte Wortkombination. Weil aber die Empfindung noth- 
wendig als bewusste charakterisirt werden muss, deshalb braucht sie 
selbst, oder vielmehr das empfindende Subjekt, von diesem Bewusstsein 
als einem Gegensatz zu dem Bewusstsein eines anderen Subjektes, oder 
auch Gegensatz zu einem BewussÜosen noch nichts zu wissen. Dies 
letztere wäre schon das erste begriffliche Wissen, woraus das Selbst- 
bewusstsein entsteht, gegenüber dem lediglich empfindenden Wissen 
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(bewusster Empfindung), wovon bis jetzt die Rede war. Damit ein 
begrifflich denkendes Wissen von einer bewussten Empfindung auf- 
tauche, dazu gehört das stattfindende Vei^leichen vieler Empfindungen. 
Wenn gar nichts da wäre, ausser einer einzigen ewigen Empfindung 
grün, so könnte nie ein Gedanke grün entstehen; denn die den- 
kende Thätigkeit, welche sich in dem Urtheil: „die Empfindung 
grün ist vorhanden'' kundgibt, setzt schon Verschiedenes voraus. Die 
ganze Welt, als ein einfaches Wesen gedacht, könnte nie von sich selbst 
denken „ich bin da'\ weil diese denkende Setzung (Position) eines 
Daseins zugleich voraussetzt, dass sie unterschiedlich sei oder denkend 
unterschieden werden könne von einem Nichtdasein; sonst wäre es 
keine denkende Setzung. Das Nichtdasein könnte aber von jenem 
Weltwesen nicht gedacht werden, weil wir ja nur eine sti'enge Ein- 
fachheit der Welt voraussetzten. Alles, was einem solchen einfachen, alles 
umfangenden Wesen zugestanden werden könnte, wäre das Schwelgen 
oder Leiden in einer einzigen ewigen Empfindung. Diese aposteriori 
aufi?ezeigte Denkunmöglichkeit einer strikten Einfachheit, ohne ihren 
gleichzeitigen Gegensatz zu einer Vielheit, wird bestätigt durch unsere 
unzweifelhafte Thatsache, dass „Wahrnehmungen'' gemacht werden, dass 
ein Vieles existirt und diese Vielheit durch die denkende Thätigkeit 
ausgesprochen wird. Es finden also z. B. die Empfindungen grün, blau, 
kalt, nass etc. statt. Von solchen vielen Empfindungen kann aber 
wiederum nichts ausgesagt werden , wenn sie nicht unterscheidbar und 
auch vergleichbar sind; Unterscheiden und Vergleichen setzen 
einander gegenseitig voraus, einer dieser Begriffe für sich ist sinnlos. 
Dass die Empfindungen unterschieden werden müssen, ist schon sicher, 
weil sonst im Plural von Empfindungen nicht die Rede sein könnte. 
Aber die Existenz einer Welt überhaupt erfordert auch, dass das 
viele Existirende verglichen werden könne. Wie, von Wem und wo- 
durch, das sind alles spätere Fragen. 

Man könnte vermeinen, die Hypothese einer Welt aufstellen zu 
dürfen in welcher alle Objekte absolut unvergleichbar seien,') so un- 
vergleichbar wie süss und warm, gelb und weich; jedoch beruht die 
vermeintliche Denkmöglichkeit einer solchen Welt auf einer Täuschung 
wie sie häufig vorkommt, sowohl in Philosophie wie Mathematik. Diese 
Täuschung entsteht daraus, dass man das Hinschreiben von vielen Be- 
dingungen in einem und demselben Satze für einen Beweis ansieht, 
dass die Erfüllung dieser Bedingungen wenigstens denkmöglich sei. 
Dass die obige Welt von absolut unvergleichbaren Eindrücken niemals 
eine Welt fbr unsere Erfahrung sein könnte, ist vorerst klar; denn 
wir könnten ja nicht einmal zwei verschiedene Eindrücke in unserer 
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Erfahrung ansammeln, wenn sie nicht wenigstens bei aller sinnlichen 
Verschiedenheit eine Gleichartigkeit insofeme hatten, dass sie entweder 
zusammen oder nacheinander auf uns als Eindrücke reagirten. Würde 
einer solchen Welt nur das abstrakte Dasein als absolut yerschie- 
dene Eindrücke zi^estanden, so wäre sie höchstens mit dem Namen 
Cäaos, aber nicht Welt einer möglichen Erfahrung zu bezeichnen. 
Dass aber auch der Gedanke eines Chaos nicht einmal in einer solchen 
Welt auftauchen könnte, ergibt sich wie vorher daraus, dass jede den- 
kende Setzung, also auch Chaos, die Noth wendigkeit eines gedachten 
Nicht- Chaos voraussetzt, um überhaupt als Position möglich zusein. 
Der Philosoph, welcher obige Welt absolut unvergleichbai'er Dinge 
für denkmöglich hält, vei'gisst, dass er eine solche bai*ocke Hypothese 
nur niederechreiben kann, indem er sich zu jener Welt hinzurechnet, 
und die als unvergleichbar postulirten Dinge wenigstens dem Attribut 
nach in seinem Denken zusammenfasst, also miteinander vergleicht; in 
demselben Satze vergleicht er sie also de facto, obschon er sie in 
Wollen auseinander zu halten behauptet 

Als Resultat ergibt sich : dass die Existenz eines Vielen miteinander 
Vergleichbaren nicht eine thatsächliche Einrichtung der Welt ist, welche 
Einrichtung aber auch als ein Vieles miteinander Unvergleichbai-es hätte 
ausfallen können; sondern dass nur eine solche Welt den Bedingungen 
einer Erfahrungsmöglichkeit überhaupt genügt; dass eine anders ein- 
gerichtete Welt eben undenkbar ist Will man nun, um die Ehre des 
Woiles zu retten, doch noch andere Welten für möglich halten obschon 
sie für Erfahrung und Denken unmöglich sind, so spricht man eben 
einen alogischen Satz aus. Der Satz ist identisch mit dem: ich kann 
mir eine Welt voi-stellen wie ich Worte beliebig zusammenstelle; ich 
kann sie selbst vorstellen als allen Denkgesetzen zuwiderhandeli)(0; ich 
kann Denkunmögliches denken. 

Den letzten Satz wird nun nicht leicht Jemand aussprechen, so 
lange er noch Respekt vor psychiatrischen Untersuchungen hat Dass 
der letztere Satz aber dasselbe wie die beiden vorhergehenden aussagt 
und dass in diesen Wortverbindungen Vorstellen und Denken genau 
dasselbe bedeuten, wird aus dem Folgenden hervorgehen. Mit solchen 
Sätzen hört jedenfalls Wissenschaft und Vernunft auf, wenn auch andere 
beim Menschengeschlecht vorkommende Verwendungen der Lebens- 
thätigkeit hiermit erst anheben. 

Denken und Empfinden wurden aus der Urthatsache als Elementar- 
thätigkeiten abgeleitet Unterscheiden und Vergleichen stellten sich 
heraus als nothwendige Funktionen dieser Thätigkeiten. Müssen diese 
Funktionen beiden oder einer allein zugeschrieben werden? 
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Die Frage ist nicht 80 einfach als sie scheinen möchte. Wir machen 
sicherlich sehr komplizirte Wahrnehmungen und haben sehr gemischte 
Empfindungen. Wenn wir einen bimten Teppich ansehen, so glauben wir 
in demselben Momente eine Vielheit von Empfindungen verschiedener 
Farben und Figuren zu haben, und um diese Vielheit gleichzeitig als 
eine Vielheit zu empfinden, müssen wir thatsächlich dieselben unter- 
scheiden und vergleichen. Der gewöhnlichen Betrachtungsweise scheint 
es nun unmotivirt, bei diesem simplen Akt des Anschauens dem Denken 
irgend eine beeinflussende Thätigkeit zuschreiben zu wollen; wir meinen 
eben ganz und nur verschiedene Empfindungen zu haben — dem ge- 
läufigen Ausdinick zufolge — wahrzunehmen. Wir müssen jedoch die 
gegebene Definition des Empfindens festhalten. Empfinden nennen wir: 
sich eines Existirenden unmittelbar bewusst werden. Bei der Beurtheilung, 
ob lediglich empfindende Thätigkeit stattfindet, müssen wir uns erinnern, 
dass wir bei alle dergleichen physiologischen oder psychologischen 
Experimenten meist nur die Aussagen eines Organismus berücksichtigen, 
welcher eine lange Schule der Gewohnheit und künstlicher Dressur 
durchgemacht hat, so dass er sich der Einzelheiten des langen Prozesses 
l?ar nicht mehr erinnert , welche schliesslich jene Gewohnheiten in ihm 
zu Stande brachten; der deshalb für momentane unmittelbare Wahr- 
nehmungen hält, was in Wahrheit nur eine Kombination von Uilheilen 
über zeitlich und räumlich auseinanderliegende Empfindungen ist 

Nehmen wir thatsächlich verschiedene Empfindungen beim Anblicke 
des Teppichs zugleich wahr, oder durchlaufen wir nicht vielmehr 
äusserst rasch das Blickfeld, merken uns verschiedene Einzelpunkte, 
unterscheiden und vergleichen die vielen Einzelempfindungen denkend 
und bilden uns das Schlussurtheil : der Teppich enthält viele Farben 
in verschiedenen Figuren? Dass dieses bei den Kindern stattfindet, 
dass der Säugling nur Einzelempfindungen wahrnimmt, wissen '^ir; 
dass nur hierdurch das Urtheil über die körperliche Gestalt, die 
vermeintliche Wahrnehmung eines empirischen Baumes entsteht, wird 
sich bei Behandlung des Raumproblems herausstellen. Ausserdem 
müssen wir aber auch schon wogen der Reinhaltung der Definition 
von einem Zutheilen der Funktionen Vergleichen und Unter- 
scheiden an die empfindende Thätigkeit absehen; denn sonst bliebe 
sie nicht mehr reines Empfinden. Findet also ein Wahrnehmen ver- 
schiedener Empfindungen zugleich durch unseren Organismus statt, so 
müssen wir eben diesem die Fähigkeit zuschreiben, dies durch die 
denkende Thätigkeit zu ermöglichen. 

Das Unterscheiden und Vergleichen ergibt sich demnach als sprach- 
liche ZerfälluDg des Begriffes „Urtheilen". Keiner jener Theilbegriffe 
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darf als der frühere angesehen werden ; Unterscheiden und Vergleichen 
sind zugleich da; und wenn Verschiedenes beurtheilt werden soll, so 
muss es eben zusammen der denkenden Thätigkeit vorliegen. Das 
Denken bestimmt sich demnach als die Funktion des Unterscheidens 
und Vergleichens, oder beide Begriffe in einen zusammengezogen: als 
die Funktion des Beurtheilens der wahrgenommenen Empfindungen. 
Unser Organismus gibt zugleich das Material des Denkens, die Em- 
pfindungen, und übt auch die Denkthätigkeit aus. Die Denkthätigkeit 
muss aber nicht aUein auf das Material gleichzeitiger Empfindungen 
beschränkt sein (vorausgesetzt, dass dei*en überhaupt stattfinden), sondern 
muss das Verschiedenartigste zeitlich auseinander Liegende zusammen- 
fassen können ; wftre dies nicht, so könnten nur Uitheile über die Em- 
pfindungen eines jeden einzelnen Augenblickes möglich sein, und un- 
möglich wäre es, das Urtheil des einen Augenblicks mit denjenigen 
eines anderen zu verbinden; mit anderen Worten, Erfahrung könnte 
nicht stattfinden. Die Welt einer Erfahrungsmöglichkeit überhaupt muss 
also in solcher Weise gestaltet sein, dass der das „Existirende'' wahr- 
nehmende Oi-ganismus vermag, die Empfindungen verschiedener Zeiten 
der denkenden Thätigkeit gleichzeitig zu unterbreiten. Dieses Mittel 
ist die Bildung von Vorstellungen und weiterhin die Bildung von Be- 
griffen. Die Bildung von Vorstellungen und Begiiffen ist demnach 
Bedingung einer Erfahrungsmöglichkeit überhaupt. 

Unser Organismus hat die Fähigkeit zu empfinden. Diese Em- 
pfindung bezeichnen wir als Wahrnehmung eines Dinges, wenn wir sie 
deuten als Einwirkung eines äusseren Objektes auf unseren Oi^anis- 
mus. Wir haben gleicherweise die Fähigkeit, eine solche Wahrnehmung, 
die einmal dagewesen ist, spontan (wie wir annehmen) zu repitKiuziren 
Als eine ähnliche Empfindung; gewöhnlich von viel schwächei*er In- 
tensität als die frühere direkte Wahrnehmung. Wir nennen dies sich 
der Empfindung erinnern „sich die Empfindung oder das Ding, welches 
die Empfindung verursacht, vorstellen/' Wie unser Organismus dies 
fertig bringt, ist eine physiologische Frage, die vielleicht einmal gelöst 
wird. Vorläufig nehmen wir es als Thatsache hin. Wir können uns 
diese Reproduktion einigermaassen verdeutlichen, indem wir unseren 
Organismus einer eindi-uckfähigen (empfindenden) Substanz vergleichen; 
etwa einem Meere von sehr verschiedenartiger Flüssigkeit oder Ein- 
druckfähigkeit an seinen verschiedenen Stellen. Ein jeder Eindiiick 
erzeugt auf diesem erae Welle, die desto unzerstörbarer sich foilpflanzt 
oder auf einen kleinen Raum beschränkt bestehen bleibt, je eindruck- 
filhiger eben das Meermittel ist Viele Kindiilcke können nacheinander 
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stattfinden und erzeu<i:en viele Wellen, die je nach den Umständen neben- 
einander bestehen bleiben. Die eine mag mehr oder weniger durch 
die anderen nach der Tiefe verdrängt werden, und neue Eindrücke, 
neue Wellenbewegungen mögen sie nach langer Zeit wieder an die 
Oberfläche drängen. Eine absolute Zerstörung kann aber nach logischen 
Gesetzen nie stattfinden. Was einmal geschehen ist, besteht fort und 
kann höchstens durch neues Geschehen verändert werden. 

Diese wiedererscheinenden Empfindungs wellen nennen wir spon- 
tan erzeugte Vorstellungen, wenn wir unseren W^illen als die 
Ursache ansehen, welche jene Yoi-stellungen in das Bewusstsein 
treten lässt. 

Das Wort Vorstellung wird von der Sprache ausserdem noch 
für eine Menge anderer Sachen gebraucht Hier soll es jedoch auf 
den oben beschriebenen Akt beschränkt werden, und wird dadurch 
aller Irrthum, welcher aus schwankendem Sprachgebrauch entsteht, 
vermieden. Vorstellung sei demnach definirt als sinnliche, spontan 
oder durch andere Umstände unfreiwillig wiederhervorgerufene Em- 
pfindung einer früheren Wahrnehmung. Die Empfindung, welche durch 
Vorstellung erzeugt wird, ist demnach nur der Intensität nach unter- 
schieden von der Empfindung, welche wir einer direkten Wahrnehmung 
zuschreiben. Es hängt nur von dem Organismus ab, in welcher Stärke 
die Empfindung durch die Vorstellung en-egt wird; aus dieser Stärke 
ist kein Kriterium der absoluten Vei*schiedenheit von Wahrnehmung 
und Vorstellung zu ziehen. Bewiesen wird dies am einfachsten durch 
die Traumbilder, welche wir während des Träumens für reale Wahr- 
nehmungen halten. Durch diese Vorstellungsbildung ist der denkenden 
Thätigkeit ein Zusammen ^ eine Vielheit von Empfindungen gegeben, 
welche jetzt unterschieden, verglichen, beurtheilt werden können. 

Es sind nun einfache Vorstellungen möglich — grün, blau, kalt etc. — . 
und aus vielen Einzelempfindungen zusammengesetzte, Pferd, Baum — ; 
wie bei den Einzelvorstellungen, so wird auch bei den zusammengesetzten 
stets ein bestimmtes Individualding vorgestellt; denn eine unbestimmte 
E m p f i n d u n g hat ja als Empfindung keinen Sinn. Diese Woitkombination 
ist nur berechtigt , wenn damit angedeutet werden soll , dass wir uns 
ein Gefühl nicht als eine, bestimmte Empfindung zu deuten wissen. In 
einer zusammengesetzten Vorstellung liegen aber die vielen vorgestellten 
Einzelempfindungen nicht chaotisch durcheinander, sondeni müssen nach 
gewissen Regeln geordnet sein, um eben jene bestimmte Gesammt- 
vorstellung möglich zu machen. Was und wie jene Regeln des Ordnens 
beschaflFen sind, wird die Untei-suchung von Kap. VII und XI bilden. 
Vorläufig ])leibt diese Frage dahingestellt, damit der Vorstellung sofort 
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die Definition des Begriffes gegenüber gesetzt werden kann. Diese 
heisst vorläufig in einem Vergleiche ausgedrQckt: 

Ebenso wie die Empfindung das Material der Vorstellungsth&tigkeit, 
ebenso ist der Begriff das Material der Denkthätigkeit. Ebenso wie 
aus Einzelempfindungen Gesammtvorstellungen, ebenso werden aus Einzel- 
begriffen Allgemeinbegriffe kombinirt. Einer jeden Gesammtvoi-stellung 
steht ein Gesammtbegriff gegenober. Aus solchen Gesammtbegriffen 
lassen sich aber durch funktionale Verallgemeinerung weitere All- 
gemeinbegriffe bilden, welchen keine deutlichen Vorstellungen 
mehr entsprechen. Der Grad dieser Undeutlichkeit ist aber ein sehr 
relativer. Hauptsächlich diese letzteren Allgemeinbegriffe sind es, denen 
man vorzugsweise in der heutigen Philosophie den Charakter als Be- 
griff beilegt. 

Wenn wir die Stelle des Sonnenspektrums, welche durch die 
£- Linie bestimmt ist, wahinehmen, so haben wir eine bestimmte 
Empfindung grün. Sprechen und urtheilen wir nun über diese Em- 
pfindung, so tritt dieselbe nicht als Empfindung grün in unsere 
logischen Operationen, sondern das Denken setzt statt der Empfindung 
ein Zeichen, ein Denksymbol, welches verschiedentlich benannt 
wird ; entweder Viooo Millimeter Wellenlänge* oder 600 Billionen Aether- 
schwingungen, oder E grün. Weil dieses Zeichen aber in der Denk- 
thätigkeit behandelt wird, und nicht in der Empfindungsth&tigkeit, 
deshalb ist es nicht mehr die Empfindung oder Vorstellung J? grün, 
sondern der Begriff EgrUn. Dieser Begriff ist grade so etwas einzig- 
artigeSf individuelles, wie auch die Empfindung, an deren Stelle dieser 
Begriff E grün als Denkzeichen gesetzt worden ist 

Man wird nun sagen, dies sei nur ein veränderter Wortgebrauch 
gegen den allgemein üblichen; die gedachte Vorstellung oder das 
Merkmal sei dasselbe, was hier Individualbegriff genannt werde; der 
ächte philosophische Begriff sei jedoch etwas ganz Anderes, Höheres. 

Sei das wie es wolle. Durch diesen Wortgebi-auch ist erstens 
• alles vage und schwankende in der Verwendung der Wörter, Vorstellung 

und Begriff, eliminirt; eine Unbestimmtheit, welche den Leser philo- 
sophischer und auch naturwissenschaftlicher Werke oft zur Verzweiflung 
treibt, weil die letzten Konsequenzen und Gedanken des Autors dadurcli 
unwissentlich oder auch absichtlich verdeckt bleiben. Die Höhe der 
Unbestimmtheit wird erreicht durch Einführung des unbestimmt ge- 
brauchten Wortes Idee, welches mit den beiden hier besprochenen auf 
die mannigfachste Weise kombinirt und durcheinander geworfen wird. 
Das wichtigste Motiv jedoch, welches zu dem hier vorgeschlagenen 
Sprachgebrauch treibt, ist, wie schon aus dem Gange der Erörterung 



32 A. Kap. IIL Vontellang und Begriff. 

hervorgeht, die Scheidung des Existirenden in unserer Welt (des Ge- 
schehens in unserer Welt) in Empfinden und Denken, im Gegensatze 
zu der Scheidung anderer philosophischen Systeme, in S e i n und Denken. 

Gewöhnlich wird der Begriff als Vorstellung von Vorstellungen 
oder als eine Abstraktion von Voratellungen definiil; und dai-aus ge- 
folgert, es gebe nur Allgemeinbegriffe. Nun mag aber ein Produkt aus 
einem Vielen gewonnen worden sein und doch sich als etwas durchaus 
einheitliches erweisen; ebensowohl bei der Analyse der Gedanken wie 
bei der chemischen Analyse. Die gewöhnliche Begriffsdefinition ist aber 
auch fQr Allgemeinbegriffe nur scheinbar richtig, nämlich so lange man 
darauf vemchtet, Vorstellung zu definiren. Soll Vorstellung wie 
oben nur .^sinnliche Reproduktion der Empfindungen'' bedeuten, so ist 
klar, dass irgend eine Analyse nur wiederum etwas Sinnliches aus den 
Gesammtvoi'stellungen herausschälen kann. Mau spricht deshalb lieber 
von gedachten Voretellungen und Merkmalen, von Inhalt und Umfang 
der Begriffe. Aber hier liegt grade der Kern der Frage. Was ist 
Merkmal, was ist gedachte Vorstellung? Gedachte Vorstellung ist 
ein hölzernes Eisen ; ist überhaupt keine Vorstellung mehr, sondern das 
ihr gradezu heterogene, nämlich das Denkzeichen für (an Stelle der) 
Vorstellung ; und dieser Charakter als Denkzeichen ist Charakterisirung 
als Begiiff. Nicht die Thatsache dass eine Vielheit von Wahrnehmungen ^ 
kom6inirt wird, konstituirt die Natur des Begriffs im Gegensatz zu 
Vorstellung, sondern die Thatsache dass die Einzelelemente der Vor- 
steUung total heterogen den Einzelelementen der Denkpi*odukte sind. 

Sobald man den Einzelelementen, und als solchen auch Individual- 
elementen des Begriffs (seinen Merkmalen) gleicherweise begrifflichen 
Charakter beilegt, ist es möglich alle Allgemeinbegriffe zu entwickeln, 
wie mathematische Funktionen aus Zahleinheiten. 

Die Kombinationen von Begriffselementen, welche im bisherigen 
Sprachgebrauche vorzugsweise Begriffe genannt werden, sind Kom- 
binationen aus Begriffen, welche Gesammtvorstellungen als deren Denk- 
zeichen entsprechen. Diese aufsteigende Kombination kann folgender- 
maassen foimulirt werden: 

a, b, c, Denkzeichen = Begriffe der einfachsten Empfindungen. 

f (a, b, c, ) = Begriff einer bestimmten Gesammtvorstellung, 

welche dadurch entsteht, dass die Elementarbegriffe nach 
gewissen Regeln geordnet worden. Sei diese Gesammt- 
Vorstellung ,,dieses bestimmte schwai-ze Pferd^\ 
F (f ', f", V'' ....) = Begriff des Pferdes überhaupt. 

Eine solche Funktion F wäre aber überhaupt unmöglich, wenn die 
Einheiten a, b, c heterogen wären, dem Begriffe nach von der 
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Funktion F; so lange die Einheiten der Arithmetik Aepfel, Steine etc. 
bedeuten, hat es gar keinen Sinn, mathematische Funktionen daraus 
bilden zu wollen; das geht erst an, wenn sie Einheiten als Begriff sind. 
Deshalb muss jede einfachste Empfindung yorei-st als Begriff gefasst 
werden, wenn eine weitere logische Behandlung derselben stattfinden 
soll. Soll die Formel F einen Werth in der logischen Bestimmung als Be- 
griff haben, so mOssen ihre letzten Elemente diese Bedeutung als Begriff 
gleicherweise besitzen. F ist ein Begriff, aber 1 nicht minder, wenn die Zahl 
auch gebraucht wird, um das Material, den Inhalt von F zu bestimmen. 

Wir haben allerdings, wahrscheinlich auch bei den abstraktesten 
Gedankenoperationen schwache Erinneningen von Empfindungen als 
unwillkürliche Begleiter bei dem Gebrauche der Begiiffe ; weil wir eben 
Oi'ganismen sind, in welchen die empfindende und denkende Thätigkeit 
ausgeübt wird. Dies verhindert jedoch nicht, dass bei der erkenntniss- 
theoretischen Analyse des Geschehens diese beiden Thätigkeiten ge- 
schieden und einer jeden ihre betreffenden Elemente zugewiesen werden 
müssen; selbst wenn es sich später herausstellen sollte, dass diese 
Trennung eine künstliche ist, d. h. nur von dem erkennen wollenden 
Denken für seine Zwecke ausgeführt wird; dass aber in Wirklichkeit 
nie Empfinden und Denken isolirt möglich sind. 

Hieimit verlieren alle weitere Fmgen nach der inneren Natur des 
Begiiffs ebenso ihre Bedeutung, wie die vorherige nach dem Wesen 
der Empfindung. Beides ist uns unmittelbar bewusst, einerlei, ob wir 
vermögea dieses unmittelbare Wissen in Worte zu kleiden oder nicht. 

Aus dem Obigen ergibt sich nun eine Klassifikation der Begriffe, 
erstens je nach den Elementen welche sie enthalten, und zweitens je 
nach den Formen, zu welchen diese Elemente kombinirt sind. Als 
BegrifEselemente sind möglich: einei*seits die aus der Eifahmng ent- 
nommenen einfachsten Empfindungen, oder vielmehr deren Denksymbole; 
andererseits der Akt selbst der Denk- oder Empfindungsthätigkeit. 
Demnach Empfindungsbegiiffe und Denkbegiiffe. Die Ordnung der 
Begriffe von Gesammtvoi'stellungen ist wieder ein Akt der Denkthätig- 
keit Die charakteristischen Kombinationen, welche sich hieraus ergeben, 
werden sich am besten erläuteiii lassen nach einer vorläufigen tabel- 
larischen Uebersicht. Diese Uebei-sicht stellt die hier zu untei'suchenden 
Fragen im Zusammenhange dar, und lässt gleicherweise schon die Ant- 
worten durchblicken, welche sich als Resultat ergeben werden. In den 
Erläuterungen zu den Tafeln wird der sehr verschiedenartige relative 
Werth, resp. Wahrscheinlichkeit der richtigen Zusammenstellungen näher 
angedeutet 
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A. KAPITEL IV. 

TAFEL DER BEGRIFFE. 



I. DenkbegrHfe. 

A. Beziehungsbegriffe. 

Bezeichnung für die Denkthätigkeit in ihren vei'schiedenen Formen. 

Trennende, unterscheidende Denkthätigkeit: 



Identität (Satz) 
und, oder, gleich, mit. 

Quantität, 
Vielheit als Gleichartiges. 

Ganzes, Theil, Einheit, Vielheit. 



(Gegensatz) Unterschied 
nicht, gegen. 

Qualität, 
Vielheit als ungleichartiges. 

Innen, aussen, Inhalt, Form, anders, 

ähnlich, begrenzt, ausgedehnt, nach, 

neben, plus, minus. 



Verbindende, yergleichende Denkthätigkeit: 
und, oder, gleich, mit, gegen, nicht, durch, nach. 

Funktion »»gegenseitige Bestimmbarkeit*» Abhängigkeit 

in mathematischer Bedeutung: 

Naturgesetz, Wechselwirkung, Grund — Folge. 

B. AnflclimiiiiiigabegrUfe« 

BegrifEsgebilde, welche entstehen durch die Kombination der Be- 
ziehungsbegriffe unter sich ; Produkte der reinen Denkthätigkeit 

Nacheinander: Nebeneinander: 

Reihe, Grösse, Zahl Grösse, Zahl 

in Bestimmungen der Arithmetik. in geometiischen Bestimmungen. 

Bewegung: 
als Akt der Denkthätigkeit. 
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II. Empflndungsbegriflb: 

die Zeichen, welche von der Denkthätigkeit an Stelle der empirisch 
wahrgenommenen Empfindungen gesetzt werden« 



A. Sinnesbegriffe. 

Bezeichnung der spezifischen Reaktion auf die Sinne. 

Gesicht: dunkel, heU, roth, gelb etc. 

Getast: hart, weich, stumpf, scharf, nass, warm. 

Gehör: laut, leise, hoch, tief, dumpf, hell. 

Geschmack:) jsauer, sQss, beissend, aromatisch, faulig. 

Geruch : J (holzartig, fleischartig, blumig, erdig. 

B. GeflUilsbegrIffe« 

Bezeichnung des Eindrucks als Werthschätzung für den empfin- 
denden Organismus. 

Lust: artig, wohlig, freudig, seelig. 

Unlust: hftsslich, traurig, schrecklich, widerlieh, schmerzlich. 

Willensgefühl: stark, kräftig, widerstrebend, 



Kombinationen aus B: 
wahr, gut, erhaben, schön, komisch, humoristisch, ntttzlich. 

Kombinationen aus A und B: 
blendend, grell, schattig, sattsam, dumpf, matt. 
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Kombinatioiien aus I. und II. 

A. Kombinationen ans I. und II. A. 

a) Begriffe für Dinge: 

Mensch, Haus, Meer, Eisen. 

b) Begriffe für Naturvorgänge: 

Gewitter, Flutb, Wachsthum. 

c) Kombination des Denk- und Sinnesaktes: 

Zeit, Raum, Masse, Bew^ung, Ki*aft. 

d) Funktionalbegriff = Begriff für die verbindende Denkthätig- 
keit bei ihrer Anwendung auf obige Begriffe a) b) c). 

Ursache, Wirkung. 



B. Kombinationen aus I. und II. B. 

a) Begriffe für Ideen: 

Das Schöne, Erhabene . ., Laster, Tugend, Seele, Geist, Ver- 
nunft. 

b) Begriffe für Vorgänge auf geistigem Gebiet: 

Verrath, Geschichte. 

c) Kombination des Denk- und Gefühlsaktes: 

Kraft, Dauer, Ausdehnung, Materie. 

d) Funktionalbegriff = Verbindende Denkthätigkeit in An- 
wendung auf a) b) c) und ihre Kombinationen mit den vorher- 
gehenden Begriffen: 

Motiv, Zweck, Mittel, Plan, Absicht. 
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ErlSuterangen zu den Tafeln der Begriffe. ^ 

Systemwerth wird in diesen Tafeln ibr die Theilang in Denk- 
nnd Empfindnngsbegriffe, deren Unterabtheilungen — Beziehungs- resp. 
Anschaunngs-, Sinnes- resp. GefUilsbegriflfe, sowie für die entsprechenden 
Kombinationen in ihi*en Unterabtheilungen beansprucht; die Einzel- 
begriffe dienen nur als Beispiele. 

Tafel I und besonders die Abtheilung A enthält, wie man sieht, 
die sogenannten apriorischen Begriffe, die als Kategorientafel zu 
konstruiren filr jeden Denker einen grossen Reiz hat Obschon eine 
richtige und vollständige Konstruktion dieser Begriffe nicht zu den Un- 
möglichkeiten gehören dürfte, so ist sie doch bekanntlich noch Niemandem 
gelungen. Unmöglich scheint mir jedoch, dass sie in einem Schema 
nach genealogischem Modus zusammenstellbar sind. Viel eher dürfte 
ihre Gesammtfigur vergleichbar sein der Gestalt eines Gehirnes mit 
seinen mannichfachen Verästelungen, aber auch seinen Rückwindungen 
und unentwirrbaren Verschlingungen , sodass weder ein Anfang noch ' 
ein Ende des Labyrinthes aufzuzeigen ist. Nur die Denkthätigkeit 
überhaupt, in ihren Kardinalbedeutungen als unterscheidende und 
vergleichende Thätigkeit, oder weiter, als Th&tigkeit an sich (Form) 
und Produkt der Thätigkeit (Inhalt) lässt sich fOr alle Fälle eindeutig 
auffassen. Wenn auch obige Konstruktionsmöglichkeit logisch nicht 
zu verneinen ist, so ist sie dies jedenfalls für den Zustand unserer 
heutigen Sprachen. Es wäre leicht nachzuweisen, dass der eine oder 
andere B^riff in verschiedene der in Tafel I gegebenen Abtheilungen 
hineingehört; und mit Absicht ist bei einigen ein und dasselbe 
Wort gebraucht worden. Es kann nun sein, dass hier ein Fall der 
oben angedeuteten Verzweigungen der Begriffe zu Grunde liegt; es 
wäre jedoch verkehrt, daraus für alle Fälle die logische Existenz 
eines höheren gemeinsamen Begriffes folgern zu wollen. Sehr häufig 
liegt eine blose Sprachunvollkommenheit zu Grunde, d. h. der Ge- 
brauch eines und desselben Wortes fQr viele verschiedene Begriffe; 
und alle Versuche, diese Mehrdeutigkeit durch hinzugefügte Attribute 
zu verbessern, erweisen sich nur als unzureichende Palliative. Wir müssen 
die Sprache eben nehmen wie sie ist, mit allen ihren etymologisch an- 
gedeuteten Hypothesen und Spekulationen, falschen wie richtigen; und 
häufig ist es ganz unmöglich in der Lebensdauer einer Generation die 
Sprache auch nur von wenigen Fehleim zu emanzipiren. Beispiele hierzu 
werden bald auftreten. Ei-stünde heute ein Denker, mit der Geisteskraft 
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ausgerOstet die fragliche Eategorientafel in allen Verzweigungen zu 
entwerfen, er müsste vorab eine eigene Sprache, d. h. eine streng 
logische Begrifiisprache erfinden; und diese würde wahrscheinlich nicht 
einmal verstanden werden, keinenfalls dauernden Nutzen für die 
Wissenschaft stiften; sprungweises Yonücken ist auch hier unmöglich. 
Nur in der Gesammtheit können die historisch entstandenen Fehler der 
Sprache allmählich ausgemerzt und die strenge Begriffisprache fortgebildet 
werden; ein Jeder, der sich hierüber hinwegzusetzen für berufen hielt, 
die Metaphysik der Sprache mit einem Ruck umzubilden sich vermass, 
hat noch Schiffbruch gelitten. Glücklich kann man sich schon schätzen, 
wenn es möglich ist in einer Sprache zu schreiben, welche wenigstens 
annähernd der Logik genügt, und durch die Vieldeutigkeit ihrer Wörter 
nicht in jedem Satze das Denkgesetz verletzt. Was aber dem Einzelnen 
möglich, das ist strenge Benutzung desselben Wortes für stets denselben 
Begriff; und strenge Definirung des Wortes einem unbestimmten Sprach- 
gebrauch gegenüber; dazu ehrliches Eingestehen der Unbestimmtheit, 
wenn die Definition nicht zu geben ist. 

In Tafel I, welche wie gesagt, auf Vollständigkeit der Einzelb'egriffe 
keinen Anspruch macht, sind die Hauptbegriffe vorgeführt, die in den 
mathematischen Wissenschaften gebraucht werden. Dieselben werden 
bei den einzelnen mathematischen Disziplinen definirt werden. Die 
Trennung der Abtheilungen A und B zu rechtfertigen, resp. der Nach- 
weis, dass Zeit-, Raum- und Köipergebilde als Ginippirung (nicht als 
Erschaffimg) der Wahrnehmungen reine Produkte der Denkthätigkeit 
sind, wird Spezialau|gabe einiger folgenden Kapitel sein. Nichts ver- 
hindert die Kombination der Denkbegriffe mit Empfindungsbegriffen. 
Die solcherweise entstehenden Begrifiprodukte werden durch uns, weU 
wir gleichzeitig denkende und empfindende Subjekte sind, wiederum 
in Vorstellungen umgewandelt; hieraus entstehen die äusseren Objekte 
vom subjektiven Standpunkte der Betrachtung aus.^) 

Unter Funktionalbegriff, welcher im Allgemeinen (aber nicht 
inuner) übereinstinmit mit der Kategorie Kausalität, sind drei Be- 
griffspaara angefahrt, welche das verbindende Verhältniss in seiner 
Anwendung auf die drei Begrifbklassen (Anschauungs-, Sinnes-, Gefühls- 
begriffe) ausdrücken. Schopenhauer behauptete eine viei&che Wurzel 
des Satzes vom Grunde. Diese Wurzeln stimmen in mehrüacher Hin- 
sicht mit dem überein, was hier „Anwendung des Funktionalbegrifis'^ 
genannt wird. Bei den Fundamentalsätzen der Geometrie wird aus- 
geführt werden, dass Schopenhauers Erkenntnissgrund und Seinsgmnd 
dasselbe sind, und demnach seine vierfache Wurzel auf obige dreifache 
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zu reduziren ist. Dieser dreifGU^hen Anwendung des Kausalitätsbegriffes 
gegenüber könnte man unter Wechselwirkung, d. h. objektiv kon- 
struirte Kausalität, drei Begrifiklassen anführen : Naturgesetz, Stoff und 
Kraft, Zwang und Freiheit Es werden in der That alle diese Begriffe 
in den mathematischen Wissenschaften gebraucht. Aber in solchen Zu- 
sammenstellungen liegt mehr eine Andeutung von Verkettung der 
Begriffe, als die Behauptung einer strikten Korrespondenz und logischen 
Gliederung. Die übrige Auswahl der Begriffe in Tafel I verzichtet 
aus obigen Gründen ebensowohl auf Vollständigkeit wie streng logische 
Gruppirung. In Einzelfällen, bestimmt abgegi-enzten Gebieten, werden 
dagegen dialektisch vollständige Analysen ausgeführt werden. Die hier 
stellbare Au^abe übersteigt an Schwierigkeit und Komplikation alle 
Probleme, welche eine kühne Phantasie der mathematischen Analyse 
vorlegen könnte; denn die mathematischen Fi*agen beschränken sich 
auf den Gebrauch eines Theiles der hier möglichen Begriffe. 

Die meisten der in Tafel II angeführten Begriffe sind nach der 
gewöhnlichen Benennung empirische. Hier wird dieser Begriff selten 
gebraucht werden, weil er nicht eindeutig ist und auch nicht einfach. 
Denken kann ebenso als empirisches Geschehen bezeichnet werden wie 
Empfinden oder das noch unbestimmtere Wahrnehmen; das verhindert 
aber nicht, dass die Produkte des Denkens denknoth wendige Foimen 
haben müssen, während die einfachen Bestimmungen der Empfindung 
nicht als solche nachgewiesen werden können. Während das Denken 
der Empfindung selbst den Begriff derselben gegenüberstellt, diesen 
Ton der Nichtempfindung , als Begriff eines anderen Zustandes , unter- 
scheidet, und eben durch die Setzung eines Subjektes, welches über 
jene Unterscheidung urtheilt, erat wird, was wir Denken nennen, — 
diesem ganzen Prozesse mit seinen denknothwendigen Theilen gegenüber 
ist die Empfindung etwas Einheitliches, ein unmittelbares Innewerden 
eines Zustandes, und weiss als solche gar nichts von einem Subjekt oder 
Objekt; sie ist ihrer selbst voll bewusst, hat aber kein logisches Be- 
wusstsein, q>richt nicht in Satzform, spricht überhaupt nicht, weil sie 
ganz und nur Empfindung ist Dem durch die Schule des Lebens 
entwickelten Organismus ist es allerdings für gewöhnlich nicht mehr 
möglich, sich in eine einfache unvei*änderte Empfindung, auch für 
nur kurze Zeit, zu veraenken. Das Experiment, eine solche herbd- 
zufbhren, endet gewöhnlich in Bewusstlosigkeit; so z. B. das aus- 
schliessliche Fixiren eines leuchtenden Punktes in der Nacht; aber 
die logische Analyse ergibt uns an der Hand solcher unvollkommenen 
Versuche die abstrakte Statuirung der einfachen Empfindung als Begriff. 
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Die einfachen Organismen haben jedenfalls solche einfache Empfindungen^ 
i¥enn ihre Konstruktion so einfach ist, dass sie* in jedem Einzelmoment^ 
nur auf eine Weise reagiren können. Dass aber auch in sehr kom- 
plizirten Organismen einfache Empfindungen auftreten können, lehrt 
uns die Beobachtung der Neugeborenen. 

Wir unterscheiden die Empfindungen je nach den spezifische» 
Eindrücken, welche unsere Sinne erleiden. Das Denken bildet dem- 
nach die verschiedenen Sinnesbegriffe, welche es als Bestimmungen 
(weshalb, und ob mit Recht oder Unrecht — bildet eine spätere Frage) 
äusseren Objekten beUegt. Durch diese vom Denken herbeigeführt» 
Scheidung des Geschehens in ein empfindendes Subjekt und äussere- 
Objekte, werden die Bestimmungen — gi*ün, hart, nass etc., etwas den^ 
Subjekte fremdartiges, und ihm in Bezug auf seine Existenz als Subjekt 
gleichgültig, ob giiin oder gelb, hart oder weich; es sind eben nur 
äussere Objekte. 

Die Einzelempfindungen und demgemäss die Einzelbestimmungen, 
welche wir den Objekten beilegen, werden nun entweder nach gänz- 
licher Heterogenität, wie roth und nass, oder nach einer Verschieden- 
heit des Grades unterschieden; roth, orange, gelb etc. Alle Empfin- 
dungen haben aber das Gemeinsame, dass sie eben von einem und 
demselben Subjekte empfunden werden können. 

Erkennen heisst nun: Alles Geschehen, ob ähnlich oder heterogen 
in logische Verbindung bringen , in eine Einheit zusammenfassen , und 
sich dieser Einheit ihrem Wesen nach unmittelbar bewusst sein. Un- 
mittelbar bewusst sind wir uns des Wesens von gelb, grün etc. und 
gleicherweise der Denkthätigkeit Gelingt es nun, jene Verschieden- 
heiten des Grades oder der Ait nach einem einzigen Begriffe logisch 
miteinander zu verbinden, und wir können gleicherweise jenen Elementar- 
begriffen die entsprechende Empfindung substituiren , d. h. den Inhalt 
jenes Begriffes inne werden, so ist die Aufgabe der Erkenntniss gelöst. 
Das Substituiren einer Empfindung für den Begriff ist uns stets 
möglich, sobald wir jene Empfindung einmal erlebt haben, uns ihrer 
vorstellend zu erinnern vermögen. Es ist dies der Elementarakt der 
Thätigkeit, welche wir in ihren verwickeiteren Kombinationen als 
Phantasie kennen.^). 

Jene logische Verbindung der scheinbar heterogenen Empfindungen 
nach wenigen Begiiffen ist nun die Aufgabe, welche sich die mechanische 
Weltauffassung stellt, und aller Wahrscheinlichkeit nach vollständig 
lösen wird. Dass diese wenigen Begriffe der Mechanik sich auf einen 
einzigen reduziren lassen, oder vielmehr, dass sie einander nicht 
heterogen gegenüber, sondern in einem Konnexe stehen, welcher auf 
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« 

dem alleinigen Identitätsatze beroht, dies zu beweisen ist die hier ge- 
stellte Aufgabe. 

Die spezifische Reaktion der Einzelvorgänge in jener Moleknlar- 
mechanik, fbr die Gestaltung unserer Organismen, ihi-en Sinnenwerth, 
kennen wir gleichfalls unmittelbar; wir wissen, was grfin, gelb etc. ist. 
Demnach könnte man nach Lösung der hier vorliegenden logischen 
Aufgabe, und nach vollständiger Entwicklung der Molekularmechanik 
sagen: die menschliche Erkenn tniss ist vollendet; Spekulationen und 
Fragen, welche ausserhalb des hier vorgeschriebenen Kreises liegen, 
sind Illusionen ohne Inhalt; in unserem Kreise ist die Welt vollständig 
wie sie ist, und nichts gibt es ausserhalb dieses Kreises. 

Dieser bekannte Schluss des Materialismus ist falsch, weil er nur 
einen Theil der vorliegenden Thatsachen in Betracht zieht; nicht weil 
er fehlerhaft die Thatsachen beobachtet hat, sondern mangelhaft 
Der wichtigere Theil der Thatsachen ist von dieser Philosophie voll- 
ständig vergessen. 

Das Eingehen auf diesen Gegenstand liegt allerdings einer Philo- 
sophie der mathematischen Wissenschaften eigentlich fem. Jedoch muss 
schon wegen der Vollständigkeit des hier aufgestellten Systems über- 
sichtlich darauf eingegangen werden. Ausserdem kommen aber auch 
bei der Mechanik einige Begriffe vor, welche hierhin gehören; und 
werden diese sich noch vermehren, wenn einmal die Psychophysik in die 
Reihe der exakten Wissenschaften tritt. 

Wenn wir irgend eine Empfindung haben -- warm, grün, hart — 
80 ist das nicht allein ein Sinneszeichen, welches einfach einen äusseren 
Vorgang registrirt, etwa wie die photographische Platte den optischen 
Theil, die Waage, der Termometrograph, der Elektrometer die anderen 
Theile eines Dinges oder Prozesses; sondern diese Sinneszeichen werden 
von dem begleitet, was wir Gefühl nennen. Gefühl ist das Innewerden 
der Empfindung als nicht indifferent, sondern als eine Werthschätzung 
f&r unsei'e Seele oder Individualorganismus. Wir fassen die Welt nicht 
allein als einen äusserlichen Vorgang auf» als einen wunderlichen Tanz 
von an sich empfindungslosen Atomen, deren vielfach verschlungene 
Bahnen nach einigen einfachen Formelgesetzen zu enträthseln das einzige 
Ziel der Wissenschaft wäre . . . ., sondern weil diese abstrakt gedachte 
Atomwelt uns nicht fremd ist, weil wir selbst als Individuen dazu ge- 
boren, weil wir als solche Individuen das mannichfache Geschehen gleich 
optischen Spiegeln auffassen und in einen Brennpunkt der bewussten 
Empfindung vei-einigen können, weil die Dinge der Welt nicht isolirt 
für sich existiren, sondern für uns solche Dinge sind, — deshalb 
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fassen wir in der Empfindung die Welt nicht allein nach der einseitigen 
mechanischen Ansieht als Atomenbewegung, auch nicht lediglich als 
Bewegung von farbigen, tönenden, schweifen etc. Körpern, sondern 
als eine Welt von Wohl und Wehe, von Lust und Schmei-z, von Freude 
und Leid au£ Und diese Grefbhle sind ebenso real vorhanden wie die 
Sinneseindrücke grOn, warm etc., ebenso real wie jeder mechanische 
Prozess, ebenso real (oder vielmehr viel realer) als die harten äusseren 
Dinge und die hypothetischen Atome. *) 

Die uns unmittelbar bewusste Empfindung ist ein Ganzes, Einheit- 
liches. Erst das trennende Denken scheidet die einheitliche Empfindung 
in ein Sinneszeichen, als Registmtionsmarke für diesen oder jenen Sinn, 
für diesen oder jenen Vorgang in der vorausgesetzten äusseren Welt, 
und eine Geftthlsempfindung , von der eben nur die empfindende Seele 
etwas weiss. 

Man glaubt nun gewöhnlich, es seien dies in der That zwei ganz 
verschiedene Sachen, wir könnten sinnliche Empfindungen haben ohne 
Gefohle, und umgekehrt; ob dies Buch einen gelben oder rothen Um- 
schlag habe, sei uns völlig indiflferent; wir nähmen eben das Faktum 
als solches sinnlich wahr, ohne dass dies den geringsten Einfluss 
auf unser Wohl und Wehe habe. Diese Ansicht bemht aber auf 
mangelhafter Beobachtung. Schon die Intensität, die Dauer, oder die 
Veränderung der Intensität einer einfachsten Empfindung — grün — 
ist begleitet von dem Gefnhl des Angenehmen oder Unangenehmen in 
stetiger Reihe, in welcher allerdings ein Indifferenzpunkt Null als denk- 
möglich nicht ausgeschlossen ist, welcher aber bei der einfachen Em- 
pfindung mit der Bewusstlosigkeit koiTCspondirt. Weil aber thatsächlich 
immer eine grosse Mannichfaltigkeit von Empfindungen von uns auf- 
genommen werden, deshalb kann immer .eine von ihnen als möglichst 
indifferent den anderen gegenüber aufgefasst werden; und hieraus ent- 
steht das veimeintlich nur objektive interesselose Beobachten, welches 
für Beweis einer unsei-em Geftüil indifferenten Sinnesempfindung gehalten 
worden ist. ^^) In Wirklichkeit existirt aber diese absolute Trennbarkeit 
gar nicht: mit einer jeden Sinneswahmehrauug ist ein Zustand unserer 
Seele, genannt Gefühl, als eine Intensitätstufe in der Reihe Lust — 
Unlust verbunden. Dass ein und derselbe äussere Reiz sowohl an- 
genehmes wie unangenehmes Gefühl erregen kann, geht schon aus der 
Veränderlichkeit des empfindenden Organismus hervor. Weil das 
empfindende Individuum veränderlich ist, deshalb ist die Reaktion der 
Aussenwelt auf dasselbe, welche wir in den Gesammtbegiiff Empfin- 
dung fassen, auch eine veränderliche; und wenn wir hieraus einen Theil 
als Sinneszeichen zum Zwecke einer Erklärung jener Aussenwelt aus» 
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scheiden, so muss der andere übrig bleibende Theil, das Geffihl, 
verilnderlich ausfallen. 

Manche Philosophen haben versucht, aus den Kombinationen der 
Vorstellungen, welche letztere als Aggregatbilder von Sinneszeichen auf- 
gefasst wurden, die Gefühle zu erklären; — ein vergebliches Bemühen. 
Das Gefühl ist etwas dem Sinneszeichen total heterogenes. Ebenso 
heterogen wie die Sinnesempfindung grün zu den 600 Billion Atom- 
Schwingungen, ebenso heterogen ist das Gefühl, welches in einem be- 
stimmten Organismus unter bestimmten Verhältnissen durch die hinzu- 
tretende Empfindung grün erregt wird zu der objektiv betrachteten 
Sinnesmarke grün, wie sie zum Zwecke physikalischer Bezeichnung auf- 
^e£B8St wird. Wenn nicht in jeder Empfindung, und demnach auch in 
den reproduzirten Empfindungen, den Vorstellungen, schon das Gefühl 
steckt, dann ist es auch nicht möglich durch Kombinationen von Vor- 
stellungen das den Sinneszeichen heterogene Gefühl zu erzeugen. 

Möglich bleibt nur noch die Auffassung, wonach die Entstehung 
des GefQhls, oder das Auftreten deraelben, gebunden würde an die 
Art des Wechsels der Vorstellungen; eine Auffassung, welche von 
einem geistreichen SchriftsteUer der Neuzeit vertreten wird. Doch 
kommt diese Auffassung im Wesentlichen auf die hier vertretene zurück. 
Es muss dann auch die Entstehung der Empfindungen an einen ge- 
wissen Wechsel der in dem Organismus stattfindenden Prozesse geknüpft 
werden. Dem steht nichts im Wege; es schliesst sich hier sehr leicht 
die atomistische Erklärung an. Da aber an dieser Stelle der Unter- 
suchung noch von keinen Atomen etc. die Rede ist, so bleibe die ge- 
gebene Definition der Empfindung: — als Innewerden eines Gefühls, einer 
Intensit&tstufe in der Reihe Lust — Unlust, b^leitet von spezifischen 
Sinneszeichen, 

Es gibt nun stets Geister, ffXr welche die objektive Betrachtungs- 
weise der Welt den grössten Reiz hat, und die es dadurch auch in der 
objektiven Analyse am weitesten bringen. Es ist auch Aussicht da, 
dass einmal alle objektiven Registrationsmerkmale (Sinneszeichen), 
welche bei dem Auftreten der Gefbhle zu beobachten sind, in logische 
Verbindung gebracht werden können. Man nennt das dann erklären 
der Welt, erklären der Gefühle etc. Aber durch bänd^n^osses Erklären 
k<>nnen wir niemals wissen, was Gefühle sind. Das können wir nur 
unmittelbar, indem wir sie empfinden; und deshalb hat für das künst- 
lerische Gemüth, welches die Welt in ihrem Werth oder Unwerth 
für das Individuum oder auch für die Gesammtheit innewerden will, 
jene objektiv logische Betrachtung etwas dürres, eine unbeschreibliche 
Leere hinterlassendes. Was nützen ihm die feinsten abstrakten 
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Kurvenberechnungen , selbst wenn sie aus dem Samenkorn auf die 
Gestalt des Baumes schliessen, alle Biegungen und Grösseverhftltnisse 
der Blattzellen voraus berechnen lassen. Das bleiben stets und für immer 
leere mathematische Schemen, weil sie nur das eine Element, den lo- 
gischen Fortschritt des Denkens enthalten, der aber nie das andere 
Element, das Empfinden, zu erzeugen YOimag. 

Der Materialismus behauptet, dass er das Empfinden erklären könne ; 
sei dem so, wenigstens nach seiner Auffassung des Wortes Erklären 
mag er Recht haben. Aber für den Künstler, wie jeden ganzen Menschen 
hat das alleinige Erklären durchaus keinen Werth. Er will den Baum 
nicht zergliedert als ein System von mathematischen Kurven, sondern 
als ein farbensaftiges Bild; und auch dieses nicht als ein fremdes 
äusserliches Objekt, sondern will es empfinden in seinem Werthe, in 
seiner Wechselwirkung mit ihm als Individuum, als Moment in dem ewigen 
Prozesse des Geschehens von Freude und Leid. In dieser Verschieden- 
heit der Auffassungsweise liegt auch der Hauptunterschied von Idealis- 
mus und Realismus. Der ganze Mensch ist immer Idealist, weil er 
beide Momente der Welt, Denken und Empfinden umfassen muss. Soll 
lediglich erklärt werden, so liegt für das vorzugsweise idealistische Ge- 
mOih allerdings die Verirrung in Illusionen näher, weil ein etwaiger 
Alogismus in den GefQhlsbegriffen wegen ihrer grösseren Komplikation 
viel schwieriger zu erkennen ist, als in den Anschauungsbegriffen. 
Dasselbe wird ausgedrückt durch den Satz: die Richtigkeit der physi- 
kalischen Begriffe wird kontroUirt durch die Anschauung. Der Materia- 
lismus kann richtig erklären; aber er wird stets mangelhaft bleiben, 
weU er vor dem wichtigeren Momente der Welt Halt macht, mit der 
Behauptung: jenes Moment existire nicht, weil er es erklären könne. 
Er behauptet, es existire keine Freiheit des Willens, weil er alle ob- 
jektiven Momente logisch aneinandeiTeihen kann (kausal verknüpfen), 
welche auftraten, wenn das Freiheitsgefühl subjektiv vorhanden ist. 
Aber sein logischer Fehler ist, dass er vermeint, weil er solcherweise das 
Freiheitsgefbhl erklärt habe, deshalb könne es auch durch die richtige 
Mischung und Bewegung von Atomen, welche lediglich nach den Be- 
dürfnissen und Zwecken der Physik bestimmt worden, erzeugt werden. 
Will man sich aber mit der atomistischen Fiktion begnügen, so müsste 
man den Einzelatomen ebensogut Empfindung im weitesten Sinne bei- 
legen wie irgend einem Atomkomplexe, wenn man unternehmen will, 
aus ihren Bewegungen alles zu erklären. Ist aber das Gefühlsatom 
dem Gefühle des Physikers zuwider— weil er konsequent behaupten 
muss, ohne GefQhl zurechtkommen zu können — nun dann sei er 
ehrlich und sage: hier hörts auf, ignoramus. Für den Denker gilt 
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aber kein ignorabimtts; auch wenn darunter die — heutzutage allein 
als acht wissenschaftlich anerkannte — Atomvoi-stellung leiden sollte. 
Dass das Fmheitsgefühl existirt, ist eine Thatsache, die sicherer kon- 
statirt ist, als alle atomistischen Vorgänge, und ob es objektiY be- 
trachtet mit anderen Vorgängen kausal verknüpft werden kann, ist 
ganz gleichgültig für seinen Werth als Freiheitsgefühl. 

Ebenso wissen wir unmittelbar, dass wir Wollen können. Wir 
bezeichnen damit das Gefühl, dass wir uns als eine wirkende Ursache 
in der Welt empfinden. Diese Empfindung wird nicht im Geringsten 
dadurch gemindert, dass die Verändeiningen der Welt durch das Zu- 
sammenwirken von äusseren Ursachen erkläi-t (kausal verknüpft) werden 
können. Denn wir stehen ja nicht ausserhalb der Welt und be- 
trachten sie durch ein Guckfenster wie ein fremdes indifferentes 
Objekt — eine Betrachtungsweise, woran aller Materialismus unwissent- 
lich kleben bleibt; sondern wir stehen innerhalb der Welt. Diese 
Aussenwelt existirt in den Eigenschaften und Verhältnissen wie wir 
sie bestimmen, nui* dadurch, dass wir selbst dabei sind; wir sind ein 
Inbegriff ganz derselben Weltgesetze, welche auch in der vermeintlich 
abgesonderten Aussenwelt herrschen ; und wir erklären uns nicht allein 
als ein solches Theil - Agregat von Kräften oder Stoffatomen, sondern 
wir empfinden uns auch als ein solches, und können deshalb voll- 
berechtigt sagen : das Weltgesetz sind w i r als Theil des Ganzen ; nicht 
als ein Theil, welcher dem Weltganzen als anderer Theil heterogen 
gegenübersteht, sondern als Theil, welcher Denken und Empfinden ebenso 
gut in sich enthält, wie der Best des Weltganzen; und deshalb wollen 
wir und wirken wir grade so wie das abstrakt gedachte Weltgesetz 
Oberhaupt. Wir fühlen uns deshalb frei ; fühlen, dass wir dies oder auch 
etwas anderes thun können, wenn wir es wollen. Deshalb aber sind wir 
nicht frei im Sinne von „kausal unabhängig^ in der Verkettung der 
Ereignisse, wenn wir von einem anderen Individuum als etwas ledig- 
lich Objektives betrachtet werden. Weil die Vieldeutigkeit dieses Be- 
griffes frei als Denkbegriff, Sinnesbegriff und Gefühlsbegriff nicht unter- 
schieden wurde, entstand der Widerspruch im Problem der moralischen 
Freiheit. >«) 

Hiermit dürfte die Scheidung der Empfindungsbegriffe in Siimes- 
und Gefühlsbegriffe genugsam gerechtfeitigt sein. Diese Scheidung ent- 
spricht zuweilen der gebräuchlichen von Empfindungen eines sogenannten 
inneren und eines äusseren Sinnes. Die Attribute innen und aussen 
geben uns jedoch keine Aufklärung darüber, was damit gemeint ist; 
und deshalb findet man auch ein sehr schwankendes Uitheil über das, 
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was dem einen oder dem anderen Sinne zogesehrieben werden soll. 
Znweilen ist diese Bezeichnung aber auch gradezu fehlerhaft. So be- 
stimmt Kant den Raum als subjektive Form der Anschauung für den 
äusseren Sinn ; Zeit als subjektive Form der Anschauung für den inneren 
Sinn. Es scheint demnach, dass die Empfindung der Töne dem innerm 
Sinne zugezählt werden müssen ; ebenso die Innervationsempfindungeo. 
In dieser Hinsicht existirt in unserer Tafel gar kein innerer Sinn; alle 
insgesamnit sind äussere; denn auch bei dem Tone wii'd unterschieden 
das sinnliche Merkmal hoch, tief, Klang, Farbe etc., insofern alles dies 
in Anschauungsbegriife aufgelöst, physikalisch gemessen werden kann, — 
von dem inneren Eindruck, welchen dieser Ton auf unser Gremttth 
hervorbringt, als Theilbestandtheil des gesammten Lust- oder Unlust- 
zustandes im empfindenden Organismus. Diese Unterscheidung ist aller- 
dings nur eine logische; weil ein sinnlicher Eindruck ohne zugleich 
(wenn auch noch so schwach) Geffthlseindruck zu sein, nicht möglich 
ist. Offenbar entstand die Bezeichnung „innerer und äusserer Sinn'' 
nur aus Betrachtung des Ortes, wo die Empfindung oder das die 
Empfindung verursachende Ding beobachtet oder nicht beobachtet 
wui*de. Die hier eingeführte Unterscheidung ist also prinzipiell eine 
ganz verschiedene. 

Auf die Schwierigkeit einer eindeutigen Bezdchnung der Empfin- 
dungen muss jetzt eingegangen werden. 

Das Hauptziel einer Begrifisprache , eindeutige Bezeichnung und 
Verwendung der Begriffe, ist bei den Anschauungsbegriffen nahezu er- 
reicht; wie ja durch die Zeichensprache der mathematischen Wissen- 
schaften enviesen. Bei den Empfindungsbegriffen treten der Er- 
reichung dieses Zieles unüberwindliche Schwierigkeiten entgegen, weil 
die Empfindungen selbst ja von den empfindenden Individuen abhängen ; 
aber nicht zwei gleiche Individuen in der Welt aufeufinden sind. 
Am ehesten ist dies noch möglich bei den Sinnesbegriffen, dem Theile 
der Empfindung, welcher als etwas Objektives abgesondert, oder als 
Eigenschaft einem Objekte zugesehrieben wird. Strenge genommen ist 
es zwar auch hier unwahrscheinlich, dass bei Nennung des Zeichens 
grQn E zwei verschiedene Individuen genau dieselbe Empfindung vor- 
stellen, oder was dasselbe ist, dass beim Anschauen eines bestimmten 
grünen Dinges mehrere Individuen genau dieselbe Empfindung haben. 
Noch weniger findet dies bei anderen Empfindungen, wie: warm, kalt 
statt In gewissen engen Grenzen ist jedoch diese Uebereinstimmung bei 
normalen Individuen vorhanden. Ausserdem bietet uns die physikalische 
Bestimmungsweise ein Mittel, die Empfindungen zu messen und dadurch 
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fbr mehrere derselben eine absolute Norm zu bestimmen, welche dem 
Begriff entspi*echen soll; wodurch dann seine Eindeutigkeit eiTeicht wird. 

Messen der Sinneseindrücke beruht auf Auflösung des Sinnes- 
begriffes in Anscbauungsbegriffe , welche ihrer Natur nach eindeutig 
sind, wie später noch näher nachgewiesen werden wird. Das E grOn 
als Begriff wird ersetzt durch den Begriff 600 Billion Schwingungen; 
in diesem Denkbegriff ist kein empirisches Element mehr, weil die 
Zeit, in welcher eine Schwingung ausgeführt wird, als Normal- 
einheit angenommen wird, und es deshalb gleichgültig ist, ob die em- 
pirische Zeiteinheit Sekunde im Laufe der Jahrhunderte selbst ver- 
änderlich ist. Die Sinnesbegriffe von Gesicht, Gehör, Getast sind in 
dieser Weise schon durch reine Denkbegriffe ersetzt worden, und nach 
Analogie zu schliessen, wird dies ebenso bei den übrigen Sinnen mög- 
lich sein. Die wirkliche Empfindungsverschiedenheit bei demselben Reiz 
wird demnach der verschiedenen Konstitution der empfindenden Indi- 
viduen zugeschrieben. 

Ungleich höher wachsen nun die Schwierigkeiten eindeutiger Be- 
grifEszeichen bei den Gefühlsbegriffen. Das Material hierzu wird aller- 
dings von einer und derselben Quelle, der Welt, geliefert; aber weil 
ein jedes Individuum vom anderen verschieden, und gleicherweise ein 
und dasselbe Individuum nicht zwei identische Lebensmomente durch- 
läuft, deshalb ist die Aufteilung eines Normalgefühls als messende 
Einheit schon von vomhemn unmöglich. Zudem kann man Gefühle 
nur an sich 'selbst wirklich beobachten. Aller Ausdruck der Gefühle 
durch andere Individuen lässt nur einen unsicheren Schluss zu. Daher 
die Schwierigkeit in den ethischen und ästhetischen Wissenschaften» 
welche hauptsächlich mit Gefühlsbegriffen operiren, sieh den un- 
sympathischen Gemüthem überhaupt verständlich zu machen. Am 
ehesten gelingt dies noch in der dichterischen Behandlung, welche durch 
die Kombination, Vertheilungsart und Folge verschiedener Vorstellungen, 
so wie durch den Klang der Worte und die verschiedenartige rhythmische 
Bewegung der Sprache in dem Leser das Gefühl des Dichters wieder 
zu erzeugen versucht; und doch die gerechtfertigte Klage: 

Schlimm, dass der Gedanke 

Erst in der Worte todte Elemente 

Zersplittern muss, die Seele sich im Schalle 

Verkörpeiii muss, der Seele zu erscheinen. (Schiller.) 

Doch Erfinder, täusche dich nicht, für dich nur 

Ist es gedacht, was zum Laute nicht ward, 

Für dich nur, wie tief auch, wie hell, 

Wie begeisternd du es dachtest. (Klopstock.) 
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Ausserdem können wir in dem Entwicklungsstadium des Organis- 
mus, wo er sich mit ethischen Fragen beschäftigt, gar keine einfachen 
Gefühle mehr beobachten ; denn unser jedesmaliger Gefühlszustand ist 
die Resultante einer Unzahl von Vorstellungen, von denen nur die eine 
oder andere mehr im Vordergründe des Bewusstseins stehen mag, ohne 
aber dass die übrigen ganz verschwunden sind. Auf welche Weise eine 
einfache Empfindung grün, von bestimmter Intensität auf einen vor* 
stellungsleeren Normalorganismus einwirkt, und welcher Grad auf der 
Skala Lust — Unlust dieser Wirkung entsprechen würde, ist uns nicht 
möglich auszufinden. Von eindeutigen Begriffsbildungen ist also bei 
Gefühlsbegriffen nur in mehr oder minder schwankenden Grenzen zu 
sprechen zulässig; und dass an mathematische Behandlung dei-selben 
noch weit weniger zu denken ist, geht zur Genüge aus diesen Betrach- 
tungen hervor. Verständigung überhaupt ist bei diesen Begriffen nur 
annäherungsweise möglich, insofern das Gemüth — das logisch ge- 
setzte Subjekt der Gefühle — wenigstens bei ähnlichen Oi-ganismen 
auch ähnlich auftreten muss. Daher das sprachliche Ringen nach dem 
vollständigen Ausdiiick des Gemüthes ein ewiges Bemühen nach einem 
uneiTeichbaren idealen Ziele; daher die Leichtigkeit der gegenseitigen 
Verständigung bei geringem Aufwände von Begriffsbildeiii , sofern nur 
gleichgeartete Gemüther koiTOspondiren , und andererseits das vergeb- 
liche Bemühen trotz allem Aufwände von Sprachkünsten bei einem 
Hörenden ein beabsichtigtes Gefühl hevorzurrufen , wenn sein Gemüth 
(man kann auch ganz materialistisch sagen „seine organische Kon- 
stitution") demjenigen des Sprechenden zu unähnlich ist. Daher aber 
auch die Verachtung, mit welcher der blosse Gefühlsmensch auf alle 
logischen Beweise herabsieht, die eine Aenderung seiner Gefühlswelt 
bezwecken oder ihren Werth seiner Meinung nach heruntei-setzen. Denn 
die unmittelbare Auffassung der Welt in der Empfindung ergreift den 
Menschen gewaltiger als jede mitgetheilte logische Verkettung von Be- 
griffen. In seinem sprachlosen Gemüthe behauptet der naive Mensch 
eine weit gewissere Wahrheit zu besitzen als in jeder logischen De- 
duktion; und er hat damit auch vollständig Recht, denn er hat darin 
ein unmittelbares Wissen. Nur geht ihm das Uitheil ab, als welcher 
Bruchtheil dieses unmittelbare Wissen in dem grossen Weltganzen zu 
gelten hat Dies letztere kann nur durch die logische Analyse ermittelt 
werden. Die Resultate dieser Analyse sind aber an und für sich leere 
Formeln ; zu einem Werthe für die Welt, zu einem unmittelbaren Wissen 
können sie nur wieder erhoben werden, wenn das Gemüth sie in ihren 
Empfindungsinhalt umsetzt. 

Hierin liegt die Realität und Wahrheit der Begriffe „Absicht und 
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Zweck'' gegenüber „Ursache und Wirkung'' begründet. Weil das In- 
dividuum, die organische Einheit, eine empfindende Einheit ist 
und nicht ein lediglich objektiv zu betrachtendes Durcheinanderschwärmen 
empfindungsloser Figuren, deshalb muss es den objektiv betrachteten 
Konnex von Ursache und Wirkung auch empfinden können, grade 
so gut wie es das objektiv betrachtete Dasein seines Körpers empfindet. 
Diese innere Auffassung des Konnexes „Ursache und Wirkung" nennt es 
Absicht und Zweck ; denn alles, was nach jenem Konnexe geschieht, ist 
ihm nicht fremd, indiffei'ent, sondem es ist mit dabei, Theil davon, 
und als solches hat die äussere Welt Werth oder Unweith für seine 
Welt als Gefühl. Eine Kollision dieser Begiiffe findet nie statt, weil 
es ein und derselbe logische Funktionalbegriff ist in seiner Anwendung 
auf die zwei heterogenen Weltmomente „Denken und Empfinden**. 
Eine Kollision entsteht nur, wenn man dem Denken ein Sein der 
Welt gegenüberstellt. Denn das Sein der Welt besteht in Wahrheit 
aus Empfinden und Denken. Diesen Satz für die Sinneswelt nachzuweisen, 
ist die hier gestellte Aufgabe; ihn für die Gefühlswelt nachzuweisen 
wäre die entsprechende Aufgabe einer Philosophie der ethischen und 
ästhetischen Wissenschaften. 

Tafel in enthält die Kombinationen, welche aus I und II gemacht 
werden können. Daraus entstehen durch Kombination von I und 11. A 
die Begriffe für äussere Dinge und Vorgänge der Natui-welt, durch 
Kombination von I und IL B die Begriffe für Gebilde der Geisteswelt 

Füi* die hier gestellte Aufgabe kommen also vorwiegend die Kom- 
binationen I und n. A in Betracht Ob diesen nun ein objektives 
Dasein entspricht, oder ob sie nur als Begiiff Realität haben, ist eine 
Frage, welche später als kosmologischee Problem zur Sprache kommen 
wird. Für die mathematische Behandlung: ist diese Realität als Ding 
ganz gleichgültig. 



A. KAPITEL V. 

DAS DBNKGESETZ. 



An verachiedenen Stellen wurde erwähnt, dass die einfachen Em- 
pfindungen nicht chaotisch zusammengeworfen, sondern in dem Be- 
wusstsein nach gewissen Regeln geordnet werden müssen, wenn daraus 
eine Gesammtvoi*stellung entstehen soll; denn dieselbe muss ja eine 
gewisse Form haben. Ebenso müssen im Begriff der Gesammtvoi-stellung 
die einfachen Empfindungsbegiiffe nach gewissen Kegeln geordnet sein, 
wenn ein Begriff von bestimmter Form, d. h. ein Gesammtbegriif über- 
haupt aus dem Denkprozesse hervorgehen soll In gleicher Weise 
müssen alle weiteren Kombinationen des Denkens nach einem gewissen 
Gesetze gebildet sein; wenn nicht etwa die ei'wähnte hypothetische 
Welt absolut heterogener Dinge Gegenstand der Betrachtung sein soll; 
eine Hypothese, die, wie ausgeführt, nichts weiter ist, als eine Selbst- 
anklage w^en Missbrauch der Sprache ; denn Denken darf dergleichen 
nicht genannt werden. 

Es stellt sich nun die Frage : welches sind jene Regeln , wer ist 
der Gesetzgeber, der sie aufstellt, woher stammen sie, wie erkennen 
wir sie; finden wir sie in unserem unmittelbaren Wissen, aus den Er- 
jahrungen, ähnlich wie objektive Dinge, oder als sogenanntes apriori- 
sches Wissen? 

In unserem unmittelbaren Wissen finden wir das Dasein von Em- 
pfindungen überhaupt, oder das Bewusstsein von Empfindungen, das 
Innewerden von dem, was eine spezielle Empfindung ist, sobald wir sie 
haben, sobald sie uns von der Erfahrung geboten wird. Ausserdem 
haben wir noch das unmittelbare Wissen von dem Stattfinden des 
Denkens überhaupt Von bestimmten Gesetzen des Denkens wissen 
wir aber Nichts. Bestimmte Gesetze des Denkens können wir a poste- 
riori finden, wenn wir die Grammatik der thatsächlichen Sprachen 
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analysii'en ; und wir linden bei solcher Analyse , dass das Denken je 
nach der Sprachgattung verschiedene Arten der Begrifisverknüpfung 
gebraucht Wenn wir nun aber in dieser Weise Denkgesetze aus der 
Krfahrung ableiten, so beweist das durchaus nicht, dass es nicht auch 
Denkgesetze gibt, die unabhängig von jeder spezifischen Erfahrung 
sind, die in jeder Erfahrung gefunden werden müssen; und die Nicht- 
existenz solcher Denkgesetze ist auch nicht dadurch bewiesen, dass wir 
dieselben in unsei^em unmittelbaren Wissen direkt nicht vorfinden, denn 
dies letztere ist kein logisches Wissen, obschon aus ihm ein logisches 
Wissen hei'vorgehen kann. 

Es kann ja sehr wohl eine Erkenntniss le.liglich aus der Erfahrung 
gewonnen worden sein, Jahitausende lang allen Bemühungen der Logiker 
sie als denknothwendig nachzuweisen widerstehen, und dennoch sich 
schliesslich als eine denknothwendige Wahrheit heittusstellen, die durch 
keine Erfahrung jemals widerlegt werden kann. Man denke nur an 
die Quadratur des Zirkels. Eri'ahrungsmässig nimmt man an, dass sie 
nicht möglich ist; man verlacht jeden, der diesem Phantom heute noch 
nachjagt; aber der Beweis, dass sie logisch unmöglich, ist noch keinem 
Mathematiker gelungen. Der Empiriker hat nun ganz Recht, dies ein 
aus der Erfahrung gewonnenes Resultat zu nennen; aber keinem 
Mathematiker fällt es ein, deshalb bestreiten zu wollen, dass die Un- 
möglichkeit der Kreisquadratur doch auf einem Denkgesetze beruhen 
müsse, oder was dasselbe ist: dass diese Unmöglichkeit einst arith- 
metisch bewiesen werden könne. Solche Behauptungen, welche weiter 
nichts sind, als auf unvollständiger Induktion beruhende Analogie- 
schlüsse, sind ursprünglich nur von Philosophen angestellt worden. 
Krst unserer Zeit war es vorbehalten, dass Mathematiker, bezaubert 
von den geistvollen Ausführungen eines Locke und Hume, und durch- 
drungen von der Wahrheit, dass einem blossen Erfahrungswissen nur 
relativer Werth beigelegt werden dürfe, die letzten Konsequenzen jener 
philosophischen Methode zogen und zu dem Schlüsse kamen, apriori- 
sche Regeln gebe es überhaupt nicht, folglich sei auch der Satz 
2 X 2 = 4 ein Eifahiiingssatz , der in einer anderen Welt ungülti;: 
sein könne. 

Wenn wir nun in unserem unmittelbaren Wissen keine Denkgesetze, 
keine wissenschaftliche Logik vorfinden, es aber doch Regeln geben 
muss, wenn das Chaos ausgeschlossen werden soll — und dass kein 
Chaos existirt, bezeugt die thatsächlich stattfindende Eiiahi-ungsmöglich- 
keil, die Existenz einer Welt — auf welche Weise können wir dann 
diese Regeln ermitteln? Oflfenbar nur dadurch, dass wir versuchen, die 
Bedingungen zu finden, unter welchen das thatsächlich stattfindende 

4* 
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Denken und Empfinden Oberhaupt möglich sind; oder umgekehrt, 
dass wir die Bedingungen entwickeln, welche das Denken aufheben, 
dasselbe unmöglich machen. 

Diese Bedingung der Möglichkeit des Denkens kann nun in einem 
positiv oder negativ formulirten Satze ausgesprochen werden, welcher, 
wie sich zeigen wird, thatsächlich nichts Anderes aussagt als unser 
Ausganp:ssatz , nämlich: dass Denken und Empfinden überhaupt statt- 
findet. Wenn wir eine bestimmte Empfindung roth haben, so können 
wir diese Empfindung nur bestimmt ix>th nennen, wenn wir sie von 
jeder anderen Empfindung zu unterscheiden, und im Wiederholun<;s- 
falle als identisch mit dem frCÜier wahiigenommenen ix>th anzuerkennen 
vermögen. Ohne dieses Vermögen hat es gar keinen Sinn, von Em- 
pfindungen sprechen zu wollen, auch nicht einmal von Empfindung im 
Singular; denn wie vorher schon ausgeführt, erfordert das Denken oder 
Sprechen von Empfindung schon ein Verschiedenes. Wenn nun das 
Denken für diesen Empfindungsinhalt sein Zeichen setzt, dieser Einzel- 
enipfindung einen Namen gibt, sie zum Begrififselement roth stempelt 
so ist es selbstvei'ständllch , dass dieses Zeichen stets eindeutig ge- 
braucht werden muss, als Begriff stets identisch oder konstant ver- 
standen werden muss; sonst wäi*e eben der Empfindungsinhalt durch 
das Zeichen roth nicht benannt Würde eine Welt h j^postasiil , in 
-Avelcher ein Inhalt sich selbst ungleich wäre (eine unsinnige Wort- 
zusammenstellung, die geschrieben werden kann und auch ausgesprochen 
worden ist, aber gedacht kann sie nicht werden), so könnte nie ein 
Gedanke zu Stande kommen. Roth ist Roth und von allem Anderen 
was Blau, nicht Roth ist verschieden. Schreibt man statt dessen Zeichen, 
80 ist ü = JR und nicht = B. An dem foimalen Ausdrucke dieses 
Satzes kann man mäkeln, weil man schon ausser R und B noch einige 
andere Zeichen gebrauchen muss, um sprechen zu können, und dem- 
gemäss einwendet: aus der Identität R = R ei*gebe sich nicht der 
Begriff des nicht und die Berechtigung seiner Verbindung mit B. 
Dergleichen Mäkeleien darf man aber pädagogischen Uebungen fiber- 
lassen. ^^) Dieser Satz der Identität oder des Widerspruchs ist das 
einzige und alleinige Gesetz im Reiche der Gedanken. Sobald nach- 
gewiesen wird, dass es bei einer Begriffsbildung nicht beobachtet worden 
ist, dass die Begriffselemente in einer höheren Kombination nicht ein- 
deutig festgehalten worden sind, ist die betreffende Kombination als 
imzulässig, oder auch falsch von weiterer Verwendung durch das 
Denken auszuschliessen. 

Man hat dieses Gesetz eine unsei^m Denken gesetzte Schranke 
genannt, und der ewig mystische Hang des Menschen hat geglaubt. 



Der Idenlit&tsatz ük Einzelheit und Vielheit 53 

dieser Schranke ein höheres unbeschränktes Denken entgegensetzen 
za dürfen, einen Intellekt, welcher über die dem Menschen gesetzten 
Schranken erhaben wäre. Aber dieser Intellekt ist dadurch als ein 
logisch falscher Begriff gekennzeichnet, welcher nicht eine höhere Stufe 
des Denkens, sondern nur die dem Menschen gelassene Möglichkeit 
anzeigt, das Denken zu negiren oder zu missbrauchen. 

Wenn wir nun Gesammtempfindungen haben (Wahiiiehmung oder 
Vorstellung im gebräuchlichsten Sinne), etwa die eines Geldstückes, — 
so kann dies nur dann eine bestimmte Gesammtempfindung sein, 
wenn ihre Einzelelemente gelb, hart, schwer, gleichfalls bestimmte 
Einzelempiindungen , und diese Einzelempfindungen durch eine be- 
stimmte Verbindungsweise zu der Gesammtempfindung y einschmolzen 
sind. Das Denken kann wiederum dieser Gesammtempfindung einen 
Namen geben, den Gesammtbegriif Pfennig bilden, muss aber das 
Denkgesetz beobachten, dass in diesem 6esammtbegri£f die Einzel- 
begrifife eindeutig bleiben, und der Verbindungsmodus der Einzel- 
empfindungen gleichfalls im Gesammtbegiiff ausgedrückt ist. Wird 
hiergegen gesündigt, so entstehen falsche Begriffe, welche ihres ver- 
führerischen Aussehens oder Klanges halber lange Zeit als Fortschritt 
in der Erkenntniss figuriren. Solche falsche Kombinationen sind: 
hölzernes Eisen, Subjekt — Objekt; Subjekt im Sinne eines isolirten 
selbständig existirenden Dinges, unendlich kleine Grösse, imaginäre 
Zahl etc. Dabei kommt es häufig vor, dass ein logischer Begriff nur 
durch eine alogische Wortverbindung ausgedrückt wird, wie imaginäre 
Zahl. Bei den übrigen angeführten Beispielen ist aber der Begriff 
selbst falsch, wenn er auch, wie bei unendlich kleine Grösse 
lediglich als Rechenmarke behandelt werden kann, die man schliesslich 
durch geeignete Operationen wieder in vernünftiges Geld umzuwechseln 
versteht. Das Denken bezeichnet also jene Vorstellung durch : Funktion 
von (gelb, hart, schwer . . . .) und gibt ihm den Namen Pfennig. In 
<liesem Gesammtbegriff .(Pfennig) ^^^ ^ (g^ h, s, ) ist alles gegen- 
seitig bestimmt. Irgend eine Aenderung der g, h, 5 . . . . oder der 
Verbindungsart 9 wtUrde eine Aendei-ung des Gesammtbegriffes ei-fordem. 
I>ie Einzelheiten sind, wie wir sagen, in dem Gesammtkomplexe durch 
einander bedingt; ein jedes FJnzelmerkmal ist innerhalb der Kom- 
bination der Ornnd, dass das andere Merkmal so sein muss, wie es 
«^ben ist, damit der Gesammtbegriff dem Gesetz der Identität, d. h. der 
eindeutigen Bezeichnungsweise, genüge. Hiermit ist die einfachste Art 
der sogenannten kausalen Verknüpfung dargestellt, welche sich aus- 
weist als ein und dasselbe mit der Bedingung des Denkens überhaupt, 
wie sie im Satze der Identität ausgesprochen ist. Bestimmtheit, 
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Eindeutigkeit, und Bedingtheit des Einen durch das Andei*e im Vielen, 
ist ein und derselbe Begriff, oder wie man auch sagen kann, sind ver- 
schiedene Begriffe, die sich aber g^enseitig ins Dasein fordern. Sei 
A = (p {a^ 6, c, d) und B = (p (a, 6, c), so ist der Unterschied von 
A und B bestimmt durch das fehlende Glied d in der Funktion. A wäre 
dasselbe wie J?, wenn bei dem letzteren auch d wäre; der Unterschied 
von A und B ist also bedingt durch d, ist eine gewisse Funktion von rf. 
Wie man sieht, ist der Begriff einer Verbindung überhaupt von 
vielen Einzelnen zu einem Ganzen ganz dasselbe wie der mathematische 
Funktionenbegiiff ; der Kausalitätsbegriff in seiner allgemeinsten Gestalt 
sagt weiter nichts als: Verbindung überhaupt ^^ 

Der Funktional- (oder allgemeinster Kausal-)begriff zeigt sich dem- 
nach als ein denknothwendiger. Auch von denjenigen, welche die 
geometrischen Begriffe als empirische bezeichnen, ist dies nie bestritten 
worden : die Diskussion hätte sonst im Anfange schon aufhören müssen. 
In der Philosophie scheint man an die enge Verbindung des Funktional 
mit dem Kausalbegriffe noch wenig gedacht zu haben, ^ hauptsächlich 
wohl, weil man sich nur mit den empirischen Anwendungen dieses Be- 
griffes beschäftigte; und hierbei war es nicht schwierig nachzuweisen, 
dass diese Anwendung als Ursache und Wirkung, oder gar als Motiv 
und Zweck erst a posteriori erfolgte, woraus der imge Schluss gezogen 
wurde: der Kausalbegiiff selbst sei ein empirischer. Ebenso irrig ist 
aber auch der Schluss, dass der Satz des zureichenden Grundes (in 
i-ein logischem Sinne genommen) zu dem Identitätsatze als etwas Neues 
hinzutrete, um formale Logik möglich zu machen. 

Wie ausgeführt, es gibt keine Denkgesetze, sondern nur ein Denk - 
gesetz; und dieser einheitliche Ausgangspunkt allen Denkens ermög- 
licht es, dass Logik als exakte Wissenschaft %ot' i^oxr;y überhaupt 
besteht. Wären dazu zwei von einander unabhängige Sätze nothwendif?, 
so wäre die Behauptung einer exakten Wissenschaft, ja eigenthch die 
Möglichkeit einer Wissenschaft überhaupt, ein Widersinn. 

Die nächste Aufgabe wird sein, zu untersuchen, ob diese Verbindung 
vieler Einheiten zu einem Ganzen durch das Denken oder Empfinden 
gewisse Hauptformen bildet, welche sich charakteristisch voneinander 
unterscheiden. Es soll also die Natur obiger Funktion tf näher be- 
stimmt werden. 

Bevor zu dieser Untersuchung übergegangen wird, seien die bisher 
gewonnenen Definitionen überachtlich zusammengestellt. 



A. KAPITEL VI. 

DEFINITIONEN. 



Die Empflndiing 

ist ein Zustand des Bewusstseins , oder bewusster Zustand, welcher 
grammatisch dem Subjekt Seele zugeschrieben wird. Was^') dieser 
Zustand ist, wissen wir unmittelbar, da dieser Zustand ein und dasselbe 
ist mit dem Wissen von unserem Dasein. Dieser Zustand erfordert 
demnach keine weitere Erklärung in Worten oder Begriffen, so lange 
wir nur uns selbst von diesem Zustande Rechenschait geben wollen. 
Er fordert Einkleidung in Begriffe, sobald wir einer anderen Seele 
Mittheilung davon machen wollen. Diese Mittheilung ist nur möglich 
an eine gleichartige Seele, weil nur eine solche die Möglichkeit hat 
denselben Zustand in sich hervoraurufen , gemäss der begrifflichen 
Vorschrift 

Dieser Bewusstseinszustand Empfindung findet thatsächlich in 
unserer Welt in sehr verschiedenen Arten statt; oder, sehr viele Em- 
pfindungen können erlebt und unterschieden werden. 

Durch und wegen dieser Unterscheidungsmöglichkeit können wir 
die einheitliche Empfindung logisch zerlegen in: 

1) ein Sinneszeichen als Untei*scheidungsmerkmal der verschie- 
denen Empfindungen, wenn wir dieselben objektiv betrachten, 
indifferent gegen uns selbst, lediglich unsere Unterscheidungs- 
iähigkeit interessirend. Die Sinneszeichen der Empfindungen 
sind das Material des rein kombinirenden Verstandes (Denk- 
thätigkeit); demgemäss der Wissenschaften der äusseren Natur. 

2) ein Gefahls zeichen, gemeiniglich gedeutet als Lust oder 
Unlust; weil eben die Empfindung nur künstlich (logisch ab- 
strahirend) zu einem uns interesselosen Sinneszeichen gemacht 
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wird; die Empfindung ist aber in Wahrheit unsere Empfindung^ 
und dieser subjektive Werth wird abgeschätzt nach Lust und 
Unlust. 

Wenn das grammatische Subjekt des Grefühls als eine 
wirkende Ursache einer Aussenwelt gedacht wird, so gibt man 
ihm den Namen Wille; wodui'ch diese Auffassungs weise hervor- 
gei-ufen wird, darüber s. Kap. X. Der Seele werden deshalb 
gewöhnlich vei*schiedene Yeimögen zugeschrieben; den Sinnes* 
zeichen als grammatisches Subjekt das Voratellungsvermögen^ 
den Gefdhlszeichen das Willensvermögen. Weil aber diese 
Unterscheidung eine lediglich logische Abstraktion ist, die Em- 
pfindung in Wahrheit — wie uns unmittelbar bewusst — ein 
einheitlicher Zustand, weil ein Sinneszeichen ohne Gefbhl that- 
sächlich nie vorkommt, deshalb muss auch der empfindenden 
Seele Einheit (wenigstens als gi*ammatisches Subjekt) zugeschrieben 
werden. 

Das Bewnsstseln 

ist ein anderer Ausdi-uck für die Thatsache, dass Empfindung über- 
haupt da ist. Es ist keine von Gefühl oder Empfindung isolirt mög- 
liche apriorische Kraft, sondern sobald Gefdhlszeichen oder Sinnes- 
zeichen sich bemerklich machen, ist Bewusstsein da; ohne das 
aber nicht. 

Unbewusster Wille ist deshalb eine ebensolche contradictio in ad- 
jecto, wie unbewusste Empfindung und Vorstellung. Man hat zwar 
häufig gesagt: „Wir haben Gefühle ohne uns ihrer bewusst zu sein**, 
aber in dieser Behauptung findet eine Verwechselung des empfundenen 
Zweckes mit dem formalen Wissen von diesem Zwecke statt, von Be- 
wusstsein mit Aufmerksamkeit (Richtung des Denkens auf bestimmte 
Ziele) und Denken des Bewusstseins, Denken der Empfindung. ^') 

Die Wissenschaft, welche diese Gefühlszeichen und ihre Kom- 
binationen erforscht, ist die Psychologie. Sie betrachtet also diese Ge- 
ffihlszeichen selbst als Material. 

Die Wissenschaften, welche jedoch den subjektiven Werth der 
Gefühle für die empfindenden Individuen beti*achten, sind die ethischen 
und ästhetischen. 

Die (sinnliche) Vorstellung 

ist eine Reproduktion der Empfindung in einem gewöhnlich schwächeren 
Grade. Die Vorstellung enthält demnach ebensowohl Sinneszeichen als 
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Gefähl. Die Untei*8uchung der Ursachen, welche es bewirken, dass 
eine Empfindung in unserem Organismus scheinbar verschwinden und 
dann wieder auftauchen kann, fiUlt der Physiologie und in beschränk- 
terem Maassstabe auch der Psychologie zu. Logisch gewiss ist, dass 
nie eine Empfindung vorgestellt werden kann, die man nie gehabt hat; 
logisch möglich ist es, dass der Organismus so konstruirt ist, dass die 
Bewegung, welche in ihm durch die Uebermittelung der Empfindung 
hervorgerufen wurde, nie mehr verschwindet. Aus erfahrenen Elementar- 
empfindungen können sich im Organismus allerdings Kombinationen 
bilden, als Vorstellungen auftauchen, die als solche in der Erfahrungs- 
welt nicht vorkommen, oder sogar unmöglich sind. 

Das Denken 

ist synthetische Thätigkeit, lediglich als Akt betrachtet, dem Inhalte 
dieses Aktes, den Empfindungen, gegentkber. Dass es da ist, wissen 
wir ebenso unmittelbar, wie dass Empfindungen da sind; und was das 
Denken ist, wissen wir gleichfalls unmittelbar, wenn ?rir zwei Empfin- 
dungen unterscheiden, ohne dass es zu diesem Wissen nöthig w&re, diesen 
Denkakt in Worten ausdrucken zu können; ebenso wie bei den Em- 
pfindungen. Denken als Thätigkeit, die sich in ihrer Synthesis stets 
gleich bleibt, kann demnach auch fortschmtende Thätigkeit oder Denk- 
bewegung genannt werden. Von der Denkbewegung zur zeitlichen 
und räumlichen Bew^ung ist's ein git)sser Sprung, und wir müssen 
nicht zu viel an dem gemeinsamen Worte Bewegung deuteln wollen. 
Die Sprache wurde vorerst zu praktischen Bedürfhissen erfunden und 
bildete das Wort Bewegung ohne logische Skmpel. 

Dass wir nun in den Individuen Empfindungen und auch Denken, 
das unmittelbare Auffassen eines Inhaltes, und das Kombiniren vieler 
Inhalte, Reflektiren über dieselben, vorfinden, ist eben eine Thatsache; 
die Gewisseste oder absolut Gewisse, die sich im Anfange nachweisen 
liess. Wir vermögen durch das Denken eben die Thätigkeit von dem 
zu behandelnden Materiale logisch zu trennen. Dass deshalb aber ein 
isolirtes Dasein von reinem Denken oder reinem Empfinden möglich 
sein könne, ist hieraus keineswegs zu folgern. Dass ein solches isolirtes 
Dasein nicht denkmöglich ist, dass das Hinschreiben eines solchen 
Satzes ein Missbrauch der Sprache ist, wird sich noch an vielen 
Stellen zeigen. Dem Denken wird als grammatisches Subjekt gewöhn- 
lich der Geist oder der Verstand zugeschrieben, weil man schon sehr 
früh wahrnahm, dass es etwas der sinnlichen Empfindung Heterogenes 
sei; wenigstens, dass man etwas Heterogenes mit diesem Worte be- 
zeichnen wollte. Da nun die Seele schliesslich doch etwas Einfaches 
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sein soUte, so wurde auch das Denken ihi* zugeschrieben, und so 
entstand die Trinität von Erkennungs-, EmplGindungs - und Willens- 
Yennögen als Orundvennögen der menschlichen Seele ; ein Zeichen einer 
historischen Entwickelungsstufe der Philosophie. 

Die YerSndening and das Sein, 

alles Existirende aberhaupt, kann nur als Verändei-ung einer Vielheit, 
ein Geschehen, aufge&sst werden. Die Definitionen von Empfindung 
und Denken als Thätigkeiten besagen ganz dasselbe ; ein ruhendes Sein 
wäre identisch mit dem Nichtsein. Dieses Sein als Ding und seine 
Attribute dürfen an diesem Punkte der Untersuchung 
nur als die grammatischen Ruhe- oder Grenzpunkte au^efasst werden, 
zwischen denen das Geschehen als thatsächliche Existenz begrifflich 
ausgesprochen werden kann. Ob dem Sein ausser seiner Verwendung 
als grammatischer Hüüsbegriff noch ein realer Werth zugestanden werden 
kann, muss sich aus dem Schlussresultate dieser Untersuchungen er- 
geben. Deshalb wird in der ganzen Entwickelung von dem Substanz- 
begriffe keine Rede sein. 

Der Begriff 

ist das Zeichen, welches die Denkthätigkeit an Stelle einer Empfindung 
oder zur Bezeichnung des Denkaktes selbst oder Kombinationen beider 
setzt, um weitere Kombinationen der synthetischen Thätigkeit möglich 
zu machen. Der Begriff ist deshalb nicht etwas Gegebenes, als was 
die formale Logik ihn betrachtet, sondern etwas Gemachtes, und es 
muss eben von der Logik bei jedem einzelnen Begriffe untersucht 
werden, ob dieses Produkt nicht einen inneren Fehler enth< ob die 
Formel eine Deutung zulässt, ehe ein solcher Begriff dem Gebrauch in 
der wissenschaftlichen Analyse oder Synthese zugewiesen werden kann. 
Kein Begriff wird daher in den mathematischen Wissenschaften ein- 
gefbhrt werden dürfen, ehe er diese logische Zulässigkeit aul^ewiesen 
hat; und damit werden alle unbewiesenen Axiome aus der Methode 
verschwinden. 

Das Wort 

ist die Abbreviatur für die Begriffsformel; etymologisch schlecht oder 
falsch konstruirten Wörtern können richtige B^riffe zu Grunde liegen. 

Die Wahrnehmung 

im weiteren Sinne, d. h. nach gewöhnlichem Sprachgebrauch, ist ein 
sehr komplizirter Akt. Wir glauben im vorgerückten Alter z. B., die 
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TVahrnehinung eines Pferdes sei ein einheitlicher momentaner Akt der 
Seele. Aber in dem Alter, wo wir dergleichen Beobachtungen zu 
machen pflegen, können wir nns gar nicht mehr der langen Prozesse 
erinnern, welche uns vielleicht aus tausenderlei Vorstellungskombinationen 
mit mannichfachen Urtheilen und Denkprozessen verknüpt, allmählich 
die Möglichkeit boten , in einer kurzen Zeit jene Wahrnehmung Pfei-d 
im Bewusstsein festzustellen. Ebenso möchte der Klaviervirtuose den 
Anschlag eines zehnfingerigen Akkordes gleichzeitig mit dem Erblicken 
der betreffenden Noten fQr eine einfache Seelenreaktion halten, welche 
eine nicht weiter analysii'bare Gmndeigenschaft seiner Seele bilde, etwa 
eine intuitive Thätigkeitsforro seiner Sinnlichkeit; diese klaviaturmftssige 
Ausbreitung seiner Gefahle sei ebenso gegeben wie die dreidimensionale 
Anschauungsform des Pferdes. Aus solchen Wahrnehmungen ziehen 
wir allerdings das Material zu unseren Urtheilen ; Einzelwahrnehmungen 
sind fast unmöglich. Dies darf aber nicht verleiten, das unseren je- 
weiligen Mitteln nicht weiter Analysirbare auch schlechtweg fQr ein 
G^ebenes, Einfaches zu halten; ebensowenig in der logischen Analyse 
wie in der Chemie. 

Erkennen 

heisst gewöhnlich ein Seiendes erkennen; denn mit diesem Begriffe, sei 
er klar oder nicht, gebe es Seiendes oder nicht, wird von dem Denken 
stets ein Subjekt und ein Objekt gesetzt. Es setzt ja das Denken als 
reflektirende Thätigkeit stets diese beiden Theile, und damit selbst- 
verständlich auch die Forderung, dieselben zu verbinden; im Einzel- 
hegriffe sowohl als im XTilheil stecken diese beiden Theile. Ob diesen 
beiden logischen Theilen des Urtheils nun Dinge entsprechen, bleibt 
dahingestellt; jedenfalls ist durch Setzung von Subjekt und Objekt, und 
durch die Unmöglichkeit, einen dieser Begriffe fbr sich allein zu denken, 
die Natur des Denkens ausgedrückt; möglich, dass die grammatischen 
Subjekte und Objekte sich dadurch charakterisiren als von relativer 
Realität, oder gar als Scheinwesen. 

Das Seiende im Gegensatze zu dem „Denken des Seienden^' ist al^o 
vorläufig nur eine grammatische Forderung, die allerdings grammatisch 
berechtigt ist, deshalb aber noch keinen realen Werth beanspruchen 
darf, um als P]rkenntnissprinzip an die Spitze eines philosophischen 
Systems gesetzt werden zu können. Sodann liegt es im gewöhnlichen 
Sprachgebrauche des Wortes „Erkennen^, dass das Sein in das Denken 
des erkennenden Subjektes gewissermaassen aufgenommen werde; sowie 
ja auch Wahrheit definirt wird als Uebereinstimmung des Denkens von 
der Sache mit der Sache selbst. Nun kann aber von Uebereinstimmunu 
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oder Aufnahme des Seins in das Denken schon nicht die Rede sein 
wegen der Heterogenität von Denken and Sein; höchstens könnte man 
fordern, das Sein soll formähnlich im Denken ausgedrückt werden. Man 
setzt deshalb eine stille Harmonie von Sein und Denken voraus ; unter- 
scheidet formale und materiale Wahrheit, und beansprucht wenigstens 
im Denken dieselbe formale Wahrheit erringen zu können wie im Sein. 
Man ttberlftsst emer künftigen Metaphysik den weitei-en Zusammenhang 
anzufinden; für jetzt glaubt man schon sehr weit gekommen zu sein 
mit Aufstellung des Prinzips der Erkenntniss. Aber welche Gesetze 
sind dabei zu beobachten? Niemand hat bis jetzt dergleichen Gesetze 
aufgestellt und als der Natur der Sache angemessen begründet Die 
Schwierigkeit ist gegeben mit der prinzipiellen nicht hinreichend moti- 
vii-ten Aufstellung des Gegensatzes „Denken und Sein", wozu die gram- 
matische Methode den Anlass gab. Nun vermögen wir aber gar nicht 
anzugeben, was dieses Sein ist, welches wir erkennen wollen. Dieses 
Sein ist einstweilen eine reine Hypothese, die nicht einmal klar aus- 
gedrückt werden kann; sie ist ähnlich und veranlasst durch die Hypo- 
these von der Existenz äusserer Objekte im Gegensatz zu uns selbst 
als Subjekt; aber jene Hypothese hat nicht einmal die sinnliche Klar- 
heit wie das naive Bewusstsein von äusseren Diügen. Veimögen wir 
nun 80 wenig Bestimmtes von dem Sein auszusagen, so ist klar, dass 
eine Definition des Erkennens vorab nicht gegeben werden kann» 
Sollte sich aber schliesslich herausstellen, dass dieses Sein ein logisch 
unzulässiger Begriff ist, so würde auch alle Definition des Erkennens 
sich als verlorene Mühe herausstellen. ^^) 

Es empfiehlt sich demnach von dem Begi-iffe des Erkennens in dem 
schwankenden unbestimmten Sinne des Sprachgebrauches vorläufig ganz 
abzusehen; dagegen aber die Begriffe wissen, hegreifen, erklaren 
genau zu definiren. 

Wissen 

ist Etwas im Bewusstsein haben. Wir wissen von einer Empfindung 
roth was sie ist, sobald wir die betreffende Empfindung haben, und 
sobald wir verschiedene Empfindungen gehabt haben und uns deren 
erinnern, wissen wir, dass sie und was sie sind. Ebenso wissen wir 
von unserem Denken, wenn wir gedacht haben und reflektiv dieses 
gedacht halten wieder zum Gegenstande unseres Denkens machen. 
Wir haben demnach ein unmittelbai*es Wissen von Empfindungen und 
dem denkthätigen Verbinden dieser Empfindungen. Alles weitere Wissen 
ist Kombination aus diesem Elementarwissen. Sprechen wir nun von 
Dingen, sagen „wir wissen von dem Gegenstande, wie oder was er ist". 
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SO heisst das: wir wissen alle die Begriffskomplexe zu bilden, welche 
vennittelst Vorstellungen in uns die Empfindungen hervorrufen, welche 
gleicherweise die Wahniehmung des Gegenstandes in uns hervorrufen 
würde oder könnte. Die Kenntniss oder das Wissen von dem Gegen- 
stande wird also immer insofem mangelhaft sein, als ?rir nie wissen 
können, ob unter Umständen — etwa anderen Sinnen gegenüber — 
jener Gegenstand nicht noch neue Empfindungen hervorrufen könnte, 
die wir bis dahin noch nicht wahrgenommen, also auch noch keine 
Veranlassung hatten begrifflich zu bezeichnen. Bezieht sich jedoch 
dieses Wissen nicht auf das Dasein möglicher Empfindungen, sondern 
auf die Form ihrer Verbindung durch das Denken , auf die Art ihrer 
Ordnung im Denken — und wir werden sehen, dass alles, was sich 
auf Gestalt der Körper bezieht, hierhin gehört — oder bezieht sich 
<Iieses Wissen auf reine Denkgebilde, welche als solche in letzte Denk- 
akte auflösbar sind, so kann das Wissen ein absolutes sein. Zu diesen 
letztgenannten Denkgebilden gehören alle Anschauungsbegriffe. Hieraus 
))estimmt sich dann 

Erküren. 

Das Zurückführen von Unbekanntem auf unmittelbar Bekanntes. 
Als dies unmittelbar Bekannte gilt nur: die Empfindungen in ihrer 
einfachsten Gestalt und der Akt der DenkthAtigkeit selbst. Ein jeder 
Vorgang, der in diese letzten Elemente aufgelöst worden, ist erklärt. 
Alle Gültigkeit des Erklärens durch Begriffe etc. bemht darauf, dass 
jene Begriffe selbst wieder auf die unmittelbar gewussten Elemente 
zurückgeführt werden können. 

Begreifen 

ist subjektives Erklären; Erkläi-en an sich selbst im Gegensatz zum 
Erklären einem Anderen. Begriffen ist ein Vorgang, wenn wir ihn als 
eine Kombination von Elementai'begriffen darzustellen vermögen. Das 
Suchen nach Natui-gesetzen ist identisch mit dem Versuche die Natur- 
vorgänge durch Begriffe aufzufassen, in Elementarbegriffe aufzulösen. 
Diese letzteren sind unmittelbar verständlich ; für einfache Empfindungs- 
begriffe versteht sich das von selbst, für Denkbegriffe wird dies im 
Folgenden nachzuweisen sein ; ebenso für die möglichen Kombinationen. 
Deshalb widerspricht die Hypothese von einer Vielheit höchster Er- 
kenntnissprinzipien dem Begriff des Begreifens; deshalb das Bestreben 
einen jeden Dualismus durch ein monistisches System zu ersetzen. 

Wenn nun eine Wissenschaft existirt, in welcher ein jeder Vorgang 
oder Gegenstand auf ein absolut Einfaches zurückgeführt werden kann, 
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80 ist ein absolutes Bereifen der Gegenstände dieser Wissenschaft 
möglich. Dann muss es aber ebenso gut möglich sein, ein jedes Objekt 
dieser Wissenschaft aus jenem Ein&chsten synthetisch aufzubauen. lu 
den mathematischen Wissenschaften ist dieses Einfache das formale 
Setzen der Denkthätigkeit, der Akt selbst des Denkens. 

Deänitlon 

ist Erklären durch reine Begiiffe, Auflösen eines Begriffes in einfachere 
oder bekanntei*e. Die Definition ist vollständig, wenn ihre Httl&b^cnffe 
als logische oder unmittelbar bekannte Empfindungsbegriffe nachgewiesen 
Worden sind. Wir vermögen dann nach Anleitung der Definition aus 
jenen einfeu^hsten Elementen die Kombination herzustellen, welche uns 
eine Vorstellung von dem definirten Gegenstande ermöglicht ; oder falls 
die Definition sich auf einen Denkbegriff bezieht, diesen synthetisch 
durch unsere Denkthätigkeit zu konstruiren. 



A. KAPITEL VII. 

DIE DENKFORMEN. 



In Kapitel V wurde der Gesammt- und Allgemein-Begriff als die 
funktionale Verbindung vieler Elementarbegriffe erläutert, wobei jedoch 
die Verbindungsweise, das Wesen der Funktion, dahin gestellt blieb. 
Diese muss jetzt untersucht werden, und die Frage stellt sich als 
folgende: Können aus der Thatsache des Denkens, und dem Satz der 
Identität als Bedingung eines Denkens überhaupt, Formen abgeleitet 
werden, nach welchen die Begriffe verbunden werden müssen; kann 
die Funktion g> so bestimmt werden, dass sie denknothwendig in ge- 
wisse Unterarten von Funktionen zerfällt? 

Wenn dies möglich ist, so vei*steht es sich von selbst, dass eben* 
dieselben Formen, welche den Begrifisverbindungen eigen sind, auch 
den entsprechenden Gesammtvoi-stellungen als Form der kombinirten 
Sinneszeichen zugeschrieben werden können; denn der Gesammtbegriff 
soll ja das von dem Denken an Stelle der Gesammtvorstellung gesetzte 
Symbol sein. 

Diese Denkformen sollen vorab in die zwei Abtheilungen „äussei-e 
und innere Foi-m** geschieden werden, insofern die Denkgebilde 
if (a^b^c. ..) das einemal als Ganzes betrachtet werden können , das 
anderemal je nach den Beziehungen, welche zwischen den einzelnen 
Theilen innerhalb des Ganzen stattfinden können; denn die einzelnen 
Elemente a, b, c . . . können ja ebensowohl indifferent gegeneinander 
als auch unter sich wiederum funktional verbunden sein. Im All- 
gemeinen wird jedem Begriff eine solche innere und äussere Form 
zukommen; nur in Spezialfällen kann die eine aus der Betrachtung 
verschwinden, und dadurch ein höherer (unbestimmterer) Allgemein- 
begriff erzeugt werden, wie sich jetzt zeigen wird. Es gliedert sich 
dadurch folgendes Schema der Denkformen; der Funktion y. 
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I. Die äusseren Denkformen. 

a. Das Nacheinander; Einzeln, Reihe. 

b. Das Nebeneinander; Zusammen, Zahl. 

II. Die inneren Denicformen ; (Beziehungen). 

a. Beziehungen im Nacheinander. 

a. BichtuDg. 
(i. Entfernung, 

b. Beziehungen Im Nebeneinander. 

a. Richtung. 
ß. Entfernung. 

y. Kombinationen aus a und ß. Konnexe der Algebra und 
Gestalten der Geometrie. 



1. Die äusseren Denicformen. 

a. Das Nacheinander; Einzeln, Reihe. 

Wir haben bis jetzt stets gedacht und gesprochen von dem Einen, 
dann von dem Anderen, sodann beides verbunden. Alles Denken und 
Urtheilen war nur möglich durch die Trennung des Einzelnen (in Ge- 
danken) und sodann Verbinden desselben. Es wird an dieser Noth- 
wendigkeit des Trennens und Verbindens als Kardinalfunktionen oder 
nothwendige Bestimmungen des Denkens durchaus nichts dadurch ge- 
ändert, dass die Empfindungen der Seele es waren, welche diese Denk- 
thätigkeit hervorriefen; die Möglichkeit, zwei Empfindungen zu unter- 
scheiden, ist identisch mit der Möglichkeit, dieselben (denkend) zu setzen, 
identisch mit der Möglichkeit des Denkens überhaupt. Dieses Resultat 
kann nun ausgedrückt werden als: 

Denken kann nicht anders stattfinden als nacheinander, in 
Reihenform. 

Die einzige Alteraative wäre ein Denkakt, welcher zugleich zwei 
Denkakte als einen setzte und deshalb weder zu trennen noch zu ver- 
binden braucht; also ein einheitlicher Denkakt, der doch ein vielheit- 
licher wäre — was nichts anderes heisst, als einen vollkommenen 
Widerspruch zum Abzeichen eines höheren Denkens stempeln« Der- 
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gleichen höhere Denkailen muss man aber mystischen Verirmngen über- 
lassen ; für die Wissenschaft gilt nur das Denken nach dem Satz des 
Widei*spruchs, und in Folge dessen — successiv. Von einer Be- 
stimmung der Reihenform als Zeit ist hier nicht die Rede; im 
Gegentheil, es wird sich zeigen, dass zur Umwandlung einer Reihe als 
arithmetische Form in das, was wir empirisch wahrgenommene Zeit 
nennen, noch ein anderes Element hinzutritt. Deshalb ist jedoch die 
Reihenform nicht minder die nothwendige (apriorische) Form des 
Denkens, und zugleich die Form der empirisch wahrgenommenen Ver- 
änderungen. 

Diese Reihenform bezeichnen wir auch mit dem Begriffe Nach- 
einander, und hat dieser Begriil' als Denkbegriff gar keinen ma- 
terialen (Empfindungs-)Inhalt. Das Denken ist unbeschränkt in dem 
fortlaufenden Setzen dieser Reihe; der Betriff Nacheinander ist 
demnach als Reihe unbeschränkt. Reflektirt das Denken Über seine 
eigenen Formakte, seine Reihensetzung, so kann es diese Reflexion 
auf einen bestimmten Theil seiner Akte ebenso wie auf seine ganze 
Thätigkeit wenden; es kann also einen bestimmten Setzungsakt im 
Nacheinander als Ausgangspunkt seiner Reflexion festsetzen. Dadurch 
wird aber die Reihe nicht irgendwie begrenzt, weil jener Ausgangspunkt 
durchaus gleichartig allen anderen Stellen der Reihe ist, eine Stelle 
von den unbeschränkt vielen; wäre eine Stelle Grenzstelle, so 
wäre sie ja etwas Anderes als alle anderen Setzungen oder Stellen (oder 
Denkakte). Diese Unterscheidung ist aber ausgeschlossen durch die 
unbeschränkte Setzung einheitlicher Denkakte. Weil dieser Begriff des 
Nacheinander nun weiter gar nichts bedeuten soll, «ils das Stattfinden 
der Denkthätigkeit , so kann von ihm auch Weiteres nicht ausgesagt 
werden; er verträgt keine weiteren Bestimmungen. 

b. Das Nebeneinander. 

Ist nun die erstere Kardinalfunktion des Denkens, das Trennen 
oder Unterscheiden, als wiederholtes Setzen (Ausüben des Denkaktes) 
bestimmt worden, und die Denkthätigkeit demnach als successiv statt- 
findend (als Nacheinander, allgemeinste Reihenfoim) — so sehen wir 
in der zweiten Kardinalfunktion , dem Verbinden des Einzelnen, die 
Nothwendigkeit, das Einzelne zugleich, nebeneinander zu setzen; 
oder vielmehr viele Einzelne als eine Gesammtheit bildend . anderen 
Einzelnen gegenüber, welche wiederum eine andere (lesammtheit aus- 
machen. 

Dieses Verbinden einer Mehrheit zu einem Ganzen, in demselben 
Denkakte, bezeichnen wir mit dem Begi'iff Nebeneinander in jener 

5 
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Mehrheit. Hier ist nicht vom i-äumlichen NebeneiDander die Rede, 
sondern vom Nebeneinander überhaupt, und dies erweist sich im obif^en 
Falle, wo die Vielen nichts Andere«^ bedeuten als unterschiedlose 
Setzungen der Denkthätigkeit , als ein Zusammen ohne weitere 
Bestimmungen, wie es sich zunächst in der Zahl darstellt. 

Eine jede Setzung des Denkens als unbestimmter Denkakt Ober- 
haupt, ist abstrakte Einheit; eine Vielheit solcher Einheiten als 6e- 

sammtheit ist Zahl. In der Zahl als Begiiif q^ (a, b, c ) sind 

die Einzelbegriffe alle ein und dasselbe; für den ganzen Komplex ist 
nur die Anzahl der Einheiten von Bedeutung. Die Einzeltheile sind 
alle gleichberechtigt, die Verbindung derselben ist nur eine Funktion 
der Anzahl; und weil die Anzahl das einzige Bestimmende in diesem 
Komplex ist, deshalb ist die Funktion (p selbst lediglich als Anzahl 
bestimmt. Der einfachste Verbindungsmodus eines Gesammtbegriffes 
erweist sich demnach als 

Y zusammen {a,b,c ) = (/(l, 1, 1, ....) = Zusammen, Summe, Zahl: 

oder etwa, qp (1, 1, 1,) = 3 = Dreiheit als Denkbegriff, 

Produkt des Denkens, eine Gesammtheit, welche durch das denkende 
Verbinden von drei Einheiten gebildet worden ist. 

Wollen wir dem gegenüber den Begriff des synthetischen Setzens 
selbst ausdrücken, so müssen wir obige Funktion interpretiren als: 

V reihe (a, a, a) = a + « -H » = dreimaliges Setzen im Nacheinander. 

Zahl heisst also ein Denkgebilde, Komplex von gedachten Theilen, 
das dadurch entsteht, dass viele Theile nacheinander gesetzt werden, 
und deren Vielheit sodann als einheitlicher Komplex, als ein Neben- 
einander, ein Zusammensein von Vielen gedacht wird ; dessen Bedeutung 
durch nichts anderes als das mehr oder weniger häufige Setzen eines 
Theils bestimmt ist: Diese Leistung des Denkens wird als Zahl be- 
zeichnet, weil seine Leistung nur nach einem mehr oder weniger sich 
unterscheidet — als Quantum. 

Bei dem Gefühl ist eine solche Zahlbildung oder Zahlempfindunsr 
nicht möglich, weil GefQhl ein Einheitszustand ohne trennbare Theile 
ist; seine Verschiedenheiten werden demgemftss als Qualitäten be* 
zeichnet, und wenn diese Qualitäten von der Reflexion in Reihenfolge 
^'eordnet werden können, als Intensität einer bestimmten Qualität 

Bei dem Denken jedoch kann von Qualitäten keine Rede sein, 
weil es nur die untei*schiedlose, stets gleiche Setzung eines Denkaktes ist : 
die Zahl ist insofem qualitätslos. In anderer Hinsicht kann man aber 
auch bei Zahlen von Qualitäten sprechen, wie sich bei der Arithmetik 
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zeigen \vird. Es wird sich ilamit Zahl als in einer gewissen Hinsicht 
mehrdeutiger Begriff herausstellen. 

Der hier gewonnene ZahlbegiifT wird als materialer Inhalt in der 
Arithmetik verwendet; alle möglichen Bildungen innerhalb dieser Denk- 
form werden dort konstruii-t und untersucht. Hier kann also zu der 
weiteren Untei-suchung foilgeschritten werden, ob noch andere charak- 
teristische Denkformen, Hauptaiten der denkenden Verbindung Funktion 7, 
aufgestellt werden können. 



II. Die Inneren Denkformen. 

In den Denkformen Reihe und Zahl, oder Nacheinander und Neben- 
einander, kam nur das äussere Ganze in Frage^ oder auch das Ganze 
als Gegensatz zu den konstituirenden Theilen. In Gegensatz zu dieser 
Betrachtungsweise lassen sich die Beziehungen der Einzelelemente zu 
einander innerhalb des ganzen Denkgebildes stellen. Solche 
Beziehungen oder Betrachtungsweisen lassen sich offenbar in jeder Viel- 
heit als denkmöglich aufstellen; in den beiden Denkformen Reihe und 
Zahl wurden sie aber mit Absicht nicht aufgestellt, weil jene Begriffe 
ganz allgemein bleiben sollten und, dadurch grade der gewünschte 
allgemeine Reihen- und Zahlbegriff entstand. Untersuchen wir dem- 
gemilss die jeder Reflexion offenbleibende Frage: 

Was für Beziehungen können zwischen den Einzeltheilen eines 
Ganzen stattfinden? Inwiefern lassen sich also noch weitere 
Hauptai-ten der Funktion ^ aufstellen? 

a. Die Beziehungen Im Nacheinander. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke die Reihe als Gebilde, wie sie 
vorhin bestimmt wurde; unbeschränkt successives Setzen des Denk- 
aktes als Einheit, so können wir dies symbolisiron durch 

+ Oi + ö»4-a3'f* 

Ein jedes Glied ist ein und dasselbe seiner Bedeutung nach; es 

erhält jedoch einen Stellenwerth , weil die Reflexion irgend ein be- 
liebiges Glied als Ausgangspunkt ihrer Thätigkeit festsetzen kann. 

Bei der Reflexion aber diese Reihenform sind folgende zwei ver- 
schiedene Betrachtungsweisen möglich: 

+ «1 + fl« + fls + und 

+ ^i + di + Ol -r 

Der Unterschied besteht darin, dass innerhalb desselben identischen 
Gebildes die Einzelelemente in einer verschiedenen Weise betrachtet 
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werden: objektiv zu reden, dass sie in eine verschiedene Verbinduni^s- 
weise gesetzt worden sind, dass die Beziehung des einen auf das 
andere die entgegengesetzte Richtung genommen hat. 

Von einer anderen Art der Verbindungs- oder Beziehungsweise 
der Einzelelemente der Reihe kann nicht gesprochen werden, weil ein 
jedes Element in der Reihe eine feste Stelle zwischen dem vorher- 
gehenden und nachfolgenden hat. a^ kann nicht auf a^ bezogen wer- 
den, deuu es ist nicht da, wenn a, da ist; die Reihe besteht nur da- 
durch als schlechtweg Nacheinander, dass nur Beziehungen zwisdien 
dem unmittelbar Vorhergehenden und Folgenden existiren. Eine andere 
Annahme würde dem gebildeten Reihenbegriff widei-sprechen. Das Re- 
sultit ist demnach: 

In dem Nacheinander als diskui*siver Reihe lassen sich zwei ver- 
schiedene Beziehungsfoimen der Einzelglieder bestimmen; wir nennen 
dieselben Richtung der Reflexion, des Fortschrittes der Denkbewegung, 
na( li vorwäi*ts und nach illckwärts. Diese beiden Richtungen sind ab- 
solut einander entgegengesetzt; denn das Gebilde Oi + a^ wird das 
einemal durch die vollkommen entgegengesetzte Thätigkeit, wie das 
anderemal hergestellt. An dem ganzen Gebilde gibt es nur identische 
Theile; sodann Anfang und Ende. Was der Anfang in dem einen, ist 
Ende in dem anderen; ein vollständigerer Gegensatz der Bildung ist 
nicht denkbar. Mit diesen zwei Beziehungsformen, vorwärts, rückwärts, 
sind aber alle denkbar möglichen Beziehungen des Reihengebi]de> 
ffr (a, a, a, . . . .) erschöpft, ausgenommen die Entfernung, welche 
im Folgenden unter b. ß, behandelt wird. 

b. Die Beziehungen Im Nebeneinander. 

Setzen wir nun ein Denkgebilde von einer Vielheit im Neben- 
einander, also r/i (a, 6, c ) und untei-suchen , welche oder wie 

viele Beziehungen zwischen den Elementen möglich sind. Wir setzen 
wiedeiiun den einfachsten Fall, dass die Einzelemente alle diesellie 
Bedeutung oder Weilh haben, jedoch als Individuen selbständig sind; 
demnach 

7 zusammen = i/x (a^, o^. a^, ) = Summengebilde 

alle komplizirteren Bildungen lassen sich auf diesen einfachsten Fall 
zurückführen. 

a) Die innere Beziehung als Grösse der Richtung. 

Sind in diesem Komplexe innere Beziehungen überhaupt niöglieh, 
so sind sie zwischen allen einzelnen Gliedern möglich, denn eine Be- 
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schriinkun^ auf gewisse Glieder Hegt bei dem Zusammen als (f^ nicht 

vor. Wir können also die Beziehungen zwischen je zwei Elementen 

bilden 

a^ (i^ dl a>^ CL-i (i^^ 

(it (h ^^ <h CLi ^A u. s. w. 

Durch diese Beziehungen werden demnach in einem grösseren Komplex 
wiedemm Einzelkomplexe gebildet, und die Frage entsteht: inwiefern 
können die Einzelkoroplexe a^ a^ (h ^^ ^ ^4 voneinander unter- 
schieden sein? Und des weiteren: Können die möglichen Verschieden- 
heiten nach Hauptgruppen geordnet werden, u. s. w. alle die 

Fragen einer folgerecht foilschreitenden Kombinatorik. 

Wir sahen im vorhergehenden Paragraphen schon, dass eine solche 
Verschiedenheit eines Komplexes a^ o, möglich ist, jenachdem man die 
Art der denkenden Thätigkeit betrachtete, welche diesen Komplex 
erzeugt. Es ergal) sich aj + o^ als der totale Gegensatz von a^ -{- Oi 
dem Beziehungsbegriff Richtung nach ; das Denkgebilde selbst war ein 
und dasselbe Produkt, sofern wir es nach seiner Fertigstellung be- 
trachteten; die All seiner Erzeugung war aber die absolut entgegen- 
«resetzte. 

Die ihrem Weilhe nach gleichen Komplexe ai a^ (h ^ Oi a« 

können denmach in ähnlicher Weise untei'schieden werden nach den 
Beziehungsverschiedenheiten ihrer Elemente; oder wie vorher, nach der 
Vei*schiedenheit des Modus der Denkthätigkeit, welcher sie ei-zeugt hat, 
welcher Modus in dem Gegensatz von a, o^ und a^ a^ seinen Grenzen 
nach bezeichnet ist. Wir sehen deshalb von den Komplexen o^ On als 
inhaltliche Gebilde ganz ab, und bezeichnen durch den Gebrauch 
dieser Buchstaben nur die innere Beziehung der Elemente, d. h. die 
Richtung ihrer Verbindung im Untei*schiede zu den Richtungen anderer 
Verbindungen. Richtungsuntei*schiede überhaupt müssen also zwischen 
zwei absolute Unterschiede als Grenzen ihrer Bestimmbarkeit fallen, 
und können nur vei-schieden sein nach einem mehr oder weniger dieses 
Richtungsunterschiedes, d. h. quantitativ. 

Denkmöglich sind demnach eine unbeschränkte Anzahl vei-schie- 
ilener Richtungen, welche quantitativ gemessen werden können und in 
•iie Grenzen des absoluten Gegensatzes eingeschlossen sind. 

Hier stellt sich nun gleich die Frage, wieviele Richtungen von 
tM n e m E 1 e m e n t e a u s möglich sind ; oder ob die möglichen Richtungen 
nach Unterabtheilungen klassifizirbar. oder ob gewisse Richtungsunter- 
^chiede in unbegrenzter oder nur in begrenzter Zahl möglich sind? 

Wie man sieht enthalt diese Fra^e als eine Anwendung jene nach 
•ler Anzahl der räumlichen Dimensionen. Sie ist jedoch viel allfiemeiner 
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als diese letztei-e, und irgend ein Begriff von anschaulichem Kaum ist 
durchaus nicht nothwendig zu ihrer Beantwortung. Es werden suc- 
cessiye nur logische Bestimmungen aneinandergereiht und ein Resultat 
erreicht werden, welches allerdings auf den Raum anwendbar ist, diesen 
jedoch keineswegs schon enthält. Auch der Richtungsbegiiff hat in der 
Weise, wie er hier gebildet und gebraucht worden, durchaus nichts 
Räumliches an sich. Eher könnte man sagen , er habe schon die Zeit- 
form an sich; aber auch dies ist unstatthaft, denn zum Wahrnehmen 
der empirischen Zeit ist noch etwas Anderes als logische Bestimmung' 
nothwendig. Richtig ist nur, dass wir, um diesen Begiiff zu denken, 
eine Bewegung des Denkens in der Zeit vornehmen müssen, insofern 
also der zeitlose Begriff — innere Beziehung, Richtung — von einem 
zeitlichen Subjekte gebraucht werden muss, um zu logischem Bewusst- 
sein zu gelangen. Alle diejenigen aber, welche diese Unterscheidung 
nicht zu fassen veimögen, werden wenigstens zugeben, dass der obige 
Richtungsbegriff nicht einer räumlichen Anschauung entsprangen ist, 
wenn sie dann auch desto fester darauf bestehen, dass er wenigstens 
auf die sogenannte empirische Zeit gegründet sei, sofern zuerst a^ und 
dann o, gedacht werden müsse, um den Untei-schied mit dem : „zueilst 
a^ und dann a^" — auszuiinden. Das letztere ist durchaus richtig; aber 
mit dem Denken: „zuerst Oi, dann a^^, ist noch gar nicht die Zeitdauer 
nvon Ol hls a^*^ postulirt noch gegeben. 

Unser Problem ist also: die verschieden möglichen Richtungen 
zu bestinunen — oder die einfachste innere Beziehung — welche ein 
und dasselbe Element zu allen andei*en denkmöglichen Elementen in 
einem Zusammen von unbegrenzter Vielheit haben kann. 

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir dieses Ausgangselcment durch 
den Buchstaben I. Ein jedes beliebige andere Element bestimmt nun, 
wie ausgeführt, zwei verschiedene Richtungen als denkmöglich, und 
diese zwei Richtungen stehen zu einander im Verhältnisse des absoluten 
Gegensatzes. Diese beiden Richtungen zweier Elemente können 
bezeichnet werden durch /, a und a, /. Besser ist jedoch die Sym- 
bolisirung durch I, + a und i, — a weil dadurch das Ausgangselement 
auch gi*aphisch stets als Ausgangselement bezeichnet ist. Das + und - 
haben natürlich gar keine arithmetische Bedeutunp^, sondern dienen nur 
als Bezeichnung der entgegengesetzten Richtung. Zur Bezeichnung des 
quantitativen Unterschiedes diene als Bezeichnung der Identität, 
1 als Totalität des Gegensatzes. Alle anderen Richtungen werden also 
eine zwischen und 1 liegende Maasszahl als Bezeichnung ihres Unter- 
schiedes zur Ausgangsrichtung L + a im Verhältniss zum Untei-schiede 
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des totalen Gegensatzes 1 erhalten. Alle Richtungen von /nach + a^ 
+ Oy etc. werden nun einen um so gi*össeren Unterschied zu i, — a 
haben, je kleiner ihr Unterschied zu 2, + a ist, und umgekehrt Es 
wird also auch eine Richtung möglich sein, welche ebensoviel von T,+a 

wie von 1, — a verschieden ist, und ihre Maasszahl wird -^ sein. 

Nun ermöglicht aber eine jede Richtung i, + Oh zwischen /, -|- a 
und ly — a eine entgegengesetzte Richtung i, — o». Hieraus folgt, 
dass die denkmöglichen Richtungen sich stetig aneinanderschliessen und 
eine geschlossene Reihe bilden, in welcher das letzte Glied mit dem 
ersten zusammenfällt. Diese Reihe kann symbolisirt werden durch 

/, -f" ö .... 7, + öi, .... /, — a .... 2, — Om .... /, 4" Ä 
oder küi'zer durch 

4-a.... -f-öfi.».. — a.... — an +a 

und ihre Maasszahlen 

' 1 1 

n n 

Die Maasszahlen bezeichnen nur den Richtungsunterschied in arith- 
metischer Folge, sind also wirkliche oder positive Zahlen, können des- 
halb nie negativ sein ; ebensowenig bedeutet ja auch das — a etwas 
Negatives. Wir sind nun durchaus nicht berechtigt, diese stetige Folge 
von Richtungen fbr identisch mit dem BegiifT Ebene zu halten. Im 
Gegentheil, geometrisch gesprochen, können diese Richtungen durch 
alle möglichen Dimensionen unduliren; denn alles, was wir bis jetzt 
bestimmt haben, war, dass diese Richtungen arithmetisch unterschieden 
werden können; also arithmetisch ein kontinuirliches , aus zwei homo- 
logen Theilen bestehendes Gebilde ausmachen, ebenso wie die ge- 
schlossene Reihe 0....— ....1 

n n 

Es stellt sich jetzt die Frage: Können viele Richtungen zu einer 
bestimmten alle dieselbe Maasszahl haben? 

Es ergibt sich zuvörderst aus dem Richtungsbegiiflfe selbst, dass 
zu einer gegebenen Richtung nur eine einzige den Untei*schied 1 
haben kann; eben weil der Richtungsbegiiff ein logisch richtiger ist, 
und als solcher den Satz der Identität, das reine Denkgesetz, in Form 
der Kombination von zwei Elementen zu einem Ganzen ausspricht. 
Dagegen sieht man schon bei Inspektion der geschlossenen Reihe oben, 
dass alle anderen Maasszahlen (also und 1 ausgeschlossen) je zwei 
verschiedene Richtungen nach ihrem quantitativen Unterschiede be- 
zeichnen; und ausserdem besagen jene Maasszahlen durchaus nicht, 
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dass es nicht noch viele andere Richtungen geben könnte, welchen 
dieselbe Zahl im Verhältniss zu J, + a zukomme. 

Fassen wir deshalb alle Richtungen, welche zu dieser Ausgangs- 
richtung /, + o 6ine und dieselbe Maasszahl - haben, zusammen, und 

sehen, was wir davon aussagen können. Die einzige uns mögliche 
Aussage ist: dass diese vielen hypothetischen Richtungen sich alle von 
einander untei'scheiden mQssen, wenn sie eben verschiedene Richtungen 
sein sollen. Untei'scheidungsmerkmal der Richtungen gibt es aber 
kein anderes als dasjenige, was quantitativ durch Zahlen zwischen 
und 1 nach obiger Symbolik ausgedrückt werden kann. Der Sehlusß 
ist demnach : Wenn zu einer Ausgangsrichtung J^ + a viele andere 
Richtungen J, + 6 . . . J, + 5„ . . . . 7, — & . . . . denkmöglich sind, 

welche alle zu /, + a denselben Richtungsunterschied — haben , so 

müssen sich alle diese Richtungen /, b durch entsprechende, zwischen 
und 1 liegende Maasszahlen von einander unterscheiden. Andere 
von I ausgehende Richtungen sind aber überhaupt nicht denkmöglich, 
weil eben alle Verschiedenheit der Richtung nur im Richtungs- 
unterschiede liegt. 

Der letztei*e Satz ist allerdings eine Tautologie, die jedoch viel 
häufiger angewandt wird, als man gemeiniglich glaubt; und deren An- 
wendung eben durch den Satz der Identität gerechtfertigt ist. 

Auf Grund dieses Ei-gebnisses lassen sich nun alle denkmöglichen 
Richtungen — alle Verschiedenheiten der inneren Beziehung je 
zweier Elemente in einem Zusammen — als stetige geschlossene Reihen 
darstellen, welche ohne Lücke, nach jeder Richtung hin zusammen- 
hängen, und eben dadurch bilden, was wir allseitiges oder absolutes 
Kontinuum eines Zusammen nennen können. 

Es ergibt sich direkt eine Begi*enzung für alle Richtungen, welche 

zu J, -h a die Maasszahl - haben. Je zwei solcher Richtungen /, bi 

fv 

und 7, ig können nämlich unter sich keinen grösseren Richtungsunter- 
schied als 2 X - haben; denn sonst würde der Unterschied einer 

n 

jeden einzelnen zu 7, + a ja p:rösser als sein müssen, was gegen 

die Annahme = wäre. 2 X ist also die Maximalgrenze 

dieser Richtungen. *^) 

Eine Minimalgrenze kann aber für diese Richtungsuntei'schiede 
nicht angegeben werden, da keine Zahl 
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< ^^ = (/, 6,) : a b») 

der Bedingung (/, 61) : (J, + a) = (J, Aj) : (7, -h a) = wider- 

spricht 

Weil nun eine solche Mininia1gi*enze durch die Bedingung 

(7, b) : (7, -\- ä) = - nicht gesetzt ist, deshalb ist die einzig mögliche 

Minimalgienze jenes Gebildes die Grenze des Untei'schieds überhaupt, 
das heisst die Identität der Richtungen, deren Symbol hier ist. 

Die von 7 ausgehenden denkmöglichen Richtungen können dem- 
nach als kontinuirliche geschlossene Gebilde betrachtet werden, die, 
ausgehend von der Einzelrichtung 7, + a, eine kontinuirliche Folge von 
Richtungen enthalten, welche zu J, + a alle Maasszahlen von bis 1 

durchlaufen ; und ein jedes dieser Gebilde von der Maasszahl — zu 7, + a 

enthält in sich eine kontinuirliche Folge von Richtungen, deren Unter- 

2 

schiede zwischen den Grenzen und - eingeschlossen sind. Das Ge- 

n 

bilde, welches die Maasszahl 1 zu 7, + a hat, ist aber nur eine einzige 

Richtung, weil es identisch ist mit 7, — a. 

Weil diese Gebilde in sich selbst zui*Qcklaufende Reihen sind und 
gleichfalls als Folge von Gebilden eine in sich zurücklaufende (geschlossene) 
Reihe dai'stellen, deshalb ist das allgemeinste Kontinuum dieser Be- 
ziehungen vollendet, und ausser dem hierdurch Bestimmten gibt es 
keine denkmögliche Bestimmung innerer Richtungsbeziehungen; ein 
Resultat, was in vei-schiedenen Formen sowohl der Arithmetik wie 
Geometrie wiederkehren wird. "') 

Es ei-übrigt nur noch die weitere Fortsetzung des algebraischen 
Schematismus abzuschneiden; oder, nachzuweisen dass einer solchen 
Fortsetzung eine analoge logische Deutbarkeit nicht zukonnnt 

Bekanntlich hat man gesagt, ebensogut wie durch drei Koordinaten 
könne auch eine Funktion durch 4 und mehr bestimmt werden ; womus 
dann gefolgert wurde, dass ein Raum, der erst durch 4 Koordinaten 
bestimmt würde, in sich nichts Widei-sinniges enthalte. Ebenso könnte 
man versucht sein zu sagen : 

Da die Beziehungen 

1) (7, +«) : (7, + 6,)= J 

2) (7.-1- h,) : (l -f }k)=-- ^ 

m 
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gegeben Avorden sind, um den Raum zu bestimmen, so steht nichts im 
Wege weitere schematische Bedingungen hinzuschreiben, wie 

3) (/, + b,) : a + e,) = -l 

P 
und so weiter. 

Deshalb können weitere Räume von mehr Dimensionen durch alge- 
braische Gleichungen veranschaulicht werden. 

Die ganze Widersinnigkeit eines solchen Fortschrittes, wie auch 
oben bei den Raumkoordinaten, entsteht aber dadurch, dass der 
Grössenbegiifi* vom Richtungsbegriflf nicht getrennt wird, weil — für 
beide Begriffe identische Symbole angewandt werden; dies letztere ist 
aber nur zulässig, wenn man sich auf drei veränderliche Grössen be- 
schränkt. Hierüber wird bei der Mathematik gesprochen werden. 

Der Alogismus des obigen Fortschrittes ist sofort klar, wenn man 
bedenkt, dass die Gegenrichtung von J, + b^ bezeichnet ist durch 
h-r-b^. Sollen also noch andere Richtungen möglich sein, welche 
durch die Foimel 3) bestimmt werden, aber auch 1) und 2) genOgen, 
nun so müssen 2, + i, ^^^ &H^ h •{• c verschiedene absolute Gegen- 
richtungen zu J, — 6, sein ; ein und derselbe Begriff müsste dann viele 
kontradiktorische Gegensätze haben. 

Dass der Raum nur drei Dimensionen hat, beruht also darauf^ dass 
jede Richtung nur eine Gegenrichtung haben kann; und dies darauf, 
dass das Denken nur durch successives Setzen seine Gebilde erzeugt, 
und dies darauf, dass das Gesetzte das Gesetzte ist, oder — dem 
Identitätssatze. 

Wie man sieht läuft die Bestimmung der Richtungsverschieden- 
heiten parallel einer Konstruktion der Kugel durch von dem Halb- 
messer aus sich allmählich ausbreitende Kegelflächen, bis der ent- 
gegengesetzte Halbmesser erreicht ist. Deshalb hat aber die obige 
Bestimmung durchaus nichts Räumliches an sich, sondern verbleibt in 
der Analyse 

von (ft {oi^ <h^ ^6 ) 

oder vielmehr in ihrer einfachsten Bestimmung als: 

<;r, (a^ a^ , fii aj , . . . ; o« Ol , o« a^ ) 

Deshalb ist auch hieimit nicht der empirische Raum deduzirt: aber 
Kants intellektuale Anschauung „absoluter Raum^ ist hiermit logisch 
entwickelt, als logischer Prozess nachgewiesen. Gleicherweise ist nach- 
gewiesen, dass von einer empirischen Welt, sei sie wie sie wolle, seien 
die wahrnehmenden Sinne, welche uns Kunde geben von jener Welt, 
wie sie nur sein mögen, Wahrnehmungen nur in obip:er Raumform ge- 
macht werden können : denn sie ist die einzige, welche dem Identitäts- 
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satze konfoi-m ist: und dies ist gleichbedeutend mit Denken, mit der 
Möglichkeit einer Erfahrung überhaupt 

ß) Die innere Beziehung als Entfernmig. 

Im vorigen Abschnitte wui'den die zwischen je zwei Elementen 
möglichen Beziehungen betrachtet. Der einfache Fortschritt der Ana- 
lyse stellt jetzt die Beziehungen vieler Elemente o, o, Os . . . . als 
Frage ; und als einfachsten Fall den Konnex Oi a^ a^ . . . . deiigestalt, 
dass die Richtungsbeziehung aller Elemente dieselbe sei. Hieimit ist 
zugleich der Richtungsbeziehung gegenüber der einzig noch mögliche 
Fall einer charakteristisch anderen Beziehungsweise in einem Zusammen 
von vielen Elementen gekennzeichnet. 

Wir betrachteten vorher den Konnex /, + a. Dei*selbe war als 
Kichtungsbeziehung identisch mit — a, i. Die Symbolisirung deutet 
jedoch an, dass andere Elemente in dem zweiten Konnex die identische 
Richtung bilden, der Konnex also in Hinsicht auf die Elemente ein 
verschiedener von dem ersten ist. Wir können nun gleichfaUs den 
Konnex — Uy I^ + a bilden, und seine Richtung ist identisch mit den 
beiden vorigen. Es liegt nun gar kein logisches Hinderniss vor, diesen 
Konnex durch weitere Elementarglieder zu vergrössem, unter der Be- 
dingung, dass je zwei Elemente stets die identische Richtungsbeziehung 
J^ + a haben sollen. Aber die Konnexe als Ganze sind deshalb doch 
verschieden von einander in Hinsicht einer anderen Beziehung als der- 
jenigen der Richtung. Wir nennen diese charakteristische Beziehungs- 
weise eine solche der Grösse des Gebildes (jp, = (— a, i, + a, ) 

(Hier der Entfernung seiner Grenzelemente. 

Ein solches Gebilde als eine neue Art der Funktion (p, überhaupt, 

als (fs = (— a, i, 4- a, + ai, + ) 

ist eine durch die Summe der Einzelentfernungen gemessene Grösse; 
dieselbe hat nur eine Grenze, und diese ist das Einzelelement. Die 
Grösse des Gebildes ist Null, solange nur ein Element, eine einzige 
Setzung des Denkens da ist, weil damit noch gar keine (ft gesetzt ist; 
zu einer solchen gehören mindestens zwei Glieder. Weil aber eine be- 
liebige Reihe durch logische Reduktionen auf ein isolirtes Glied zurück- 
geführt werden kann, deshalb darf wie das Einzelglied ebenso auch die 
arithmetische Null als Stelle in der Reihe betrachtet werden. Als 
(hf)sse hat diese (f, keine Maximumgrenze: sie kann unbeschränkt ver- 
grössert werden. Man nennt deshalb die Zahlreihe und die gerade 
Linie unendlich: ein Attribut, welches einer mystischen, nicht 
einer logischen Sprachentwickelunir seine Entstehung verdankt, und 
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welches aus dem mathematischen Sprachgebrauche am l>esten gsnz 
verschwände. 

Man wird hier einwenden, dass mit der Grösse der ^/> keineswegs 
schon räumliche oder zeitliche Entfernung konstiiiirt worden sei; dass 
zwischen je zwei Elementen vielmehr ein leerer Raum, aber keine 
Ausdehnung stattfindet. Dies ist richtig; die Ausdehnung ist mit obiger 
Funktion q)^ noch nicht geschaffen. Es ist aber von ihr auch gar nicht 
die Rede, sondern nur von logischen Beziehungen, wie sie sich in den 
arithmetischen Konnexen zunächst darstellen. Deshalb sprechen wir 
nicht von räumlichen Entfernungen, sondern von Entfernung der 
Gi'enzelemente oder Grösse der qp,, einem Zusammen von einheit- 
licher Richtungsbeziehung. Dass aber diese logische Beziehung die 
Basis ist, auf welcher die räumliche Entfernung als gradlinige Aus- 
dehnung erzeugt wird, soll sich im Kapitel über die Entstehung der 
Aussenwelt zeigen. 

Dass diese innere Beziehungsfoim Entfernung auch bei der 
Reihe (fr betrachtet werden kann, wurde schon bemerkt. 

y) Kombinationen. 

Es liegt nun nahe, weitere Beziehungsweisen zwischen neuen 
Konnexen au&usuchen ; entweder durch Gegenüberstellung von gi'össei en 
Elementarverbindungen gleichaitiger Natur, wie 

a^ Ot o^ On zu bi bf h^ b„ 

oder aber von solchen ungleichartiger Zusammensetzung 

üi zu Oj a-j oder a^ a.) zu ii b^ b^. . . , &,j. 

Es wird sich jedoch bei Entwickelung der Mathematik zeigen, dass 
alle diese foimalistisch neuen Setzungen nur scheinbar neue sind, und 
sich auf jene typischen zwei Beziehungen a) Richtung und ß) Entfeniung 
zuiUckführen lassen: dass alle weiteren Bildungen demnach nur Kom- 
binationen aus diesen zwei logischen Elementarbildungen sind. Diese 
Kombinationen werden in der Arithmetik unter dem Namen Konnexe, 
in der Geometrie unter dem Namen Figuren behandelt, und sind als 
logische Gebilde ein und dasselbe. 

Hier liegt die Wurael des Grundes, welcher diese beiden Wissen- 
schaften auf das innigste verbindet, und welche besonders in der 
neuesten Entwickelung dieser Wissenschaften so auffällig und vielseitig 
zu Tage getreten ist. Die wahre Natur dieses Zusammenhanges musste 
jedoch verborgen bleiben, solange es nicht gelungen war, das logische 
Element aus der Anschauung des Raumes, aus der empirisch wahr- 
genommenen Ausdehnung auszuscheiden. Die Bezeichnung als „Fonn 
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unserer Sinnlichkeit" war allerdings ein grosser Fortschritt in dieser 
logischen Analyse, aber es war noch nicht die Reduktion auf ein wahr- 
haftes Element ; das zeigte sich schon darin , dass dieser Begriff nicht 
unmittelbar verständlich war, wohl auch seinem Erfinder stets dunkel 
geblieben ist. 

Die logische Vei-schiedenheit der Typen a) und /?), welche beide 
als Grössen entwickelt wurden, zeigt sich am charakteristischsten in 
der Keihenbildung , zu welcher sie Veranlassung gaben; a) als ge- 
schlossene, bestimmte, in sich zurücklaufende, ß) als unbegrenzte der 
Möglichkeit nach. Thatsächlich , empirisch, subjektiv können 
allerdings in beiden Reihen beliebige Grenzen gesetzt werden; aber 
dies beeinträchtigt nicht ihren typischen Charakter. 



A. KAPITEL VIII. 

DIE BNTSTEHüNa DER AUSSENWELT. 



Empfinden und Denken sind als Thatsachen, als das wirkliche Ge- 
schehen der Welt dargestellt worden, und was sie sind wissen wir 
unmittelbar. Voretellungen und Begriffe wurden daraus gebildet Lo- 
gische Formen des Nacheinander und Nebeneinander mit ihren Ab- 
stufungen und Kombinationen. Aber die abstrakte Reihe des Nach- 
einander ist noch keine Zeit, die wir als geistige Eifüllung oder auch 
als Langeweile wahrnehmen; die Konnexe des Nebeneinander sind noch 
keine Ausdehnung, wie wir sie bei jeder Gliedbewegung empfinden. 
Trotzdem haben jene logischen Konnexe die Formen, welche wir auch 
der empirischen Zeit und dem Räume zuschreiben; dass die Hypothese 
einer Zeit von zwei, eines Raumes von vier Dimensionen logische 
Widersprüche in sich schliesst, ist nachgewiesen worden. Aber was 
treibt uns dazu, ausser logischen Kombinationen und subjektiven Em- 
pfindungen auch noch einer sogenannten äusseren Welt von Dingen 
Existenz zuzuschreiben, und zu sagen: jene Dinge seien die Ursache, 
dass wir Empfindungen hätten, dass wir zum Bilden logischer Kom- 
binationen gebracht wQrden? 

Die bekannte Antwort des naiven Bewusstseins , über welche der 
Empirismus nicht hinauskommen kann, ist: nun weil eben äussere 
Dinge da sind, weil die Existenz einer Aussenwelt sich ja bei jeder 
(relegenheit kundgibt, ihre Existenz fär den gesunden Menschenverstand 
die fldlergewisseste Thatsache ist. 

Dass diese Antwoit ungenügend ist, selbst wenn die darin ent- 
haltene Behauptung einer äusseren Welt nach Auffassung jenes naiven 
Bewusstseins richtig wäre, wird durch eine jede Sinnestäuschung gezeigt ; 
seien dies nun optische oder Täuschungen des Tastgefühls bei ^anz 
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normalen Sinnes- und Lebenszuständen , seien es Halluzinationen oder 
Traumbilder. Bei allen diesen Gelegenheiten beurtheilen wir unsere 
Sinneserregungen als veinii-sacht durch äussere Dinge, und fällen erst 
ein anderes Urtheil, nachdem wir diese äusseren Dinge mit anderen 
äusseren Dingen, die wir unter anderen subjektiven Verhältnissen 
wahrnehmen, verglichen haben. 

Die räumliche Ausdehnung der Traumwelt ist ganz dieselbe wie 
diejenige der im wachen Zustande beobachteten Welt; sie hat eben 
dieselbe sinnliche Frische und Lebendigkeit, und ist durchaus ver- 
schieden von den Erinnerungsbildern des wachen Zustandes. Der 
Grund, weshalb wir im Wachen jene Traumbilder für nicht real er- 
klären, unser während des Traumes geltendes Urtheil umstossen, liegt 
nicht in der anderen Aeusserlichkeit einer anderen räumlichen Aus- 
dehnung, sondeiD darin, dass die Tmumvorgänge weder unter sich noch 
mit den Vorgängen des wachen Zustandes in kausalen Zusammen- 
hang gebracht werden können. Mit andei*en Worten : im Traume ge- 
schehen Wunder; das vernünftige (wache) Denken lässt aber kein 
Wunder zu, kann es nicht zulassen, weil es sonst sich selbst aufheben, 
fbr nichtig (nicht real) erklären mflsste; deshalb muss das vernünftige 
Denken jene Traumbilder fbr nicht real erklären. Hieran wird dui*ch- 
aus nichts dadurch geändert, dass wir während des Traumes gewöhn- 
lich (aber nicht immer) jenen kausalen Zusammenhang nicht fordern, 
ihm nicht nachforschen, sondern ohne streng logische Urtheile jene 
Traumwelt über uns ergehen lassen. Das geschieht ebensogut im 
wachen Zustande bei dem grössten Theile der Menschheit. 

Hieraus folgt, dass wenn auch eine äussere Welt in dem sogenannten 
empirischen Räume existirt, diese äussere Welt doch durchaus nicht 
unbedingt nothwendig ist, um in uns die Anschauung einer räumlichen 
Ausdehnung zu erzeugen; die nothwendige Bedingung dieser letztei*en 
muss also ganz wo anders liegen. 

Jene empiristische Antwort ist aber nicht allein ungenügend, 
sondern geradezu falsch; ihr Fehler wird charakterisirt durch die neue 
Finge : Wenn nun auch äussere Dinge existiren, wie geschieht es dann, 
dass ein äusseres Ding auf ein anderes äusseres Ding wirkt, wenn 
es doch lediglich ein äusseres Ding sein soll? Die Dinge wirken doch 
auf uns, wenn sie uns zu ihrer Wahrnehmung als äusserliche Dinge 
bringen ; warum bleibt diese Wirkung nicht blosse innere Empfindung? 
Muss, um dieses zu bewirken, nicht das eine Ding aus seiner reinen 
Aeusserlichkeit herausgehen, in das andere flbei^ehen? Mit einem 
solchen Uebergang aber, einerlei was seine begleitenden Momente seien, 
wäre grade die Aeusserlichkeit, die Ausgedelmtheit aufgehoben; denn 
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zwei Din^^e oder Bestimmungen irgend welcher Art, die ineinander 
übergegangen, sind nicht mehr äusserlich zueinander. 

Die Aussenwelt bleibt also eine reine Hypothese, die zwar immerhin 
Wahrheit enthalten kann, die aber auch unter Voraussetzung ihrer 
Richtigkeit das Kaumproblem nicht zu beantworten vermag. In jedem 
Falle, bestehe realiter eine Aussenwelt oder seien die Dinge nach Aussen 
projizii-te Phantome, muss die Seele jene Anschauung der räumlichen 
Ausgedehntheit selbstthätig erzeugen. 

Kant gab die Antwort: Kaum und Zeit sind die Formen unserer 
Sinnlichkeit; also eine Mitgift unseres menschlichen Intellekts, 
eine Bestimmung der wesentlichen Natur dieses Intellekts, und als eine 
solche nicht weiter ableitbar. 

Der Knoten war zerhauen, nicht gelöst; die Frage war in aller 
Scharfe einmal gestellt worden; aber es entwickelte sich aus jener 
Antwort eine neue Keihe Fragen, weil die Antwoit mangelhaft war. 
Unser Intellekt war das Zaubei-wort, welches die Frage lösen sollte. 
Die Folge aber war, dass man frug : was ist denn dieser unser Intellekt ; 
gibt es deren verschiedene, die sich alle mit dem Denken nach dem 
Satz des Widei-spinchs vertragen , und wie können dieselben sich von- 
einander unterscheiden? Oder ist etwa Intellekt ein drittes dem 
Denken und Wahrnehmen oder dem Denken und Sein koordinirtes 
Element? In diesem letzteren Falle müsste er ein durch sich selbst 
verständlicher Begriff sein, gleichwie Denken und Empfinden, und es 
mttsste sich gleicherweise bei jeder Empfindung die nothwendige Koor- 
dination dieses dritten Elementes dem Gefühle aufdrängen. Von alledeiD 
ist aber nicht die Spur vorhanden; das beweist schon die Unzahl von 
Attributen, die dem Intellekt verbunden werden, um den Begriff ver- 
ständlicher erscheinen zu lassen. Bei Kant und seiner Schule wird 
gehandelt von dem — erkennenden, Gi'enzen setzenden, empirisch sinn- 
lichen , vorstellenden , erkennenwollenden , psychologischen , indiSe- 
i^nten .... etc. — Intellekt Eine einheitliche Definition dieses B^riflfe 
ist nirgendwo auch nur versucht; der Begiiff selbst war aus der alten 
Metaphysik als sprachliches Erbtheil herübei-genommen in der Meinung, 
er bilde die Mitgift des vovg für den Menschen. 

Die Frage spitzte sich also dahin zu: Ist dieser Intellekt etwas 
Spezifisches, was der Menschheit zukommt, neben dem es aber noch 
andere Intellektarten geben kann, die andere ursprüngliche Anschauungen 
als Zeit und Raum haben können — sind alle diese Arten von Intdlekt 
im logischen Denken möglich? Nun dann ist der menschliche Intellekt 
als etwas Gegebenes in unserer Welt, etwas empirisch Gegebenes, was 
auch anders sein könnte. 
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Wie es nicht andei*s sein konnte, wurde trotz Kants Antwort diese 
Natur des Intellekts entweder auf logischem oder auf sinnlichem Gebiete 
zu ergrQnden gesucht; denn nur bei den beiden Begriffen Denken 
und Empfinden veimag das Erkennenwollen Halt zu machen, weil 
diese Begriffe bei jedem Akt des Denkens und Empfindens unmittelbar 
verständlich sind ; weil dies in Wahrheit letzte Elemente des Geschehens 
sind« Es wurde entweder logisch oder sinnlich jene Natur des Intellektes 
zu erforschen gesucht, ohne dass man methodisch jene beiden Elemente 
der Existenz Oberhaupt aufgestellt hätte — weil es eben nicht anders 
möglich war; weil kein anderes Gebiet der Existenz vorhanden ist, weil 
deshalb das fiktiv aufgestellte dritte Gebiet „der menschliche Intellekt" 
auf die beiden wirklich daseienden Gebiete hinübergebracht 
werden musste. 

In dem Verlaufe der bisherigen Entwickelungen ist der Kantische 
Intellekt dargelegt als entweder ein unnöthiger oder aber ein para- 
logischer Begriff. Unnöthig ist er, weil wir denselben gar nicht in 
den TJntei*suchungen zu verwenden brauchten; unnöthig zeisrt er sich 
schon dadurch, dass alle seine erklärenden Attribute entweder in das 
Gebiet des Denkens oder des Empfindens verwiesen werden können. 
Paralogisch ist der Begriff aber, wenn er ein neues selbständiges 
Gebiet bedeuten soll; denn ein Denken nach dem Satz des Wider- 
spruchs veilrägt ein solches nicht, und die Hypothese eines anderen 
Denkens, einer höheren Vernunft, ist ein Missbrauch der Sprache und 
der Schrift; ein Missbrauch des Denkens kann eine solche Hypothese 
nicht einmal genannt werden, weil es eben kein Denken ist, sondern 
gedankenlose Negation des Denkens. 

Nach Darlegung der Fehler obiger Antworten auf das Anschauungs- 
problem stehen wir wieder an der Frage selbst 

Welche Kombinationen das Denken möglicherweise machen konnte, 
ist gezeigt worden ; aber wie kommen wir dazu, das logische Zusammen 
der Elemente in ijp (a, 6, c . . . .) zu einem Zusammen zu gestalten, 
welches ein Zwischen a und h enthält, welches aus a und h eine 
Ausdehnung von a bis 6 schafft; denn a und h einzeln als isoiiite 
Glieder einer Reihe betrachtet, sind lediglich Nullen der Ausdehnung, 
wie in Kapitel VII gezeigt worden ist Und wie kommt es« dass wir 
eine doppelte Art dieses Zwischen, als Zeitausdehnung und als Raum- 
ausdehnung, subjektiv produziren? Denn subjektiv müssen wir ja pro- 
duziren auch fQr den Fall, dass es äussei'e Dinge gibt. 

Die einzig mögliche Antwort auf diese Frage ist durch den Gang 
der logischen Analyse schon angedeutet, und steht als die einzige bis 
jetzt noch nicht verwendete Kategorie in der Tafel der Begriffe. 

6 
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Wenn die logische Kombination, nur die Elemente als Denkpunkte 
zusammenstellen, aber nicht das Zwischen den Denkpunkten her- 
stellen kann, nun so muss Letzteres eben dem anderen Gebiete, dem 
Empfinden zugeschrieben werden. 

Die Empfindung selbst wurde logisch geschieden in ein Sinnes- 
zeichen und ein Grefbhl. Die Sinneszeichen sind es nun, welche als 
Eigenschaften den Dingen der Aussenwelt zugeschrieben werden. Ent- 
steht demnach mit der Wahrnehmung der Sinneszeichen die Aussen- 
welt? Dann müsste das begriffliche Setzen der Funktion 

q) {a, b^ c ), wobei unter a, 6, c . . . 

die Merkmale gelb , warm , hart etc. vei'standen werden , einen Begriff 
erzeugen, welcher die Yoratellung des ausgedehnten Körpers ermöglichte. 
Das kann aber durchaus nicht der Fall sein, denn hiermit geschah 
anders nichts, als dass an Stelle der mathematisch allgemeinen Einheit 
verschiedene heterogene Einheiten in jener Funktion verbunden wurden. 
Die Sinnesmerkmale sind also nicht die nothwendigen Elemente zur 
subjektiven Produktion der Aussenwelt; und es bleibt von allen Ka- 
tegorien nur das GefQhl als solches tlbrig, welches prinzipiell zur Ge- 
staltung der Ausdehnung mitwirken könnte. 

Hiergegen wird sich nun gleich die gewöhnliche Auffassung wenden, 
welche das Geftthl als etwas Sekundäres betrachtet, welches möglicher- 
weise die Sinnesmerkmale begleiten könnte oder auch nicht. Dieser 
Auffassung wurde schon im Vorhergehenden einmal entgegengetreten. 
Dieselbe allgemein überzeugend zu widerlegen ist deshalb so schwierig, 
weil der Grad des Gefühls eine so schwache Intensität haben, sowenig 
vom Nullpunkt verschieden sein kann, dass er überhaupt für Null an- 
gesehen wird. Seitdem man jedoch eine Bewusstseinsschwelle kennt, 
wo die Schwäche des Reizes keine Reaktion der Sinne mehr bewirkt, 
muss auch ein entsprechender Punkt auf der Skala von Lust und Un- 
lust prinzipiell zugestanden wei*den. Lust und Unlust sind das prin- 
zipiell Beständige in der Empfindung, und die spezifische Art, wie sie 
erregt werden, nennen wir ihr Sinnesmerkmalzeichen , wobei man von 
der Stufe des Gefühls absieht Eine bestimmte Intensität des Roth 
mögen wir als indifferent für unser Gefühl bezeichnen ; wenn wir jedoch 
diese Intensität steigern oder schwächen, durchläuft das Gefühl ver- 
schiedene Stufen, welche wir als „matt, lebendig, satt, feurig, bis 
schmerzhaft, grell'' bezeichnen; und diese Attribute sind Bezeichnungen 
<les Grades von Lust und Unlust, nicht aber der indifferenten äusseren 
Merkmale. Soll nun ei*st bei einer gewissen physikalischen Stufe des 
Koth dieses Gefühl überhaupt auftreten? Das wäre gegen das Gesetz 
der Kontinuität; das wäre eine Neuschöpfung des äusseren Reizes bei 
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seiner Wirkung auf den Oi'ganismus. Bei einer gewissen gi-össeren 
Geschwindigkeit der Lichtwelleu müsste Schöpfung eines neuen Existenz- 
elementes aus dem Nichts stattfinden, ein Wunder in der physischen 
Erklärung der Welt angenommen werden. Wohl aber mag das Gefühl 
auf der Skala Lust — Unlust sich allmählich dem Nullpunkte nähern, 
ebenso wie auch die W^ahmehmung des Sinneszeichens ganz verschwinden 
kann, ohne dass der äussere Reiz dazusein aufgeholt hätte. Wenn 
dieser Null- oder Indifferenzpunkt überhaupt eintritt, dann ist die Seele 
todt für das eigene Bewusstsein, und der betreffende Organismus kann 
nur noch Objekt für andere Seelen sein, wo jener Indifferenzpunkt nicht 
erreicht ist, in welchen jener empfindungslose Leib noch Empfindung 
erweckt. Auch werden ja Empfindungen, z. B. leise Geräusche, welche 
unter normalen Umständen vom Organismus gar nicht wahrgenommen, 
oder wenigstens für indifferent dem Gefühle gegenüber gehalten werden, 
unter anderen sogenannten kitinkhaften Verhältnissen nicht aUeln wahr- 
^^enommen, sondern als schmei'zhaft beurtheilt Soll nun das Gefühl 
überhaupt, welches sich dabei als Schmerz kundgibt, erst auf einer 
gewissen Stufe der Reizstärke entstanden sein? Die Ansicht ist un- 
logisch, weil gegen das Gesetz der gegenseitigen Bedingtheit allen 
Geschehens. 

Werde nun die Antwort auf die Frage nach Entstehen des Aus- 
gedehnten überhaupt formulirt. 

Ausdehnung entsteht, oder ist da, sofern Empfindung da ist, oder 
vielmehr Empfindungen ; und diese letztere speziell bestimmt als Lebens- 
gefühl, welches von dem Organismus empfunden wird als ein Werth 
für seine Individualexistenz, als Lust oder Unlust. Oder in subjektiver 
Fonnulirung des Satzes: 

Ausdehnung ist da, weil die Indiyidualseele nicht indifferent einem 
Anderen oder einer Aussenwelt gegenüberliegt, wie etwa eine photo- 
graphische Platte, welche deren Merkmale r^strirt; sondern weil sie 
ein aktives Prinzip ist (als aktives Piinzip au^efasst, determinirt werden 
muss), welches fühlt, begehit, will, welches Empfindungen erleidet als 
eine Werthschätzung fQr ihr Dasein, und dadurch von diesem Dasein 
weiss als einem Individualdasein einem Anderen gegenüber; und des- 
halb auch dieses Individualdasein zu behaupten strebt dem Anderen 
gegenüber. Wäre statt dessen die ganze Welt nichts Anderes als eine 
Bewegung füliUoser Atome, so könnte nie in einem Komplex solcher 
Atome Gefühl auftauchen, nie könnte ein solcher Komplex, wenn auch 
in der organischen Anordnung als Mensch, zu der Anschauung einer 
Ausdehnung, weder einer zeitlichen noch einer räumlichen, gelangen. 

6* 
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Die Zeit. 

Empfindung überhaupt muss also nicht bestimmt werden als ein 
einmaliger Akt, als momentane Marke eines Sinneszeichens, sondern als 
beständiges Bewusstwerden der Empfindung, als Gefühl spezifbdrt durch 
Sinneszeichen. Bewusstsein ist kein inihendes Ding an sich, sondern 
unmittelbares dauerndes Wissen von einem Geschehen; um keine Ver- 
wiiTung anzurichten, soll dieses Geschehen hier nie als Sein besEeichnet 
werden. Als Wissen von einem Geschehen bestimmt sich die Em- 
pfindung als allgemeinste Form der Ausdehnung; wir nennen sie als 
solche Zeit. 

Insofem kann man die Zeit empirisch nennen; nur muss man 
sich hüten, dieses Empirisch für gleichwerthig allem sonstigen Ge- 
brauche dieses Wortes zu halten. Im Allgemeinen bezeichnet man mit 
„empirisch" Etwas, was auch anders sein könnte, ohne deshalb unsere 
Auffassungsf&higkeit oder unser Denkgesetz unmöglich zu machen. 
Deshalb haben ja auch die „Empiriker aus System" andere Welten mit 
anderen Zeiten hypostasirt, wo etwa die Zeit sprungweise vorwftits 
i-ückt, oder in mehr als einer Ai-t der Ausdehnung, in zwei Dimensionen, 
oder gar in sich selbst zurücklaufend. In diesem Sinne nun ist die 
Zeit nicht empirisch sondern eher apriorisch zu nennen, obsehon auch 
dieses Wort nicht logisch gebildet ist und zu einer Unzahl von Miss- 
Verständnissen Anlass gibt Die Zeit darf nur insofem empirisch 
gegeben genannt werden, wie das Dasein einer Welt überhaupt 
auch empirisch gegeben genannt wird. Dies Dasein ist weiter geg^>en 
als Denken und Empfinden, oder wie wir jetzt sagen können, als 
Ausdehnung überhaupt Ausdehnung wird demnach wahi^nonimen« 
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nicht weil eine ausgedehnte objektive Welt existirt, — das mag richtig 
sein oder auch nicht — sondern weil ein jedes denkende, empfindende 
Individuum beständig Ausdehnung ei*zeugt; und diese Erzeugung der 
Ausdehnung findet nicht statt, weil die Individualseele einzelne Denk- 
akte setzen kann und auch nicht, weil sie die Sinneszeichen gelb, warm, 
hart etc. zu registriren vei-mag, sondern weil sie ein aktives Prinzip 
des Fühlens, Strebens, WoUens, oder wie immer man dies nennen mag, 
ist, und als solches nicht dem grammatischen Subjekt in seiner Daseins- 
ruhe und auch nicht dem Ding an sich, sondern dem Geschehen 
entspricht Denken ist auch ein Geschehen; aber die Reflexion fasst 
nur die einzelnen Denkakte als bestimmend für das Denkprodukt, und 
es üst ihr gleichgültig, inwiefern diese Denkakte durch Ausdehnung, 
d. h. objektivirte Empfindung, verbunden sind. 

Diese Ausdehnung muss nun als eine stets identische Einheit bei 
allen Denkakten stattfinden ; und deshalb kann von ihr ganz abgesehen 
werden, weil es ja eben die überall vorhandene Einheit ist. Die Welt 
als Existirendes überhaupt ist aber nicht allein ein empirisch Ge- 
gebenes, sondern es kann auch gar nicht ihr Gegentheil gedacht 
werden. Dass Nichts sei, kann nicht gedacht werden; in dem Satze 
widersprechen sich ja schon das Nichts und das Sei. Von allem 
in der Welt kann abstrahiit werden, alle Dinge können wir aus dem 
Raum hinausdenken, vielleicht auch den leeren Raum hinwegdenken, 
aber immer und ewig bleiben wir selbst zurück; wir haben nur eine 
andere, auf uns reduziite Welt gedacht, aber niemals das Nichts. 
Die Hypostase eines Nichts ist also unserem Denkgesetz entgegen — 
und somit ist das Gegebene überhaupt eine Denknothwendigkeit, 
und nicht etwas Empirisches im Sinne des gewöhnlichen Sprach- 
^'ebrauchs. 

Man könnte nun noch eine Welt des reinen Denkens oder der 
dlleinigen Empfindung als Hypothese setzen; aber auch ein 
solches Gegebenes widei'spricht sich, wie schon in Kapitel I nachgewiesen. 

Reines Denken entsteht als logischer Kunstgriff, indem wir, wie 
oben gesagt, nur die einzelnen Denkakte ohne ihre denknothwendige 
Verbindung als Ausdehnung betrachten, weil eben das beständige Mit- 
berücksichtigen der Ausdehnung für diese oder jene Frage von keiner 
Bedeutung ist. Deshalb ist sie aber doch da, ebensogut wie kein Sub- 
jekt und Objekt isolirt bestehen kann, sondern nur insofern sie zu- 
sammen d. h. verbunden da sind ; welche Verbindung durch die Kopula 
hezeicbnet wird. Viel eher könnte man sagen, die Kopula (die Aus- 
dehnung) existirt und das Subjekt und Objekt sind Scheinwesen. Die 
chinesische Sprache nennt das Zeitwort „ho tseu" d. h. lebendiges Woit; 
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und hier dürfte die Metaphysik des Sprachgeistes das Richtige getroffen 
haben; denn fürwahr alles Leben, alles reale Existiren liegt vielmehr 
in dem Geschehen als in dem Sein der grammatischen todten Wesen — 
Subjekt und Objekt. 

Mystische GemQther mögen sich darin gefallen, irgend einem 
höheren Wesen ein solches mnes Denken zuzuschreiben; das wäre 
aber in Wahrheit ein Unwesen. Wir sind allerdings nicht zu dem 
Ausspruche berechtigt „es kann nichts Anderes existiren als mte Weh 
von Denken und Empfinden **, aber eine solche andere Welt für m(^bch 
zu halten, ist widersprechend einem Denken Oberhaupt. Möge immerhin 
ausser Denken und Empfinden noch etwas Andei*es existiren; darauf 
wären jedenfalls irgendwelche unserer Begriffe, eingeschlossen desjenigen 
von einer Existenz überhaupt, nicht anwendbar ; also darf es auch 
nicht möglich genannt werden. Wenn der Mystizismus dieses mö^* 
lieh für ein höheres Wesen ausspricht, so ist das einfach ein 
Eingeständniss seiner beschränkten Denkkraft ; wenn aber der Kritizis- 
mus durch dieses möglich vermeint, einen höheren Standpunkt zu 
signalisiren dem Attribut denkunmöglich gegenüber, so muss ihm 
vorgehalten werden, dass statt einen höheren kritischen Standpunkt 
erlangt zu haben, er einfach das Fundament Denken überhaupt 
weggestossen hat, und in die bodenlose Leere hineinfällt, wie der an 
seinem Zweifel verzweifelnde Skeptiker. 

Setzen wir nun noch die Welt des reinen Empfindens. 

Wäre ein Wesen nur einer einzigen Empfindung fähig, so würden 
wir seinem Dasein (objektiv betrachtet) Dauer zusprechen, aber diese 
seine zeitliche Ausdehnung könnte ihm durchaus nicht zu Bewusstsein 
gelangen: es selbst als eine einheitliche in sich abgeschlossene Welt 
würde kein Aussen kennen. Dasselbe würde stattfinden, wenn dieses 
Wesen verschiedener Empfindungen fähig wäre, die sich aber einander 
absolut ausschlössen, sodass die eine die andere ablöste, ohne eine 
Erinnei-ung ii-gend einer Art zu hinterlassen. Das reine Empfinden 
bringt also für sich auch keine Ausdehnung hervor; eine Welt des 
reinen Empfindens wäre keine Welt, hätte auch keine zeitliche Aus- 
dehnung; denn wir müssen bedenken, dass indem wir jener reinen 
Empfindungswelt zeitliche Dauer zusprechen, dies nur dadurch nicht in 
sich widei-sprechend ist, dass wir jene Empfindungswelt durch unser 
Denken vermehren, also die ei'stere Hypothese aufheben. 

Wird aber jenem empfindenden Wesen die Fähigkeit beigelegt, 
mehrere Erinnerung hinterlassende Empfindungen zu haben, dann 
entsteht für dasselbe, oder auch, es erzeugt für sich, eine Aussenwelt. 
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Wir können uns diesen Vorgang folgendei-weise interpretiren: 

Das Empfindungswesen hat die Empfindung a, sodann die Em- 
pfindung h und veimag sich ausserdem noch der Empfindung a zu 
erinnein , d. h. dieselbe von b zu unterscheiden und mit ihr zu ver- 
gleichen. Dies Unterscheiden und Vergleichen ist ein Ui-theil, und der 
ganze Vorgang dieser synthetischen Zusammenstellung ist nichts Anderes, 
als was wir mit dem Begriff Denken bezeichneten; näher, denkende 
Setzung und Verbindung der Empfindungen a und b. 

Werden nun verschiedene Reihen von Empfindungszuständen durch- 
lebt, und kann das Wesen aus dieser Vielheit einen Zustand aussondern, 
welcher sich annähernd gleich bleibt, so wird es diesen beurtheilen als 
einem stabilen Subjekt entsprechend, gegenüber einer Vielheit von 
Attributen ; weil die Natui* des Denkens überhaupt, charakterisirt durch 
die Funktionen „ti*ennen, vergleichen", sich in diesen grammatischen 
Formen bewegen muss. Eine eingehendere Beti*achtung dieses Urtheils, 
welches die logische Funktionalverbindung in Verbindung nach „Ursache 
und Wirkung" umwandelt, folgt unter Kausalität Diese wechselnden 
Zustände bilden seine Aussenwelt, weü es sie beuilheilt als verschieden 
von dem Subjekt Ich. 

Diese Aussenwelt entsteht auch wenn gar keine äusseren Objekte 
(im gemeinen Sinne) diese Zustandsänderungen bewirkten ; irgend welche 
subjektive Phantasien würden diese Aussenwelt gleicherweise erzeugen, 
sofern nur das Urtheil des Subjekts, einerlei ob mit Recht oder Uni-echt, 
dieselben als etwas Fremdes, nicht stabil seinem Wesen Verbundenes 
bezeichnet. Diese Aussenwelt ist aber noch nicht geschieden in eine 
zeitliche und räumliche ; sie kann rein zeitlich gedeutet werden, solange 
noch keine näheren Bestimmungen über die Art jener Empfindungen 
gemacht worden sind. Das Geschehen oder Wahrnehmen von Empfin- 
dungen ist demnach identisch mit zeitlicher Ausdehnung und denkender 
Setznng dieser Ausdehnung. Die Zeit ist also nicht etwas Empirisches, 
was ohne „Geschehen von Denken und Empfinden" nebenher ablaufen 
könnte: ebensowenig entsteht sie durch das isolirte Denken, den ab- 
strakten logischen Prozess, ebensowenig durch das Geschehen von iso- 
lirter reiner Empfindung; sondera sie entsteht durch (oder: ist zugleich 
da mit) das denkende Setzen verschiedener Empfindungen. Durch 
dieses denkende Setzen kommt das empfindende Wesen zum Bewusst- 
sein seiner Empfindungen als von Dauer, von zeitlicher Ausdehnung; 
es hat die Verschiedenheit der zeitlichen Ausdehnungen kennen ge- 
lernt, und ist dadurch zu der Möglichkeit gelangt, die Ausdehnung 
als Etwas wahrzunehmen, ihr entsprechend den Begi'iflf Zeit zu 
bilden. 
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Diese Wahi-nehmung ist rückwärts gewandte Erinneiiing, voi-wärts 
gerichtetes Begehren; und aus dieser Wahrnehmung wird weiterhin der 
Subjektbegriff konstruirt, Seele als aktives Prinzip ; das Subjekt Seele 
ei*setzt das Zeitwoit „Geschehen, Empfinden."^ 

Diese Ausdehnung nun ist ganz allgemein, ohne irgend welche 
näheren Bestimmungen. Einzelne Stellen können darin entsprechend 
dem Geschehen der Denkakte bezeichnet werden, aber die Ausdehnung 
als solche zwischen den Stellen a und b ist durchaus gleichartig der 
von b nach c oder irgend einer andern, weil sie ja nichts anderes be* 
deutet, als Stattfinden der Empfindung überhaupt. Der Verbindungs* 
modus der einzelnen Stellen ist demnach überall dei-selbe. In der 
Funktion 

(fr (a, b, c ) == Nacheinander = Reihe 

kann das a nicht andei's mit dem c verbunden werden als durch b; 
der Verbindungsmodus von a, b; a, c; 6, c; c, a; Cy b ist überall ein 
und derselbe, weil Empfindung schlechtweg. Deshalb kann die Zeit- 
reihe (pr auch symbolisirt werden durch die Funktion des Zusammen 

(a, b, c ) , wobei dann die Bedingung gestellt ist , dass die 

innere Beziehung Richtung zwischen den Einzelgliedeiii überall ein 
und dieselbe sei. Dies wird auch ausgediUckt durch: 

die verlaufende Zeit kann als gerade Linie ohne Begi*enzung 

dargestellt werden. 

Die Repi*äsentation der Zeit als Reihe dui'ch 

y, (a, 6, c ) = . . . 1 + 1 + 1 + 1 

wäre demnach falsch; denn in dieser arithmetischen Reihe als Summe 
liegt nicht die Einheit der inneren Beziehung im Zusammen ausgedrückt. 
Diese Symbolik ist jedoch brauchbar, wenn das Zeichen + in diesem 
Sinne gedeutet wird. Die Nichtbeachtung der logischen Zweideutig- 
keit der Zeichen + und — ist verhängnissvoll für manche Schlüsse 
der Pangeometrie geworden, wie in der Folge ausgeführt werden wiiti. 

Deshalb kann es auch keine verschiedene Zeiten geben, obgleich 
ein jedes Subjekt seine eigene Zeit pi*oduzirt ; denn diese vielen Zeiten 
haben alle dieselbe Richtung oder alle die Abstraktion von jeder 
Richtungsverschiedenheit. Ebenso haben sie nicht verschiedene Stellen, 
sondern die Stellen einer jeden fügen sich in die Stellen einer jeden 
anderen ein, sind nicht vei-schieden davon, weil die Stellen der Reihe 
wolü voneinander verschieden sind, die Reihe selbst als Begriff aber 
stets dieselbe ist, einerlei von welchem Subjekt sie produzirt winL 
Ein jedes Subjekt produziil seine eigene Zeit; wenn dieselben aber über 
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dieses Pi*odukt urtheilen, sich miteinander über dieses Produkt unter- 
halten, so setzen sie ja dieses Pi*odukt als Begriff , nicht als subjektive 
Empfindung; und dieser Begriff ist ein und derselbe, einerlei von 
wem* produzirt, ebenso wie der Begriff und die mathematische Kon- 
struktion des Regenbogens ein und dei*selbe ist, obgleich ein jedes 
Individuum seinen eigenen Regenbogen sieht. 

Noch ist zu bemerken, dass es eine leere Zeit nicht geben kann, 
weil dies die direkte Negation des Zeitbegriffs wäre, der Erfüllung, 
des Daseins von Gegebenem als Empfindung (Dauer der Empfindung 
des Daseienden). Diese Erfüllung, objektiv betrachtet, kann eine 
mannichfaltige sein; deshalb bleibt aber Zeit der Begriff des Daseins 
Oberhaupt, was zu negiren ein Ungedanke ist Wesentlich verschieden 
hiervon wird sich die Möglichkeit der Begriffskombination „leerer Raum'' 
herausstellen. 

Weiter ist von der Zeit nichts auszusagen, weil sie eben ihrer 
Form nach nichts ist als die absolut allgemeine Ausdehnung ohne irgend 
welche innere Unterschiede. 

Die Frage, ob die Zeit ausserdem noch als etwas Objektives realen 
Weith habe, was gewöhnlich mit Hinweis auf die geologisch be- 
glaubigten Zeiten, in denen es noch keine empfindenden Organismen 
gegeben habe, vorgehalten wird — bleibt einstweilen unerörteit; im 
Schlusskapitel wird diese Frage mit anderen ähnlichen nach der 
Realität der Welt behandelt werden. Hier sollte nur ausgefühit werden, 
dass die Zeit jedenfalls auch subjektiv von jedem denkenden Individuum 
produzirt werden muss. 

Der Raum. 

Ebenso wie die Funktion q)r zur Zeit wurde, wenn an Stelle ihrer 
logischen Elemente Empfindungen traten, ebenso wird aus der 
Funktion (f^ Raum, wenn ihre Elemente Empfindungen sind. Dieser 
Raum ist der angeschaute sogenannte empii-ische Raum, wenn wir uns 
des Komplexes dieser Empfindungen ^^^r (a, 6, c . . .) bewusst sind als 
Folge dessen, was wir Wahrnehmung oder Vorstellung nennen; es ist 
der begriffliche oder geometrische Raum, wenn wir in der Reflexion 
nur den B^riff der Einzelempfindungen a, h, c. . . und den Gesammt- 
begriff r/« setzen. 

Diese Einzelempfindungen erzeugen aber nicht den angeschauten 
Raum, insofern sie vei'schieden von einander «ind — gelb, warm, nass 
etc., sondern insofern eine jede noch so verschiedene Empfindung, 
für die Seele ein einheitliches Element enthält In alle den^,i,c 
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muss etwas Einheitliches stecken, wodurch die Kombinationen Oi o« 
dl (h ^1 ^4 ®^- zu Ausdehnungen, und die logische Beziehung ihrer 
Elemente auf einander zu räumlicher Richtung, die Ordnung dieser 
Richtungen durch das Denken zu einem allseitig zusammenhängenden 
Kontinuum wird. 

Die empirische Bedingung dafür, dass die Seele räumliche Unter- 
schiede setze, ist: dass sie mehrere Empfindungen zugleich habe, die 
einer gewissen Hinsicht nach gleich werthig sind, aber doch unter- 
schieden werden können, weil sie der Annahme gemäss zugleich als 
q^s (a, b, c, . . . . ) da sind. Sei z. B. das Einzelelement a = gelb , so 

hat die Funktion die Gestalt 9>^ (o^ a, c^ ) *, ein jedes Element 

ist ein und dasselbe gelb, und doch müssen sie von der Seele als 
Einzelindividuen anerkannt werden. Tritt diese Anerkennung ein — 
einerlei wie dies möglich ist (von den Bedingungen dieser Möglichkeit 
wird bald die Bede sein), so muss die Seele jene Einzelelemente a in 
einer bestimmten Weise, den behandelten Denkformen gemäss, ordnen ; 
denn dieselben chaotisch liegen lassen wäre gleichbedeutend mit 
Nichtunterscheiden der Einzelelemente. 

Wie es nun zugeht, dass solche gleichwerthige Empfindungen auf 
die Seele eindringen — wie es möglich ist, dass die Seele, oder wie 
immer das Subjekt genannt wird, diese verschiedenen, gleich werthigen 
Empfindungen zugleich auffassen kann — was die innei'e Natur oder 
Konstruktion dieses Subjektes sein muss, um so etwas überhaupt mög- 
lich zu machen - dies sind alles Fragen , welche uns hier nicht be- 
schäftigen. Die ei-steti jener Fragen zu beantwoi-ten ist Auligabe der 
Physik, die letztere Aufgabe der Physiologie; es sind rein empirische 
Fragen. Ob ein solches Zugleich von Empfindungen stattfindet, 
welches zur subjektiven Einengung des Raumes Anlass gibt, ob ein so 
konstruirtes Subjekt existirt, welches jene gleiehwerthigen Empfindungen 
auffasst, das ist nur aus dem Empirischen zu entnehmen. Und ebenso, 
welcher Theil des Raumes als Körpergestalt oder wirklich an- 
geschauter Raum bei einem Subjekt auftritt, hängt nur von den 
empirischen Verhältnissen ab. Aber möglich ist die Anschauung einer 
Linie, einer Fläche und eines Körpei-s, und die Möglichkeit der Aus- 
dehnung dieser Gestalten ist unbegrenzt; unmöglich ist aber etwas 
thatsächlich oder in der Vorstellung anzuschauen, was hiervon qualitativ 
verschieden wäre, wie man sich etwa vier dimensionale Ausdehnungen 
imaginiit. 

Es wäre z. B. ganz gut möglich, dass eine Welt existirte, in 
welcher gar keine solchen gleiehwerthigen Empfindungen aufträten, 
und in welcher demnach auch keine äusseren Objekte vorhanden 
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Wären. In einer solchen Welt würden weder Köiper noch ein leerer 
Raum angeschaut werden. Das Denken würde aber inunerhin die 

Function q>g (oi, a^, ) bilden können, ebenso wie der Geometer 

auch Begiiffe bildet, die keinem Gegenstand in der Natur entsprechen. 
Aber auch in einer solchen Welt müsste man von einem Subjekt, und 
einer dem Subjekt koordinirten objektiven Welt sprechen, wenn auch 
diese Bestimmungen durchaus nicht dem korrespondiren , was man ^^e- 
meiuiglich Innen- und Aussen weit nennt. Denn das Selbstbewusstsein 
als grammatische Bildung eines Subjektes den vielen aufeinander- 
folgenden Empfindungen gegenüber, kann auch in einer solchen Welt 
auftreten. 

Stellen wir uns z. B. einen im Starrkrampf liegenden Menschen 
vor, dem alle Erinnerung an sein Mheres Leben entschwunden ist, 
dessen Gehörsinn jedoch noch funktionirt. Solche Zustände kommen 
bekanntlich vor. '^) 

Wenn nun ein solcher Mensch ein Musikstück hört, so hat er 
viele verschiedene Empfindungen; er empfindet im Nacheinander, er 
empfindet (oder schaut an) aber kein r&umliches Nebeneinander, weil 
die verschiedenen Töne qualitativ verschiedene Empfindungen sind; 
zwei ganz gleiche Töne, von zwei Instrumenten gleichzeitig erzeugt, 
werden vom Gehörsinn nicht unterschieden, sondern als ein einziger 
Ton empfunden. Für einen solchen Menschen existirt also kein 
Raum, sondern die Tongnippen folgen sich wie eine Reihe von 
Bildern, wie eine Innenwelt, welche solange reine Innenwelt bleibt, als 
er keine Veranlassung hat, in dei-selben ein Ich und ein dem Ich 
Fremdes zu unteracheiden. Wie vorher ausgeftlhrt, tritt diese Ver- 
anlassung ei'st ein, wenn er eines jener Bilder oder Empfindungen als 
beständig allen andei'en sich g^enseitig ablösenden gegenübersetzen kann. 
Dies ist nun auf sehr mannichfaltige Weise möglich. Wenn ihm z. B. ein 
Grundakkord beständig durchklingt, einerlei ob noch andere Töne mit- 
klingen oder nicht, so wird schon die empfindende Seele, weil sie zu- 
gleich auch denkt und uilheilt, geneigt sein, jene stabile Empfindung 
den wechselnden als Subjekt einem Fremden (oder Anderen) als gegen- 
übei-stehend zu beurtheilen. Viel stärker noch wird sie zu diesem Ur- 
theile geneigt sein, wenn die stabile Empfindung eine den wechselnden 
gegenüber ganz anderartige ist, wenn sie z. B. einen stechenden 
Gefühlschmerz während jener Töne und auch während dieselben nicht 
erklingen, wahrnimmt Je gi*össer nun die Anzahl dieser stabilen 
Empfindungen ist, oder je stärker ihre Intensität, desto mehr wird das 
logische Urtheil auf der Setzung eines stabilen Subjektes bestehen, eines 
Ich, einem vom Ich verschiedenen Geschehen einer objektiven Welt 
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g^enüber. Je länger die Dauer, je giösser die Anzahl dieser Gegen* 
überstellungen, mit einem Woit -— je vielseitiger die Erfahrungen der 
Seele, desto mehr wird sich die graumiatische Subjektsetzung der Seele 
als Glaube an ein stabiles Ich, eine Persönlichkeit, einbtti^em- Auf 
diesem Wege wird das lediglich empfindende Bewusstsein zu dem, was 
wir Selbstbewusstsein nennen. Vollständig wird dies Selbstbewusstsein 
und damit der Glaube an die Persönlichkeit erst durch Anwendung der 
Kategorie Kausalität; wovon später. 

Vemelfältigen wir nun die Bedingungen, wie sie in den Denk- 
iormen ^r und (p, vorgezeichnet sind, so können wir gleichei'weise die 
Entstehung einer räumlichen Aussenwelt verfolgen. 

Empfinde z. B. die Seele nicht allein qualitativ ganz verschiedene 
Töne, sondern auch qualitativ gleichartige, etwa den Ton a von der- 
selben Klangfarbe, aber in stets wachsender Intensität, während die 
anderen Töne eine und dieselbe Intensität beibehalten; dann wird 
die Seele die Empfindungsqualität a nach ihren Intensitätsstufen 

a* a^ a^ unterscheiden, und demnach die Empfindungen a^ a* a^ 

in eine Reihe ordnen können und müssen. ^^) Diese stätig aufsteigende 
Reihe der Empfindungen a kann nun beuitheilt werden als Lage der 
drei gleichen Töne a in grader Linie, Ausdehnung der Tonwelt (Ton* 
Ursachen) in einer Dimension. Natürlich kann dies Urtheil auch anders 
ausfallen, wenn gleichzeitige andere Empfindungen die Ausdehnung der 
Lage nach schon vorweggenommen haben, sodass den Empfindungen 
a^ a* a^ eine und dieselbe Stelle, aber ein Unterschied der Intensität 
zugeschrieben wird. Thatsächlich beuiiheilen wir ja die IntensiUits- 
Steigerungen der Töne auf beide Alten ; entweder als vemi*sacht durch 
grössere Nähe der üi'sache a, oder durch eine stärkere Ui-sache, gi'össeres 
Quantum der Ursache, an ein und dei-selben Stelle ; es hängt dies eben 
von den begleitenden Empfindungen ab. Die Seele wird nun thatsächlich 
den Empfindungen a^ a^ a^ niemals eine räumliche Lage in grader 
Linie zuschreiben, sondern nur auf Intensitätsuntei-schiede schliessen^ 
wenn sie nicht schon Gelegenheit gehabt hat, in wenigstens zwei 
Dimensionen ordnen zu müssen. Das Warum wird aus dem Folgenden 
heiTorgehen. 

Auf welche Weise kann nun eine zweite Dimension entstehen, oder 
welche Empfindungen können das Urtheil hervoniifen, die Ursaclien 
der Töne müssten noch nach einer zweiten Dimension geordnet wer- 
den? Drei Dimensionen stehen ja dem Urtheile zur Disposition. 

Einfach dadurch, wie sich aus Inspektion der Denkform q^g ergibt, 
dass irgend ein zweiter Sinn viele a von derselben Intensität — welche 
deshalb dem ersten Sinn als nicht untei-scheidbar vorkamen — nach 
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XJnterschieden a^ er, «3 . . . zu trennen vermag, welche Untei-schiede eine 

ebensolche Intensitätsreihe bilden , wie die a^ a^ a^ des ei'steren 

Sinnes. Die Summen der Empfindungen, welche bei dieser Annahme 
dem Urtheil unterbreitet werden, erhalten also die Form: 



«I «1 


<h «» 


Ol «s 


«. ßl 


<h ßi 


Ot ß* 


"i Vi 


a, Vt 


os y» 



Weil nun in diesen Empfindungssummen alle die Konnexe a^ ß^ a^ ß% 
o, ß^ die mittlere Stellung (mittlere Proportionale) zwischen den Em- 
pfindungen a^ und 03 dem Empfindungswerthe nach haben mftssen, 
deshalb kann das Uitheil ihnen nur eine mittlere Lage der logischen 
Beziehung zusprechen ; — und weil Empfindung stattfindet, nicht ledig- 
lich abstraktes Denken, deshalb wird diese logische Beziehung em- 
pfunden (angeschaut) als räumliche Ausdehnung, weil diese Empfindungen 
auf etwas Anderes als Ursache der Empfindung gedeutet werden. 
Warum diese Deutung auf eine Ursache stattfindet, von der Seele 
ausgeübt werden muss, wird im folgenden Abschnitte unter Kausalität 
erörtert. 

Die Umstände, welche ein solches Untei*scheiden der Empfindungen 
o, als Os /?!, o, ß^ veranlassen, können sehr vei-schiedenartige sein. Wir 
können diese Unterschiede aufgefasst denken durch einen zweiten Sinn, 
etwa den Tastsinn oder ein InnervationsgefQhl; aber auch durch ein 
zweites Gehörorgan, welches gleichzeitig der Seele Rapport erstattet 
über seine Empfindungen. 

Der im Starrkrampf liegende Mensch erlange z. B. theilweise die 
Funktion des Gefühles zurück,, in der Weise, dass die vielen, von dem 

Tonsinne als gleichwerthig aufgefassten o, von diesem als cr^ o, a, 

empfunden würden; nicht etwa dadurch, dass der Ton o^ verschiedene 
Stellen der Gefühlsnerven treife, sondern durch irgend welche Um- 
stände das einemal stärker als das anderemal den Gefbhlssinn errege; 
nur muss die Regel dieser verschiedenen Erregungen eine unveränder- 
liche sein, sonst wäre ja überhaupt kein logisches Urtheil möglich. 

In diesem Falle würde die Seele einerseits 
die Tonempfindungen a^ c^(iy^ und diesen korrespondirend zugleich 
die Gelbhlsempfindungen a^ a^ a, erhalten. 

Ein und dieselbe Empfindung des einen Sinnes würde also von dem 
anderen Sinne als verschieden bezeichnet. Ein und dasselbe soll also 
auch verschieden sein. Dieses Dilemma darf die Seele in ihrom Ur- 
theil nicht ungelöst lassen , weil dadurch der Satz der Identität , jedes 
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bi^fit \aat^ti fiJkSj^TSi -«jl! v.r 3rri3i^r»fni ober die öriLkbe Lfti^e te* In- 
^nuü^itiU:. nt:,fu^ c.^ i*TV.j;krt^&^;ti Töne bevincm: caii 
Weil jetzt ri/bLre/« .SviA^fy/rzuie «irken. ein jedes Ckit cr^LiJC 
>erikrbi«deB«b Kcipcx^^'JisireB toq einem ond deBseibenToae; 
dazu kimaaem cjt ^rrailvelwsm« welche auf die Gcfiikisaenia \er* 
•»rbiedeo w;rkeD: kurz, «i.e Seele tünad Terschiedene Empfiadn^^ca 
einheitli'-b erklären, in Ujcnicheu Konnex setzen, and d^ ^efat 
ni#:bt andere ai» durrh die Hypothek« eines Dinges, vdrbes Wirinmgen 
venimarbt« 

KbeD.vj^ut vare a}>er au^h diesie zweidimensionale Oidnnng der 
IVme möglieb« wenn zwei TenM'hiedene Gehörorgane der Seele die Em* 
pfin/innifen zom Urtbeil unterbreiten, etwa zw» Ohren: nnr miLssen 
dann die zwei Organe nicht genau harmonirenr sodass was von dem 
einen Ohr als konittantes Oj, von dem anderen als a^ <i^ . . . empfunden 
Hird. WiHS kann durch eine ireringe Ver^^chiedenheit im Bau der Organe, 
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onsymraetnsche Stellung der Ohren etc. bewirkt werden; dadurch 
erlangen auch die Thiere mit beweglichen Ohren ein so genaues Ur- 
theil aber die Verschiedenheit der Geräusche, die öilliche Lage ihrer 
Ursachen. Dass durch eine unsymmetrische Verschiebung der zwei 
Augen eine Linie oder Punkt sofort als zwei verschiedene beui-theilt 
wird, und die zwei Brillengläser als eins bei noimaler Augenstellung, 
ist bekannt. 

Verfolgen wir z. B. die Annahme zweier verschiedener Gehör- 
oiigane, welche ein jedes für sich nur den spezifischen Klang a und 
seine Intensitätstufe 1,2,3,4,.. .. auf&ssen kann. Wenn der Ton 

a als a.l, a.2, auftritt, so liegt darin noch kein Grund, ihn als 

verursacht durch ein Instrument zu beuitheilen, welches nach Distanzen 

1. 2 sich nähert Ganz anders aber wird die Sache, wenn der 

Seele zugleich gemeldet wird: 

Ohr 1) empfindet a.l, 

Ohr 2) „ a.2. 

Wenn hierauf die neue Meldung folgt: 

Ohr 1) empfindet a.l, 
Ohr 2) „ a.3, 

u. s. f. 
Diese Gesammtheit der Empfindungen soll erklärt werden, ge- 
ordnet dem Denkgesetze gemäss; und dies kann nur geschehen nach 
der Funktion y,, welche hier die Form erhält 

y, = [(a.l, a.2); (a.l, a.3); (a.l, a.4) ] 

oder wie wir auch schreiben können 

(a.l, a . 2) . . (a . 1, a.3) 

(ai.l, ai.2)..iai.l, Oi.S) 

(a,.l, aa.2)..(a,.l, a,.3) 

d. h. die Töne a müssen nach zwei Dimensionen geordnet werden, und 
ein Ding X hypostasirt, welches die Töne verursacht; dann ist es mit 
dem Denkgesetz vereinbar, zu sagen: das Ding X bringt auf Ohr 1) die 
Wirkung a.l, auf Ohr 2) die Wirkung a.2 hervor; und hat demnach 
im Räume die und die Stelle. Ebenso, wenn solche verschiedene 
Rapporte nacheinander zu einem Ganzen vereinigt werden: das Ding 
X bewegt sich in der und der Linie. 

Wenn sich nun die Sinne oder vielmehr die Quellen veraiehi-en. 

welche uns die Empfindungen Oi «i Oic^ weiter differenziren in 

Ol Ol Ol ai Ol Of Ol fff 0) so steht dem ürtheil eine dritte 

Dimension zu Gebote, um die Ursachen der Empfindungen zu einem 
Kontinuum zu ordnen.^*) Aber hier ist die Gi-enze, wo aus lojrischen 
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Gründen keine weitere analoge Ausbreitung möglich ist. Den hypo- 
thetischen Fall gesetzt, dass vier verschiedene Reihen von gleichzeitigen 
Empfindungen dem Urtheil der Seele unterbreitet werden, so wird die 
Seele nicht eine vierte Dimension hypostasiren, weil das den Satz der 
Identität aufheben mOsste, sondern die Ursache der vierten Empfin- 
dungsreihe einer verschiedenen inneren Qualität der Ursache zu- 
schreiben. 

Wenn wir z. B. einen Würfel von einem Centimeter Seite, durch 
das alleinige Tastgefühl bewogen, als nach drei Dimensionen ausgedehnt 
beurtheilen, so geschieht dies nach dem vorigen dadurch, dass das 
System der vielen Tastnerven sozusagen nach drei unharmonisch funk- 
tionirenden Organen der Seele Empfindungen zugehen lässt, wobei die 
konstanten Empfindungen aj des Organs 1) von dem Organ 2) als 
Ol a^ , . . . von dem Organ 3) eine jede Empfindung er des Organs 2) 
oder Empfindung Oi des Organs 1) als Q| q, Q3 untei-schieden wird. 
und dadurch die Summe der dem Urtheil unterbreiteten Empfindungen 
beständig die Foim o^ a^ o^ hat Kommen nun noch neue Empfin- 
dungen — schwer, waim etc. alle in steigenden Reihen vor, so können 
diese nicht einer neuen Dimension, sondern nur dem Würfel selbst als 
innere Qualitäten zugeschrieben werden. Dies letztere ist nun in diesem 
Falle schon dadurch geboten, weil die Empfindungen warm, schwer etc. 
nicht gleichwerthig den Tastempfindungen, also nicht beliebig mit den 
Reihen derselben vertauschbar sind. 

Der Empirist wird hier nun einwenden wollen: „also drei unhar- 
monische Tastorgane werden analog unserer empirischen Welt voraus- 
gesetzt; und zugegeben, dass dieselben die dreidimensionale Ausdehnung 
subjektiv erzeugen, so müssten doch vier unharmonisch gebaute Tast- 
organe auch vier Dimensionen subjektiv pixMluziren können.*^ Dies ist 
der ewige Circulus vitiosus, oder auch Missbrauch des schematischen 
Fortschrittes, welches in der Mathematik gleicherweise die vierte 
Dimension erzeugte. 

Jene Dreizahl der hypostasirten Tastorgane ist nichts Empirischefs 
sondern hervoiigegangen aus einem logischen Schlüsse. Das Tasiorgan 
selbst ist etwas Empirisches, und es können deren hundert und tausende 
verschiedene empirisch vorhanden sein; aber es können nur drei solcher 
vorhanden sein, deren Reaktionen oder Empfindungen aa a unter sich 
beliebig vertauschbar sind, sodass sobald a an die Stelle von a gesetzt 
wird, a und Q beliebig die Stellen von a und a austauschen können; 
wie im Kapitel über die Denkformen in aller logischen Strenge nach- 
gewiesen worden ist. Thatsächlich wird unser System der Oefbhls- 
nerven bei einer jeden Muskelbewegung nicht nur drei verschiedene 
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Empfindungsrapporte abstatten, sondera vielleicht zehn und noch mehr : 
alle diese werden und können durch die Seele aber nur zu einem 
dreidimensionalen System von Verschiedenheiten geordnet werden. 

Das Resultat also ist kui*z: 

Einerlei wie viele vei-schiedene Sinne oder wie viel unharmonische 
Stellungen ein und desselben Sinnesoi-ganes empiiisch vorkommen ; und 
einerlei, wie viele Empfindungen durch eine beliebige Zahl von Sinnen 
von einer Seele zu einem einheitlichen Uilheil zusammengestellt wer- 
den mögen, alle diese Vielheit von Sinnen vermag nur drei von ein- 
ander nach der mittleren Proportionale (dimensional) unterscheidbare 
Empfindungsreihen zu liefern, ^^) welche demgemäss miteinander ver- 
tauschbar sind; und deshalb ist die dreidimensionale Ausdehnung des 
Raumes eine logische Nothwendigkeit ; die Thatsache der Ausdehnung 
selbst aber, sowohl der zeitlichen wie räumlichen ^ ist die Folge der 
Existenz eines nicht allein sinnlich markirenden, sondeiii eines fühlenden, 
wollenden, strebenden d. h. aktiven Prinzips. 

Mit diesem Resultate verschwinden auch alle Schwierigkeiten in 
der Erklärung des physiologischen Lebens. Ob dem Gesichtssinn als 
solchem die Fähigkeit zugeschrieben wird, eine, zwei oder drei Dimen- 
sionen aufzufassen, oder ob derselbe, wie dies jetzt meist geschieht, 
auf die Fläche beschränkt und der Muskelbewegung (also dem kom- 
binii*ten Tast- und Innervationssinne) die Auffassung der dritten 
Dimension zugeschrieben wird, ist ganz gleichgültig für das Zustande- 
kommen der räumlichen Anschauung. Es ist dies eine physiologische 
Frage. Ich würde befürwoilen, dem isolirten Gesichtssinne gar keine 
Auffassung von Dimensionen zuzuschreiben, sondern ihn zu definiren 
als die Fähigkeit, Farben ihrer Intensität und dem Farbentone nach 
aufzufassen; jedenfalls würde daraus eine schärfere, logische Fassung 
der Begriffe Gesicht und Getast hervorgehen, ohne dass damit ii'gend 
ein Nachtheil für die physiologische Erklärung entstände. Ebenso 
irrelevant ist es, ob die Sehempfindungen uns in gi*aden, durch das 
optische Zentrum des Auges laufenden Linien, oder als Kurven, oder 
als windschiefe Kegel zugehen; ob das Bild auf der Netzhaut aufrecht 
oder auf dem Kopfe oder in irgend einem Winkel steht, ob die Augen 
symmetrisch kon*espondiren oder nicht. Denn die betreifende Gestalt 
des Körpei*s ist ein Urtheil der Seele; und alles was hierzu nothwendig 
<iamit dies richtig ausfalle, ist, dass einem und demselben Gegenstande 
immer eine und dieselbe Empfindung korrespondire. Der zweckmässige 
symmetrische Bau der Sinnesorgane kann dieses Uilheil allerdings er- 
leichtern, aber nicht bedingen. Dies wird nicht allein bewiesen durch 

7 



98 A. Kap. IX. Die Formen der Aossenwelt. 

Krüppel, welche richtig fühlen, Schielende, welche richtig sehen, 
Mikroskopiker , welche ihre Handbewegungen unwillkürlich umkehren, 
sobald sie an ihrem Instrumente sitzen, sondern im 6i*ossen auch durch 
das Fürwahrhalten des Eopemikanischen Weltsystems durch das ein- 
heitliche Hinzeichnen der elliptischen Bahn eines Planeten, einerlei ob 
dies Ui-theil aus den Empfindungen hervoi-ging, welche die Betrachtung 
einer Schlinge des Merkur oder der geraden Linie, welche vom Jupiter 
beschrieben wird, hervorrief. Das rasche Sehen der Kurve des Eies 
und das langsame Sehen der Planetenbahn, beides sind Urtheile der 

Seele. •O 

Hier wird nun das naive Bewusstsein seine Auffassung der Dinge 

wieder verfechten wollen und sagen: „aber es ist doch ein gewaltiger 
Unterschied, ob ich das Ei und seine begrenzende Linie anschaue 
oder über das Urtheil der Merkurbahn i*eflektire; bei diesem gibt mir 
die Anschauung nur ein kreismndes Scheibchen an vei'schiedenen 
Stellen des Himmels, und durchaus nicht die Anschauung einer leuch- 
tenden Linie. 

Ein Untei*schied ist gewiss da, aber kein prinzipieller, der auf das 
Aufti*eten eines neuen Elementes „sinnliche Anschauung'' zuiück- 
gefühlt werden müsste. Dieser Untei-schied liegt nur in der jeweiligen 
Konstitution unsei-es Organismus; in der Schnelligkeit seiner Lebens- 
bewegung, in der relativen Geschwindigkeit, mit welcher er Wahr- 
nehmungen der Sinne an das Zentralorgan, an die Urtheilskraft der 
Seele überliefert, und an der Dauer, mit welcher er die Empfindungen 
in ungeschwächter Stärke festhält. Wären diese Bedingungen, die 
Konstiniktion des Organismus verschieden, so würde auch das Urtheil 
über das, was angeschauter Köi*per, und was berechnete Bahn ist, ver- 
schieden ausfallen. Bewegt ein Köiper sich langsam im Ki*eise, so 
heisst das naive Urtheil: „wir sehen einen Körper sich in kreisförmiger 
Bahn bewegen." Bewegt er sich rasch, so heisst es: „wir schauen ein 
körperliches Band." Wäre unsei-e Lebensgeschwindigkeit millionenfach 
verlangsamt, so würden wir keine Sonne, sondern ein feuriges Band 
am Himmel sehen. Hielte unser Sehorgan die Lichteiudi-ücke stunden- 
lang fest, anstatt wie jetzt nur etwa Vio Sekunde, so würden wir gleich- 
falls ein beständiges feuriges Band am Himmel sehen. Wäre unsere 
Lebensgeschwindigkeit millionenfach rascher, unsei*e Sehfähigkeit mikros- 
kopischer, so würden wir nicht ruhende Körper anschauen, sondern an 
Stelle eines solchen ein Durcheinanderschwärmen von vielen kleinei^en 
Köiperchen. Die naive empirische Anschauung hat also nur relativen Werth 
für das logische Schlussurtheil , und löst sich auf in eine Reihe ihm 
durchaus gleichartiger Akte; die sinnliche Anschauungsform als etwas 
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Elementares, dem menschlichen Intellekt Zugehöriges, ergibt sich 
als Attribut eines Pseudobegriflfs. 

Wenn aber die Organe der Seele jeden Augenblick in ihrer 
Reaktion sich veränderten, dann wäre ein konstantes, d. h. ein Ur- 
iheil überhaupt, nicht möglich; ebenso wenig, wie der Schielende 
richtig sehen könnte, wenn seine Augen ihre korrespondirende Stellung 
jeden Augenblick und ohne Regel änderten. 



Das Ding. 

Die Aussenwelt nehmen wir im Allgemeinen wahr als eine Vielheit 
von Dingen. Das Ding entsteht, indem wir die nach den Funktionen 
4fr und (fg ginippiiten Sinneszeichen unserer Wahrnehmungen als Attri- 
bute einer von uns verschiedenen Individualität (Substanz) zuschreiben. 
Zu dieser Konstruktion werden wir gezwungen durch die denknoth- 
wendige Anwendung des Satzes vom Grunde. So lange wir uns ledig- 
lich empfindend verhalten, existiren für uns keine ausseifen Objekte, 
sondern Alles ist sogenannte innei*e Empfindung. Sobald wir aber diese 
Empfindungen denkend setzen, d. h. sie nach dem Satz der Identität 
und des Grundes verbinden, werden dieselben in verschiedene Komplexe 
geschieden, welche wir je nach ihrer Bedeutung für das Leben bald äussei'es 
Ding, bald Bestandtheil unseres Organismus, bald Pix)zesse unseres 
Geistes, oder Aeusserungen unseres Ich nennen. Die Scheidungen obiger 
Empfindung8-(Vorstellungs-)Komplexe nach diesen Unterbegriflfen hängt 
zum Theil ab von der physischen Natur des denkenden Organismus, 
und von der Ansammlung von Vorstellungen in diesem Individuum, 
d. h. von einer Erfahrung; — aber nicht etwa von seiner Natur oder 
Art und Weise des Denkens, weil nur eine einzige Art des 
Denkens denkmöglich d. h. logisch ist. Bei den Kindem ist dies leicht 
zu beobachten. Das Ding des Naturfoi-schers wurde oben definirt als 
Gruppirung der aus den Empfindungen isoliilen Sinneszeichen. Damit 
bleibt die Gruppirung der Gefühle nach konstanten oder veränderlichen 
Funktionen als Material übrig, um das Objekt „Persönlichkeit, Ich*^ 
zu bilden; ein Objekt, welches wir vom subjektiven Standpunkte aus 
Subjekt nennen, s. S. 113 u. ff. 
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A. KAPITEL X. 



KAUSALITÄT, 



I. Der FunkttonalbegriflT als Ursache und Wirkung. 

In den beiden letzten Abschnitten sind die Begriffe „Ui'sache und 
Wirkung" häufig gebraucht worden, ohne dass vorher eine Definition 
derselben gegeben worden wäre. Es war dies nicht möglich, ohne den 
Fortschritt der Darstellung zu stören, und wird die prinzipielle Er- 
örterung des Eausalitätsbegiiffes deshalb erst jetzt vorgenommen. Unter 
den Denkformen wurde aufgezeigt, wie der einzig denknoth wendige 
Verbindungsmodus derjenige der mathematischen Funktion sei. 
Aus derselben ging hervor, dass in qpr, später als abstrakte Zeit ge- 
deutet, nur eine Verbindungsart des „vor und nach", also der Folgß« 
möglich sei; in der Foim qp, dagegen auch eine solche der gegenseitigen 
Beziehung, wie es sich etwa dadurch erläutei-n lässt, dass durch die 
Bestimmung dreier Linien als Seiten eines Dreiecks auch die Winkel 
des Dreiecks nothwendig bestimmt sind. Diese funktionale Bestimmung; 
ging aus dem Identitätssatze hei'vor, war also rein logischer Natur. 
Nun wurden zur Konstruiiiing der Aussenwelt auf einmal die Begriffe 
„Ursache und Wirkung" verwendet, d. h. der Satz vom zureichenden 
Gninde. War das nicht etwas Neues, lediglich aus der Erfahrung 
HerUbergeholteSy was also auch anders sein könnte? ist demnach nicht 
die Kausalität ein empirischer Begriff? 

Mit Nichten: 

Der Kausalitätsbegriff in seiner Fassung als „Ursache und Wir- 
kung" zur Erklänmg der Naturvorgänge ist gar kein anderer, als der 
logische FunKtionalbegiiff in seiner Anwendung auf das Nacheinander 
und Nebeneinander als denknothwendige Formen der Aussenwelt, d. h. 
in seiner Anwenduilg auf eine Welt überhaupt, die nicht anders 
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gedacht werden kann, denn als 6ine Vielheit in Verändeining , ein 
Geschehen. 

Findet nur ein Geschehen im Nacheinander statt, wie beim An- 
hören einer einfachen Melodie, so ist ein jeder einzelne Ton x bestimmt 
durch seine Stellung in der Reihe der Töne, als Folge des vorher- 
gehenden ; und ebenso ist sein nächstfolgender bestimmt als Folge von x. 
Die Melodie wird, sofern sie in einer späteren Periode wiederum auf- 
tritt, nur als die gleiche erkannt, oder vielmehr sie wird als gleich der 
froher geholten bezeichnet, wenn die funktionale Bestimmung ihrer 
Einzeltöne im Ganzen der Melodie dieselbe ist; also hier, wenn die 
Töne der Melodie dieselbe Reihenfolge haben. 

Wird nun ein Komplex des Nebeneinander betrachtet, so ist in 
diesem gleicherweise ein jeder Einzeltheil funktional bestimmt durch 
alle übrigen. Sind in einem bestimmten Di'eieck zwei Seiten bekannt, 
so ist dadurch das fehlende Stück in der Gesammtheit, die dritte Seite, 
funktional durch die übrigen Stücke bekannt; anders kann es nicht 
sein, wenn das Dreieck als Komplex ein bestimmtes sein soll. Ebenso 
ist es in jedem grösseren Komplex. Sobald nur einem einzigen Ele- 
mente ein Spielraum, eine veränderliche Bestimmung zugelassen wird, 
ist die Gesammtheit nicht eindeutig bestimmt. 

Verbinden wir nun das Nacheinander und Nebeneinander, d. h. 
betrachten wir einen Komplex, welcher gebildet ist durch nacheinander- 
folgende Einzelkomplexe, die ein jeder ein Zusammen von vielen Ele- 
menten ausmachen, so haben wir ein Stückchen Welt. In diesen kom- 
binirten Komplexen haben wir aber weiter nichts als eine Wiederholung 
der verbundenen früheren Beti-achtungen, und deshalb muss im Ganzen 
der Zustand eines jeden Elementes zu irgend einer Zeit funktional be- 
stimmt sein durch die Zustände der anderen Elemente zu den ver- 
schiedenen Zeiten, wenn das Ganze eindeutig bestimmt sein soll. In- 
sofern kann ein jedes Element zu ii-gend einer Zeit die Ursache genannt 
werden, dass die anderen Elemente zu irgend welcher Zeit so und so 
sein müssen, ebenso wie in irgend einer mathematischen Funktion ein 
jedes Element genannt werden kann: Ursache davon dass die ganze 
Funktion so und so aussieht. Verwin-ung entsteht nur dadurch, dass 
zur Bezeichnung dieser funktionalen Verbindungen in den Naturvor- 
gängen Begriffe verwendet werden wie „Ursache, Wirkung, Kraft," 
welche sämmtlich ui-sprünglich Gefühlsbegriflfe sind, und dadurch die 
rein funktionale Verbindung der dem Gefühl indifferenten Sinneszeichen, 
welche wir äussei'e Welt nennen, vei-schleiern. In Walirheit sind diese 
Sinneszeichen allerdings mit Gefühl verbunden; wenn wir jedoch von 
Erklärung der äusseren Welt sprechen, so abstrahiren wir absichtlich 
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von dem thatsächlich mit vorhandeoien Gefühl, weil wir lediglich ob- 
jektiv von den Naturvorgängen sprechen wollen. 

Wenn wir zum Beispiel sagen : der Funke ist Uraache, dass die Wir* 
kung „Explosion des Pulvers'^ stattfindet — , so haben wir uns phan- 
tasiemässig den Funken als eine lebendige, wollende Persönlichkeit 
vorgestellt, welche auf ein Ding „Pulver" eine Wirkung durch seine 
Krsü ausgeübt hat. 

Stellen wir die Vorgänge jedoch auch in Worten vollständig als 
indifierent jedem Gefühle dar, so müssen wir sagen: wir reflektiren 
Ober eine nacheinanderfolgende Reihe von Komplexen des Zusammen; 
und in dieser Reihe ist nicht zuerst Pulver da, und dann kommt der 
Funke hinzu, und dann gibts Explosion — sondeiii, es ist der ganze 
Vorgang in folgendem Komplex einbegriffen: 

Pulver ^ und Wärme * in gewisser Vertheilung, 
Pulver' und Wärme' in anderer Vertheilung, 
Gase und Wärme' in anderer Veitheilung. 

In dieser Gesammtheit, wo die Querlinien die gleichzeitigen Kom- 
plexe des Nebeneinander, und die Vertikalausdehnung die Reihe des 
Nacheinander darstellt, ist ein jedes Einzelelement — sei es Pulver' 
oder Wäime' oder Gase etc. funktional bestimmt durch alle übrigen; 
sobald eins der Elemente zu irgend einer Zeit anders wäre, als es eben 
ist, würde der ganze Vorgang ein anderer sein. 

Bei der üblichen Erklärungsweise (der naiven noch viel mehr als 
der physikalischen), wird jedoch ein bestimmtes Element, welches uns 
gerade wegen irgend eines weiteren Zweckes hervorragend interessirt, 
als ein Einzelding Funke bestimmt, und wieder ein anderes Element 
„Gase^* als ein anderes Einzelding aus dem ganzen Vorgang heraus 
gesucht; und diese beiden uns vorwiegend interessirenden Einzeldinge mit 
den Gefühlsbegriffen „Ursache und Wirkung'' vorzugsweise in kausale 
Verbindung gebracht, obschon alle anderen Elemente in ganz derselben 
funktionalen Verbindung stehen; was uns aber entgeht, weil diese an- 
deren, aus dem ganzen Vorgange auszusondernden Elemente nicht 
unserem GefQhl und unserer naiven Auffassungsweise ebenso onmittd- 
bar auffallen wie „Funke, Pulver, Gase''. 

Dass nun von den zwei in kausale Verbindung gesetzten Einzd- 
dingen das frühere stets Ursache, das spätere Wirkung genannt 
wird, ist wiederum eine Folge davon, dass wir unwissentlich unsere 
GefÜhlsbegriife in die objektive Welt hinein tragen. 

In der arithmetischen Reihe, dem von allem Gefühl abstrahirenden 
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Denkprozess, ist eine jede Position Ursache einer jeden anderen. In 
der Reihe 

i+i + i + iV+ 

ist i ebensogut Ursache von i wie von |, sobald das Gesetz des Fort- 
schrittes gegeben ist. Ebenso ist es in der rein logisch durchgeführten 
physikalischen Entwickelung. Wenn wir aber nicht nur über den Be- 
griff Dauer (zeitliche Ausdehnung) refiektiren, sondern die Dauer 
der Zeit empfinden, erleben, dann empfinden wir die Einzel- 
momente dieses Verlaufe verschiedenartig, weil das Empfinden eine 
voi'wärtsstrebende Thätigkeit, ein aktives Prinzip des Geschehens, weil 
es eben Gefühl ist, dessen Skala Lust und Unlust entgegengesetzte Qua- 
litäten hat; wogegen die arithmetische Zeitreihe dieselbe Qualität 
nach vorwäi-ts wie nach rückwärts besitzt. Dem Gefühl jedoch hat der 
Zeitmoment, der vor ihm liegt (in der Zukunft), eine ganz andere, innere 
Werthbedeutung , wie derjenige, der hinter ihm liegt (in der Ver- 
gangenheit). Der ei*stere ist Ziel des Strebens, der verflossene ist 
höchstens Erinnerung oder Mittel zum Ziel; und das ist so, weil das 
Leben überhaupt ein Leben nach YorwSrts in die Zukunft hinein 
ist, und nicht etwa ein Leben nach zwei entgegengesetzten Richtungen, 
was die Hypothesensucht vieUeicht als neue, denkm(ygliche Art des 
Lebens vorschlagen könnte. 

Weil nun dem Gefühl der vergangene und zukünftige Moment 
einen so durchaus verschiedenen Werth für sein Dasein hat, deshalb 
unterscheidet es dieselben durch die Gefbhlsbegriffe „Ursache und 
Wirkung'' ; nennt niemals den verflossenen Zustand die Wirkung des 
zukünftigen. In der rein logischen Abstraktion haben diese Momente 
als zeitliche Ausdehnung ganz denselben Werth ; ein jeder ist funktional 
verbunden und bestimmt durch irgend einen anderen; und in der rein 
physikalischen Erklärung dürften die Begriffe Ursache und Wirkung 
ganz verschwinden, ersetzt werden durch die funktionale Bestim- 
mung zu einer bestimmten Zeit; wie es ja auch thatsächlich in 
der mathematischen Physik geschieht. 

Deshalb gebrauchen Philosophen auch häufig instinktiverweise den 
Begriff Wechselwirkung, obschon sie ihn für einen höchst schwie- 
rigen und undefinirbaren erklären. Der Begriff ist logisch vollkommen 
richtig, und drückt im Bilde des Gefllhls die funktionale, gegenseitige 
Bestimmtheit des objektiven Weltganzen aus, wonach zwei beliebige 
Komplexe, zu gewissen Zwecken ausgesondert, in Verbindung durch die 
Reflexion gebracht, unterschiedlos der eine Ursache oder Wirkung 
des anderen benannt werden können. 

Wenn nun auch hier der Ursprung der Begriffe Ursache und 
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Wirkung nachgewiesen ist, und demgemäss gezeigt, wie Ursache stets 
einen vorhergehenden Zustand bezeichnet, so ist doch der gewöhnliche 
Sprachgebrauch sehr vage, und es wäre leicht zu zeigen, wie die Wörter 
Ui-sache und Wirkung auch bei ganz anderen Gelegenheiten verwendet 
werden. Z. B. spricht man von dem Ofen als Ursache der Stuben- 
wänne, obschon beide Zustände gleichzeitig da sind. Es liegt hier eben 
eine unvollkommene Beobachtung und eine mehrdeutige Verwendung 
obigei* Wörter für ganz verschiedene Begriffe vor. Diese mannig- 
faltigen Schwankungen des Sprachgebrauchs, seine die Logik auf den 
Kopf stellende Etymologie, seine Beobachtungsfehler und dergleichen 
nachzuweisen — damit kann sich ein systematischer Gmndriss der 
Erkenntnisstheorie nicht abgeben. ^') Genug, wenn hier die Begriffe in 
der beabsichtigten Bedeutung genau fixirt worden sind ; Spezialarbeiten 
muss es dann überlassen bleiben, auszufinden inwiefern die Sprache 
oder Beobachtung hiergegen Fehler macht, oder abweicht, oder auch 
ob sie Elemente kennzeichnet, welche in dem hier gegebenen System 
keine Stelle finden. Das Letztere wird hier verneint. 

Hier erweist sich also wiedemm die Scheidung der Begriffe über- 
haupt in Denkbegrifie einerseits, Sinnes- und Gefühlsbegrilfe anderer- 
seits, als die geeignete Methode um alle im Begriff der Kausalität 
bei Naturvorgängen liegenden Schwierigkeiten zu lösen. Ein Streit 
über die Apriorität des Kausalitätsbegiiffes ist hier gar nicht möglich.'') 

Sehen wir nun zu, wie es bei der letzten noch möglichen An- 
wendung dieses Begriffes sich verhält. 



II. Der FunktionalbegrHr als Motiv und Zweck. 

Wurde im Vorigen der Kausalitätsbegriflf als Ursache und Wirkung 
angewendet zur Verbindung der Einzelgruppen von Sinneszeichen, 
welche das Denken aus dem Verlaufe der Empfindungen ausgesondert 
hatte, so bleibt jetzt noch die Betrachtung dieser Empfindungen als 
Zuständen des Gefühls ; der Stufen von Lust und Unlust, Wohl und 
Webe, Vergnügen und Schmerz. 

Für die mathematischen Wissenschaften dürfte diese Betrachtang 
überflüssig erscheinen; doch ist sie schon der Vollständigkeit halber 
geboten. Auch zeigte sich ja schon, wie eine Analyse der Gefbhls- 
begrifie durchaus erforderlich war, um die Begriffe Ui'sache und Wir- 
kung besser zu präzisiren; und es wei'den noch eine ganze Anzahl 
solcher auftreten, welche ihre Entstehung aus der Gefühlswelt datiren. 
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Dahin gehören: Kraft, Abstossen, Anziehen; Widei-stand, Durchdring- 
lichkeit, Festigkeit, Zwang, freie Bewegung etc. Meist sind dieselben 
allerdings schon ersetzt durch mathematische Definitionen, d. h. Denk- 
begriife. Dadurch wird aber gleichzeitig bewirkt, dass die mathe- 
matische Behandlung von dem wirklichen Leben vollständig losgelöst 
wird, und die befruchtende Einwirkung auf andere Wissenschaften, der 
sie fähig sein kann, ausfällt Dies kann nur gut gemacht werden, wenn 
der innere Konnex der Denk- und Gefühl sbegriffe logisch hergestellt 
wird; dann wird auch eine mathematische Behandlung dieser Begriffe 
in gewissen Grenzen möglich. Es wurde ausgeführt, wie die Zusammen- 
fassung der Empfindungen durch Unterscheiden eines Beständigen von 
dem Veränderlichen, zur Bildung des grammatischen Subjektes Per- 
sönlichkeit, empfindendes Individuum, führte. Die Individualseele 
empfindet sich demgemäss als eine gleichberechtigte Existenz allem 
Anderen gegenüber, was sie als äussere Welt gestaltete. Ihre Existenz 
als solche, als empfundenes Geschehen, »Leben nach Vorwärts, Streben 
nach Vorwäi'ts'' wird Empfindung als Wille genannt Die Seele em- 
pfindet eben, dass sie will, dass sie wollen kann, weil sie als eine Theil- 
existenz ebensogut eine Ursache des Geschehens sein muss, wie eine 
jede andere Existenz. Dieses Selbstbewusstsein muss von materialistischem 
Standpunkte ebensogut als gerechtfertigt zugegeben werden, wie von 
irgend einem idealistischen ; denn die Atome, welche dieses oder jenes 
Individuum bilden, sind eben schöpferische Ursachen im Geschehen der 
Welt, ebensogut wie alle übrigen. 

Wurde nun Geschehen überhaupt, als ein der Zukunft sich ent- 
gegen bewegendes Geschehen, Leben nach vorwärts, bestimmt, so muss 
dem entsprechend die Empfindung des Geschehens als treibende Ur- 
sache, wirkende Kraft oder Wille, näher bestimmt werden als Etwas 
Wollen oder Streben nach einem Ziele. Dieses Ziel selbst kann 
nur wieder ein GefÜhlszustand sein ; das Streben demnach die Richtung 
nach vorwärts auf der Reihe der Zustände »T^nlust-Lust^. Diese Rich- 
tung nach vorwärts muss deijtnigen nach Lust korrespondiren , sonst 
wäre es ja eine Verneinung des als wirkende Ursache des Geschehens 
empfundenen Willens; dieser Wille als Streben nach Unlust wäre 
eben eine der Logik widersprechende Bestimmung von Streben 
überhaupt 

Allerdings kann in dem Einzelindividuum das Urtheil über die 
Art und Weise, wie der Zustand des Wohls zu erreichen sei, sehr ver- 
schieden ausfallen, sogar dahin, dass das grösstmögliche Wohl durch 
Vernichtung der Empfindung überhaupt zu en*eichen sei. Dies ändert 
aber an dem Charakter des Gefühls überhaupt, dem empfundenen 
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Geschehen durchaus nichts; dies letztere bleibt Streben, d. h. Streben 
einem Ziele zu, genannt Lust. 

Auch darf aus der Thatsache des Bewusstseins als Wille nicht zu- 
viel geschlossen werden. Der Schluss auf eine konstante Persönlichkeit 
oder die Ersetzung dieses grammatischen Subjektes Wille durch irgend 
ein anderes, genannt „ideales Wesen^, ist durchaus ungerechtfertigt. 
Um dies zu begreifen brauchen wir nur die verschiedenen psycho- 
logischen Zustände des Menschen zu beobachten. Während des tiefen, 
traumlosen Schlafes, auch während jeder Ohnmacht, hört das Selbst- 
bewusstsein, die Empfindung als persönlicher Wille, durchaus auf. In 
diesem Zustande müsste nun nach der vorigen Schlussweise auf Auf- 
hören des wollenden Subjektes geschlossen werden. Wir pflegen dies 
jedoch nicht zu thun, weil der schlafende Mensch dem wachenden 
Menschen durchaus als das nämliche Objekt ei'scheint. Wenn aber 
diese ganz heterogenen Prämissen „empfundene Individualität und 
äusserlich angeschaute Individualität** zu einem logischen Schlüsse sich 
gegenseitig stützen sollen, so sind noch ganz neue Nachweise der Ver- 
bindung erforderlich. 

Aber auch die empfundene Individualität des Selbstbewusstseins 
schwankt häufig in ihrem Urtheil, ob sie sich als Individuum empfindet 
oder nicht. Geisteskranke sprechen von ihrem früheren Leben häufig 
als von einer ganz fremden Persönlichkeit ; der Fieberkranke verweigert 
das Wasser zu trinken, welches er gefordert hat, weil er behauptet, 
dass er nicht er selbst sei, sondern dass der durstige Er dort hinten 
in der Zimmerecke stehe. Man darf über solche Schwierigkeiten nicht 
mit dem Worte krank oder anormal hinwegschlüpfen wollen; denn 
alles Geschehen ist thatsächlich, einerlei ob wir es von einem 
relativen Standpunkte aus als normal oder anormal bezeichnen. 

Alles was also aus der Thatsache des Bewusstseins als Wille ge- 
schlossen werden darf, ist, dass Wille existirt in dem Momente, wo er 
empfunden wird als solcher ; dass über die Identität dieses Willens in den 
verschiedenen Momenten nichts behauptet werden kann ; dass die Setzung 
einer Persönlichkeit mit verschiedenen Willensäusserungen als Attribut 
eben die geläufige grammatische Methode ist, um über solche Fragen 
hinweggehen zu können. 

Wir müssen nun auch die Zustände des Gefühls als Wille — auf 
eine Persönlichkeit bezogene Lust und Unlust — miteinander verbinden, 
weil wir eben alle thatsächlich wahrgenommenen Phasen des Geschehens 
zu einem logischen Ganzen gestalten. Zu diesen Thatsacben gehört 
ebensogut das nach einem Ziele strebende Wollen, als irgend ein Vor- 
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gaDg in der äusseren Natur; nur die einseitige materialistische Auf- 
fassung beliebt die Produkte des Gefühls und Geistes als eine phan- 
tastische Idealwelt den sogenannten Natui-vorgängen . als der einzig 
wahrhaften und wirklichen Welt gegenübei*zustellen. 

Diese Verkntlpfiing der Willenszustände kann aber wiederum keine 
andere sein als die logische, d. h. die mathematisch funktionale, weil 
es eben eine andere logische Verbindungsweise nicht gibt Diesem 
neuen Material Wille entsprechend, erhält die funktionale Verbindung 
einen neuen Namen ; sie wird genannt Beweggrund, Motiv, Absicht, Plan. 
Alle diese Begriffe haben das Gemeinsame, dass sie für die GefQhls- 
empfindungen denselben Funktionalbegi-iff ausdiücken, welcher bei den 
Sinneseropfindungen schlechtweg durch Ursache (causa efficiens) be- 
zeichnet wurde. Ihre sprachlichen Unterschiede darzulegen oder gar 
logisch zu rechtfeiligen würde hier zu weit fühi-en. 

Zuweilen nehmen wir Veranlassung, die Phasen des Geschehens, 
auch die in der Zeit ablaufenden Naturvo^änge als direkte Repräsen- 
tationen des Willens aufzufassen; wir sagen dann: „wir haben jenes 
gewollt, durch unseren Willen bewirkt. "^ In diesem Falle findet eine 
ähnliche Gegenüberstellung zweier Begriffe für die Gefühlswelt statt, 
wie durch „Ursache und Wirkung^ in der Sinneswelt Diese verschie- 
dene Auffassung des Funktionalbegi'ifis spricht sich aus in den Wörteiii 
„Mittel und Zweck''. Man kann demnach „Mittel und Zweck^ die 
empfundene „Ursache und Wirkung^ nennen; jedoch ist äusserste 
Vorsicht in diesen Gegenübei-stellungen geboten, weil der Sprachgebrauch 
mehrfach schwankend ist, der Sprachinstinkt durchaus nicht konsequent 
ver&hrt, geschweige dass er sich in diesen Begiififen schon zu einem 
logischen Bewusstsein durchgearbeitet hätte. 

Aber nochmals sei darauf aufinerksam gemacht, dass diese ganze 
Scheidung des thatsächlichen Geschehens in eine Sinnes- und Gefühls- 
welt nur ein logischer Kunstgriff ist, um die Analyse des Wissens durch- 
zufbhren, das Bewusstsein zu einem logischen Selbstbewusstsein zu er- 
heben; dass aber in Wirklichkeit weder eine isolirte Sinneswelt, noch 
eine reine Gefühlswelt existirt, noch denkmöglich ist; dass deshalb auch 
die Begriffe Ursache, Wirkung, Motiv, Zweck etc. nur als logische 
Abstraktionen einen Sinn haben, wenn sie vereinzelt angewandt 
werden sollen; und dass sie in dieser Vereinzelung alle identisch sind 
mit dem mathematischen Begriffe der funktionalen Verbindung. 

Man hat nun immer eine Kollision zwischen den beiden Begriffs- 
paaren „Mittel-Zweck, Ursache- Wirkung'^ finden wollen; oder was das- 
selbe sagt, man behauptet, dass causae efficientes und causae finales 
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nicht neben einander bestehen könnten. Dies konnte nur geschehen, 
weil die gänzliche Heterogenität der Elemente, welche jenen B^rifFen 
zu Gininde liegen, nicht zum Bewusstsein gelangte. Gemeinsam ist 
beiden Begriffspaaren nur die funktionale Verbindung. Dieses funk- 
tionale (logische) Verbinden der Elementarbegiiffe nennt man Er- 
klären. Versucht man aber heterogene Elemente, wie Sinneszeichen 
und Gefühle unmittelbar zu verbinden, so sündigt man gegen das 
Elementargesetz aller Logik ebenso, als wenn man Aepfel mit Birnen 
multipliziren wollte. Einen Zweck kann man nur aus dem Motiv er- 
klären, und eine mechanische Wirkung nur aus einer mechanischen 
Ursache. Einen Zweck aber aus physikalischen Ursachen erklären 
wollen, ist ebenso widei-sinnig , wie eine physikalische Wirkung aus 
Absichten. Man kann allerdings die physikalischen Ursachen angeben, 
welche die Wirkung herbeiführten, welche als Zweck von einem In- 
dividuum empfunden werden. Damit ist aber der Zweck als Empfindung 
nicht erklärt, denn eine Empfindung kann ebensowenig als Empfindung 
erklärt werden, wie eine Ui-sache als Ursache. Beides sind letzte Ele- 
mente ; und ebenso wie die Ui'sache ihrer selbst (causa sui) eine contra- 
dictio in adjecto, ebenso ist auch Ui-sache der Empfindung (als Empfin- 
dung überhaupt im Gegensatz zu Empfindung einer bestimmten Art) 
als Alogismus zu bezeichnen. Als abgekürzte Redensart ist es aber 
ganz zulässig aus Zweckui-sachen zu erklären. Die Sprachmetaphysik 
ging meist diesen Weg bei ihren Wortbildungen, weil er dem naiven 
Bewusstsein als der natürlichste, zweckdienlichste erscheint 

Wenn wir sagen: dem Vogel wachsen Flügel weil er fli^en soll, 
so lässt sich natürlich an diesem Ausdrucke nicht mäkeln; denn wir 
versetzen uns in die Vogelseele , in die Empfindung ihres Lebens , und 
empfinden das Fliegen als einen Zweck. Dieser Zweck kann nur 
durch die Flügel vei-wirklicht werden; das Fliegen und das Mittel zum 
Fliegen stehen in logischem Konnex, und insofern ist der Zweck der 
Flügel erklärt durch die Absicht des Fliegens. Sagt nun der Natur- 
forscher: dem Vogel wachsen die Flügel, weil im Embryo desselben die 
betreffende Anlage vorhanden ist, so kollidirt das durchaus nicht mit 
der ersteren Erkläining „sie wachsen, weil er fliegen soll''. Denn der 
Naturforscher betrachtet den Vogel rein objektiv; ihm ist Vogel ein 
Kombinationsbegiiff aus Denk- und Sinnesbegriffen, und diese kann er 
auch logisch nur verbinden durch den betreffenden Funktionalbegriff 
Ursache-Wiikung im physikalischen Sinne; dem Jäger jedoch ist Vogel 
eine Kombination aus Denk- und Gefühlsbegiiffen, ein fühlendes Wesen; 
und demnach muss er die Zustände desselben nach Mittel -Zweck in 
logischen Konnex bringen. Fehlerhaft jedoch werden die beiderseitigen 
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Erklärungen, wenn diese Scheidung nicht aufrecht erhalten worden 
ist. Soll der Funktionalbegriflf Zweck auf Sinnesbegriffe angewandt, 
das physische Wachsen durch Absichten erklärt werden, so ist das 
ebenderaelbe logische Fehler, als wenn die materialistische Anschauung 
das Gefühl mit Sinnesbegrififen direkt verbinden, aus physischen Ur- 
sachen die Empfindung eines Zweckes erklären will. 

Man kann deshalb ebensogut sagen: die Natur entwickelt nach 
physikalischen Ursachen, als — die Natur verfolgt gewisse Zwecke. 
Empfindende, wollende Wesen existiren in der Natur; und deshalb 
existiren auch Zwecke, welche als solche nur mit Absichten, Motiven 
etc., nicht aber mit atomistischen Bewegungen in unmittelbaren logischen 
Konnex gebiticht werden können. Die Naturwissenschaft darf aber 
hiervon keinen Gebrauch machen, weil sie nur die Verändemng der 
Sinneszeichen in den Kreis ihrer Betrachtung ziehen will. 

Es ist heutzutage eine geläufige Vorstellung, sich eine Welt zu 
denken, in welcher die sinnlichen Veränderungen vor sich gehen, wie 
wir sie jetzt beobachten, ohne dass aber irgend welche empfindende 
Wesen vorhanden wären; man weist auf die geologischen Zeiten hin 
und glaubt damit eine solche Hypothese bewiesen. Für die Jetztzeit 
wird die Existenz empfindender Wesen zugestanden; da dieselben aber 
nach obiger Hypothese etwas Zufälliges sind, so bürgeite sich die 
Meinung ein, aus physikalischen Ursachen sei überhaupt alles zu er- 
klären. Stellen wir nun die andere Hypothese auf, dass in jedem 
Weltzustande Empfindung vorhanden sei — eine Hypothese, die zum 
allermindesten ebenso berechtigt ist, wie die vorherige — nun so 
müssen auch stets Zwecke vorhanden sein, und alle Verändeiiingen 
können demnach betrachtet werden als Veränderung von Mitteln zu 
gewissen Zwecken. Hieraus müsste sich eine durchaus logische Teleo- 
logie ergeben; womit aber der gleicherweise logische Satz durchaus 
nicht aufgehoben wird: dass die objektive Betrachtung jener Zwecke 
als Veränderungen der sinnlichen Merkmale nicht nach Zweck 
und Absicht, sondern nach physikalischer Wechselwirkung zu er- 
klären hat. 

Bei der teleologischen Erklärung, welche in dieser letzteren 
Hypothese parallel einer physikalischen Erklärung laufen könnte], ist 
aber die grosse Schwierigkeit nicht zu eliminiren, dass die Zweck- 
begriffe je nach der Konstiniktion des empfindenden Organismus eine 
vei*schiedene Gestalt haben, und wir nicht wissen können, inwiefem die 
menscliliche Struktur ein Abbild des Naturganzen ist; inwiefern der 
menschliche Organismus als Nomialtypus, das Menschengemüth als 
Empfindungsresultante des Weltgeschehens gelten darf. Für bestimmt 
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nach Zeit und Raum abgegi-enzte Gebiete des Weltgeschehens dQrfte 
dies zwar richtig sein; jedoch der strikte Beweis fehlt. 

Dem gegenüber kann die rein objektive Weltbetrachtung bei ihrer 
Beschränkung auf Sinneszeichen solche normale Maasseinheiten auf- 
weisen. Schwere, Temperatur, Licht etc. können gemessen, Gef&ble 
aber nur geschätzt werden. Strikte Konstanz ist allerdings auch bei 
den physikalischen Maasseinheiten nicht zu behaupten; sie ist aber 
auch nicht nothwendig, weil unsere Welt nicht ein ruhendes Sein, son- 
dein ein Geschehen ist 

Hieraus ergibt sich auch, warum die teleologische Betrachtungs- 
weise, abgesehen von ihren logischen Veririningen, wenn sie physikalische 
Veränderungen erklären wollte, so vielen Unsicherheiten ausgesetzt ist. 
im Vergleiche zu dem Versuche einer physikalischen Verbindungsweise 
der Thatsachen. Nicht allein die Maasseinheiten fehlen ihr, sondern 
auch ihre nothwendigen Begriffe sind überaus komplizirt, mit den 
wenigen physikalischen Begiiffen verglichen. Dies verhindert aber 
nicht, dass der wahre Genius weit auseinanderliegende Erscheinungen 
teleologisch in der Divination richtig zusammenfasst , während die ob- 
jektive, sicher vorwäitsschreitende Betrachtung erst nach unsäglicher 
Arbeit die vollständige Reihe der Zwischenglieder auffindet, welche die 
jener dichterischen Ahnung parallel laufende, kausal verknüpfende 
Kette der Sinneszeichen bilden. Wer denkt hier nicht an Goethe und 
den Dai-winismus. Man hat mit Recht bemerkt, dass Goethe die Ent- 
wickelungslehre aufstellte, aber kein Darwinianer sei. Wenn die Mängel 
und Einseitigkeiten der heutigen Entwickelungslehre überwunden sind, 
wird man vielleicht finden, dass Goethe's Anschauungen richtiger waren, 
als diejenigen des heutigen Darwinismus. ^^ 

Die Wahrheit des Zweckbegi-ifies und die Wirklichkeit der Em- 
pfindung schliessen sich gegenseitig zu dem bedeutungsvollsten Moment 
des Weltgeschehens. Hieraus ergibt sich auch das Fehlerhafte der ge- 
wöhnlichen Gegenübei-stellung einer Welt der Wirklichkeit (äussere 
Natur) zu einer Idealwelt, welche letztere aufgefasst wird als mehr oder 
weniger ein dichterisches Vergnügen, welches die Menschen aussinnen 
zur Befriedigung gewisser psychischer Bedüi*fhisse. Diese Idealwelt ist 
die empfindende Auffassung des Weltgeschehens, und deshalb von der- 
selben Wirklichkeit wie ein jedes äussere Ding; ja noch viel grösser ist 
die Realität ihrer Gebilde, so lange der Beweis einer isolirten Existenz- 
niöglichkeit jener äusseren Dinge fehlt. Die Gebilde jener Gemüths- 
welt haben allerdin^ nicht die starre Form der Naturobjekte, wegen der 
Veränderlichkeit und Verschiedenheit der Empfindungsorganismen; dies 
beeinträchtigt aber nicht ihre Wirklichkeit als Ganzes. Auch die 
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Naturobjekte ändern sich ja je nach der Reife unseres Urtheils und 
den Fähigkeiten unserer Sinne. Versuchen wir von der objektiven 
Welt alles abzustreifen, was in Beziehung hierauf i-elativ ist, uns dar- 
auf zu beschranken, was nach unserem heutigen Urtheil unveränderlich 
bleiben wird, so reduziren wir bekanntlich diese hochgeschätzte ob- 
jektive Wirklichkeit auf ausdehnungslose Atome, reine Schemen, welche 
ebenso allen Inhaltes ermangeln wie irgend ein Idealgebilde, welches 
wir von dem empfindenden, veränderlichen Individuum loszulösen ver- 
suchen. Die Kulturgeschichte aller Zeiten zeigt aber, dass in den be- 
grifflich dargestellten Gebilden des Gemüthes ewige Idealformen von 
Allen anerkannt werden, welche nicht im GemQthe verkrüppelt sind; 
auf die Ansichten dieser letzteren darf aber keine Rücksicht genommen 
werden, wenn die Wirklichkeit und Wahrheit der Gemüthswelt diskutirt 
wird, ebensowenig wie der Physiker den SinneskrUppel zu Rathe zieht, 
wenn er Qber die Wirklichkeit eines äusseren Naturvorganges sich zu 
vergewissem sucht. Dass die Wirklichkeit und der Werth jener Ideal- 
welt durchgängig von der Menschheit sogar höher geschätzt wird als 
die Wirklichkeit der äusseren Natur zeigt schon die Thatsache, dass 
man sich für eine Idee wohl todtschlagen lässt, aber nicht wegen eines 
physikalischen Experimentes oder mathematischen Beweises. Nur die 
Verständigung über die Wahrheit auf physikalischem Gebiete ist 
soviel leichter zu erzielen als auf dem Gebiete des Gefühls, weil die 
Thatsachen dort unendlich viel einfacher sind« 

Wenn man sich einmal von dem vagen Gebrauche der viel- 
deutigen Wolter Ui-sache und Wirkung emanzipirt und für jeden spe- 
ziellen Fall ausgefunden hat, ob von der rein logischen Funktion, oder 
aber den durch Abstraktion gewonnenen Sinneszeichen, aus welchen 
die objektive Welt konstmirt wird, oder aber von der durch eine 
ebensolche nach der anderen Sphäre gewandten Abstraktion einer 
reinen Gefühlswelt die Rede ist, so ist es nicht schwer, sich von dem 
Nichtstattfinden einer Kollision obiger Begriffe zu überzeugen. 

Hierin liegt auch der Schlüssel zur Lösung des Problems von der 
moralischen Freiheit der physikalischen Nothwendigkeit gegenüber. Zu 
dieser Lösung ist jedoch vorab die Lösung des Problems der Persön- 
lichkeit erforderlich, welche wieder in engster Verbindung steht mit 
der Frage nach der Realität der Aussenwelt, und der Realität der 
grammatischen Subjekte und Objekte; Gegenstände, welche dem Haupt- 
objekte dieser üntei-suchungen fern liegen, vielleicht aber in Verbin- 
dung mit dein kosmologischen Problem am Schlüsse markirt werden 
können. 
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Hiermit ist die Untersuchung der logischen Verbindungsform der 
Elementarbegriffe des Denkens und Empfindens in den charakteristisch 
möglichen Verschiedenheiten geschlossen. Zur Erleichterung einer spä- 
tei-en Prüfung der in den mathematischen Wissenschaften gebrauchten 
Begiiffe auf ihre logische Richtigkeit wird es zweckmässig sein, hier 
einige allgemeine Betrachtungen über mögliche Begiiffskombinationen 
folgen zu lassen. 



A. KAPITEL XI. 



DING UND VORGANG, 



Alle allgemeineren Begiiffe sind funktionale Bildungen aus Individual- 
begriifen. Ist der betreffende Elementarbegriff der reine Denkakt, so 
sind seine Kombinationen zu höheren Begriffen das, was arithmetische 
Konnexe genannt wurde. Das Denken kann ausserdem noch die Em- 
pfindung als reine Dauer setzen, abstrahirend von jedem spezifischen 
Empfindungsinhalte. Dieser Begriff des Geschehens überhaupt heisst 
dann Ausdehnung allgemein; und durch Verbindung dieses zum 
Denkbegnff Ausdehnung gestempelten Empfindungsbegriffs Dauer 
mit den arithmetischen Konnexen entstehen die geometrischen Figuren. 
Hieraus durch weitere Kombination der Begriff der körperlichen Be- 
wegung. Durch einfache Subsumtion und Synthese entstehen alle Kom- 
binationen; fehlerhafte Bildungen können nur durch Unachtsamkeit 
entstehen und ihre Fehler machen sich alsbald dadurch, kenntlich, dass 
sie mit einer anderen Kombination in Konflikt gerathen. Bedeutend 
schwieriger wird das Urtheil über die logische Richtigkeit eines Be- 
griffes, sobald er Sinneselemente (Begiiffe für einfachste Sinneszeicheu) 
enthält. Hat die Empfindung mehrere solcher Sinneseindrücke erlebt, 
so ist das Denken berähigt, mit Hülfe der Denkbegiiffe eine Unzahl 
Kombinationen zu entwickeln, und diesen Begriffskombinationen ent- 
>prechend Voi-stellungen zu bilden, von denen es ganz dahin gestellt 
bleibt, ob dieselben auch durch eine unmittelbare Wahniehmung ge- 
geben werden, d. h. ob es äussere Gegenstände gibt, welche jenen 
Phantasievorstellungen entsprechen. Logisch möglich bleiben aber 
solche Phantasievorstellungen, so lange ihr Begrift' nicht Einzeleleniente 
enthält, die sich gegenseitig ausschliessen. Wenn ihre Verbindung 
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nicht in eindeutiger funktionaler Form hergestellt ist, wird der Begriff 
ein mehrdeutiger, unbestimmter; wenn er einander ausschliessende 
Elemente enthält, ist er logisch falsch. Trocken und nass sind gegen- 
seitig sich ausschliessende Attribute; ein trocken - nasses Ding also ein 
unmögliches Ding, ein alogischer Begiiff. 

Sprechen wir von einem Thiere und definiren es als einen Oiganismus, 
der sich bewegt, ernährt und reproduzirt, so sind diese drei Attiibute 
nicht hinreichend, um sich funktional gegenseitig zu bestimmen zu dem, 
was wir mit Thier bezeichnen wollen. Bekanntlich kommen diese 
Attribute ebenso gut den Schleimpilzen zu, welche wir nicht zu den 
Thieren rechnen. Der Begriff: 

Thier = Funktion von (Bewegung, Emähining, Reproduktion) 
ist also unvollständig insofern er Thier ausdrücken seil; er kann aber 
vollständig gemacht werden durch EinfQgung der fehlenden Elemente, 
welche die Funktion in dem beabsichtigten Sinne eindeutig machen. 

Ebenso wäre es, wenn wir eine Linie im Räume durch die Be- 
stimmung von nur zwei Koordinaten definiren wollten. 

Diese unbestimmten Begriffe werden auch allgemeinei*e Begriffe 
genannt; und alle Wissenschaft besteht in der systematischen Gruppirung 
der Begriffe nach funktionaler Bestimmung. Die Natui'wissenschaften 
speziell haben die Aufgabe, im Gegensatz zu den mathematischen 
Wissenschaften, nicht die logisch möglichen Begriffe zu giiippiren, 
sondei-n Begriffskomplexe klassifiziil nach Ober- und Unterbegriffen zu 
bilden, welche thatsächlichen Wahrnehmungen entsprechen. Ihre Haupt- 
frage stellt sich deshalb in der Foim : 

Haben wir uns den richtigen Begriff von diesem oder jenem Ding 
oder NatuiTorgang gebildet? (Gewöhnlich sagt man: haben wir uns 
die richtige Voi-stellung gebildet.) Z. B. ist der Blitz ein geschleudertes 
glQhendes Ding^ die Wolke ein Luftfisch, oder ist ersterer eine Reihe 
von Erhitzungen kleinerer Dinge (Lufttheilchen) , letztere eine stete 
Auflösung und Neubildung von Dampfbläschen? 

Diese Frage enthält als Theilfrage diejenigen nach der Realität 
der Dinge Oberhaupt, obschon es Anfangs so aussieht, als könne man 
hier nach zwei scharf geschiedenen Klassen von Begriffen „Dingen 
und Naturprozessen** uitheilen. Es wurde schon bei Behandlung 
der Gesichtswahmehmungen ausgeführt, dass diese Begriffsklassen nur 
relativ verschieden sind ; dass bei verschiedener organischer Konstitution 
des urtheilenden Individuums einmal für einen stabilen Gegenstand 
erklärt, was das anderemal fQr veränderlichen Voi*gang gehalten wird. 

Vorläufig wird die Richtigkeit eines solchen Urtheils abgeschätzt 
werden nach dem Grade der Tauglichkeit, in welchem der betreffende 
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Begriff den Lebenszwecken der Seele dieses oder jenes Individuums zu 
dienen vermag. Dem Schiffer dient der Begriff auf- und unter- 
gehender Lichtpunkt; und dieser ist für seine Zwecke vollständig 
ausreichend. Der heutige Astronom gebraucht die Bewegung des 
Körpers, Stern, und die Drehung der Erde. Einer unserer vor- 
erwähnten hypothetischen Organismen würde das Ding „feuriges Band^ 
seinen Zwecken entsprechender finden. Für alle Fälle aber ist es 
richtig, von jener Licbterscheinung zu sprechen als einem Geschehen, 
einem Prozesse, „innerhalb dessen Einzelperioden unter dem Namen 
Dinge^ durch die Reflexion ausgesondert werden können. 

Sobald man sich auf den absoluten Standpunkt des Urtheils stellt, 
zerrinnen alle objektiven Dinge und es bleibt nur ein Prozess, ein Ge- 
schehen; damit zeiTinnt aber auch zugleich das urtheilende Individuum 
als stabiles Subjekt. Der Empirist wird allerdings sagen : ausgenommen 
hiervon sind unsere materiellen Atome und Zeit und Raum. Wie es 
mit dieser Ausnahme steht, davon später; ^^) hier sollten nui- übei-sicht- 
lieh die verschiedenen Arten der Begriffsbildung erwähnt werden. 

Als Resultat ergiebt sich, dass alle Denk- und Sinnesbegiiffe logisch 
miteinander verbunden, als mathematische Funktionen entwickelt werden 
können ; nur muss man nicht wähnen, die drei heterogenen Abstraktionen 
Denkakt, Sinnesakt, Gefühlsakt durch Rechnungsoperationen ineinander 
verwandeln zu können; das geht ebensowenig wie die Verwandlung 
der Einheit y — 1 in 1 durch Summation einer der beiden Einheiten. 

Mit den Gefühlsbegriffen 11. B., also den ethischen und ästhetischen, 
ist es im Gininde nicht anders; nur wächst die Schwierigkeit ihrer 
Gmppirung in geometrischer Progression mit der Anzahl der möglichen 
Kombinationen und der Schwierigkeit das fühlende in jedem Augen- 
blicke veränderliche Subjekt auf einige relative Noimaltypen zu redu- 
ziren. Eine mathematische Behandlung dieser Begriffe kann deshalb 
nicht prinzipiell ausgeschlossen werden; in der Psychophysik wei'den 
die ersten Vei*suche hierzu gemacht werden müssen. 



Rückblick. 

Die Umrisse einer allgemeinen Erkenntnisstheorie, selbstbewusstes 
Auffassen des Existirenden in seinen gegenseitigen Bedingungen, sind 
hiermit geschlossen. Es wurde nicht ausgegangen von einem Ober- 
begriffe, der seine Wirklichkeit und Wahrheit ei-st zu dokumentiren 
hätte, auch nicht von einem allgemein acceptirten Gegensatze 
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wie Denken und Sein — materielle und geistige Welt, 
sondern von der Thatsache, dass: 

ein Gegebenes da ist; 
dass empfunden und gedacht wird. 

Die Empfindung, oder objektiv gesprochen, die Wahrnehmungen 
konnten bei der Reflexion als das Primäre, oder vielmehr als Ausdruck 
eines Gegebenen überhaupt aufgefasst werden, insofern das Unter- 
scheiden und Vergleichen der Wahrnehmungen Denken derselben 
genannt wird ; Denken also nur stattfindet, wenn Empfindungen da sind, 
oder dagewesen sind. Umgekehit aber kann auch von Empfindungen 
nicht gesprochen werden, wenn kein Denken stattfinden soll; denn 
Bewusstwerden von Empfindungen (im Plural) erfordert synthetisches 
Setzen derselben; sich Bewusstwerden der Empfindung als einer von 
vielen, ist Setzung dieser einen, Inslebeutreten des Denkaktes. 
Von einer Welt, einem Geschehen als reiner Empfindung darf man also 
gar nicht sprechen, da, sobald man davon spricht, sie auch schon 
denkend gesetzt, durch einen diskreten Denkakt von jeder anderen 
Empfindung als diese Empfindung geschieden ist. Von einer ^Velt 
als reinem Denken zu sprechen, wäre ähnlich, als wenn man von den 
Grenzen eines Körpers sprechen wollte, die jedoch auch an sich existiren 
könnten, ohne dass ein Körper vorhanden zu sein brauche. Eine dia- 
lektische Selbstentwickelung wäre die Selbstvermehrung eines Punktes, 
oder irgend einer abstrakten Grenze zu vielen Grenzen, und die schliess- 
liche Sumroirung der Grenzen zu einem realen Ding. 

Die synthetische Thätigkeit des Denkens oder Empfindens — denn 
als ui-sprüngliche Synthesis ist es ein und derselbe Begriif — muss eine 
regelmässige Thätigkeit sein, oder andei-s ausgediilckt : nur durch 
eine regelmässige, in jeder Beziehung denknothwendige Thätigkeit ist 
ein Wissen davon, eine Erfahrung Oberhaupt, möglich. Diese 
Möglichkeit erfordert aber nui* „Regel"', ein Denkgesetz Oberhaupt 
nicht eine spezifisch bestimmte Regel. Diese Bedingung einer Er- 
fahiiingsmöglichkeit überhaupt wird ausgedrückt durch den Satz der 
Identität, wenn von einem Einzelnen, durch die funktionale 
Bestimmtheit, wenn von einem Vielen die Rede ist. Die Formen 
der Setzung, welche bei einer Regel des Geschehens denkmöglich sind 
— ohne welche es alogisch ist, von einem Geschehen überhaupt zu 
sprechen — wurden vollständig bestimmt als die Funktionen y, und </• , 
mit ihren betreffenden Unterabtheilungen. Wurde in diese Funktionen 
statt der abstrakt gesetzten Denkakte (der diskreten Elemente) der 
Begiiff des wirklichen Geschehens gesetzt, Dauer der Empfindung, so 
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verwandelten sich obige Funktionen in die Begriffe „Zeit, Raum, Be- 
wegung." Alle Verändeiiingen der Empfindung (Wahrnehmungen) 
müssen deshalb bestimmt werden als in Zeit oder in Zeit und Raum 
stattfindend. 

Weil dieFoimen Zeit und Raum nur aus der Regel überhaupt, 
nicht aus einer spezifischen Regel hervorgingen, deshalb konnten 
sie apriorisch näher bestimmt werden als eindimensionale Zeit und 
dreidimensionaler Raum. Es sind hiermit die weitesten Grenzen einer 
erfahrungsmöglichen Welt überhaupt gesteckt; die empirische Welt, 
als Theil dieser Möglichkeit überhaupt, mag sich auf einen Theil dieser 
Grenzen beschränken, kann aber nicht darüber hinausgehen — etwa 
als mehrdimensionale Zeit vierdimensionaler Raum — ohne dem Begiiif 
der Grenze und der logischen Regel überhaupt zu widei'sprechen. Von 
der Art der Empfindungen hing es nun ab, ob sie räumlich oder zeit- 
lich unterschieden wurden. Ein Zusammen von heterogenen Empfin- 
dungen kann in seinen Elementen unterschieden werden, eben weil sie 
einander heterogen sind. Ein Zusammen von homogenen Elementen 
wird aber als einheitliche Summe aufgefasst, wenn das empfindende 
Subjekt als Einheit gedacht wii'd. Wenn also das Urtheil des Sub- 
jektes jenen Einzelelementen im Zusammen homogenen Sinneswerth 
beilegt, die Elemente aber dennoch zu untei*scheiden vermag, so gruppirt 
das Subjekt diese dem einen Sinneswerthe nach homogenen Elemente 
den Regeln der Funktion </>. gemäss. Diese Konstruktion hängt von 
dem Urtheile des Subjekts ab, ist also abhängig von dem Stadium des 
subjektiven Wissens. Was in dem einen Stadium als Fläche an- 
geschaut wird, mag in einem anderen als Köiper konstruirt werden. 
Deshalb konstruirt das Subjekt seine räumlichen Ausdehnungen und 
Körper ebenso gut, wenn nach dem majorisirenden Urtheile anderer 
Subjekte wirkliche Körper, als wenn Täuschungen vorliegen. 
Weil die logische Möglichkeit einer Gruppirung nach drei Dimensionen 
gegeben ist, so bezeichnen wir im Allgemeinen die Köiper als nach 
drei Dimensionen ausgedehnt Da aber aus dem Geschehen sich Körper 
als absolute Dinge nicht ausscheiden lassen , wenigstens ein jedes ab- 
solute Kriterium über das, was Körper oder Natui-prozess ist, fehlt, so 
können wir auch nicht definitiv darüber entscheiden, ob ein Natur- 
prozess in einer, zwei oder dm Dimensionen abläuft, wenn die naive 
Beobachtung uns einen stabilen qualitativ veränderlichen Punkt zeigt; 
oder was dasselbe ist, wir können nicht entscheiden, ob es stabile 
Dinge gibt, ob alle Dinge nicht unter den Begriff des Geschehens, 
des Werdens subsumirt werden müssen. 
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Dass Denken und Empfinden da sind, wissen wir, oder subjektivirt : 
wir wissen von der Existenz empfindender Subjekte. Dass ee aber 
auch empfindungslose Dinge gibt, davon wissen wir unmittelbar 
gar nichts. Die Annahme todter empfindungsloser Dinge, oder rein 
materieller Atome, ist eine Hypothese, welche durch einen auf unvoll- 
ständiger Induktion beruhenden Analogieschluss entsteht; an diese 
Hypothese wird geglaubt, weil sie den heutigen Zwecken unserer In- 
dividualorganisation dienlich ist, ähnlich wie auch der Begriff eines 
absolut vollkommenen Wesens; der ei'stere Begriff dient den Bedürf- 
nissen unseres materiellen Lebens, der letztere dem Bedarfnisse des 
Gemüthes. Sollen solche Hypothesen nicht allein einen Wei-th haben 
als logische Abstraktionen, welche wir zum Zwecke des Erklärens 
bilden, sondern auch als Behauptung selbständiger Existenzen, welche 
von keiner subjektiven Eonstiiiktion abhängig sind, so muss der Beweis 
fbr solche Realitäten noch gefunden werden. Hieiilber s. „Realität der 
Aussenwelt'\ am Schlüsse. 



A. KAPITEL XII. 

DIE ANALYTISCHE FORMELSPRACHE 

IN IHRER ANWENDUNG AUF RAUMBEGRIFFE. 



Die bahnbrechenden Untersuchungen Kants sind schon hinlänglich 
hervorgehoben worden, und waren die gegebenen Entwickelungen so- 
zusagen eine Lösung der Frage, welche Kant ungelöst liess, nämlich: 
ob sein neu hingestelltes irreduzibeles Element „sinnliche Anschauungs- 
form des menschlichen Intellekts^ schliesslich doch als reduzibel sich 
erweisen würde, einer gemeinsamen Wurzel mit dem logischen Denken 
entspringe. 

Den ersten Versuch diese Frage zu lösen machte Herbart, indem 
er trachtete, diese sinnlichen Anschauungsformen aus logischen Begriffen 
zu konstruiren. Er scheiterte bei diesem Versuche; seine Konstruktionen 
tragen denselben Charakter wie die Hegeischen. Er nahm unbewusst 
aus der Erfahrung die Begriffe auf, welche ei'st durch die logische 
Bewegung entstehen sollten. Gibt man auch seine Konstruktion der 
Zeit und ihre Darstellung durch die gerade Linie zu, so ist doch alles 
Bemühen aus der geraden Linie herauszukommen vergeblich. Deshalb 
bedient er sich des Kunstgriffs, auf der geraden Linie die Richtungen 
„vor- und rückwärts" durch die neuen „rechts und links" zu ereetzen, 
und damit bringt er die Ebene fertig. Nun könnte aber das Rechts 
und Links gar nichts nützen, wenn es identisch mit vor- und i-ückwärts 
wäre; jene Begriffe bringen die Ebene nur zu Stande, weil bei ihnen 
schon das Vorhandensein von etwas ausserhalb der geitiden Linie 
Ezistirendem gedacht wird — was später bei der Geometrie ausführ- 
licher zu behandeln ist. Nach derselben Methode substituirt er dann 
dem „rechts und links'' die Begriffe „auf- und abwärts^', die gleicher- 
weise von „vor-, rückwärts, links, rechts" nicht verschiedien wären, 
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nichts Neues hervoi'zubringen vermöchten, wenn sie das Neue nicht 
schon in sich enthielten. Es sind eben mehrdeutige Begriffe, in denen 
das Einemal nur die Deutung auf die allen sechs gemeinsame entgegen- 
gesetzte Richtung, das Anderemal aber die Deutung auf eine begriff- 
liche Verschiedenheit benutzt wird. Dieser logische Fehler der An- 
wendung eines Begriffes entgegen dem Satze der Identität wird 
hervorgerufen durch die nicht logisch aufgebaute Etymologie, welche 
mit einem Worte viele verschiedene Begriffe bezeichnet; wieder ein 
Beispiel, wie eine Unvollkommenheit der Sprache zu dem Glauben an 
ungerechtfertigte, vermeintlich höhere Begriffskategorien verleitete. 

Ausserdem fehlt auch bei Herbart der Nachweis, dass mit diesen 
sechs Begriffen der Gyclus möglicher Bildungen abgeschlossen, obschon 
er sich bemüht zu zeigen, dass ein solch stringenter Beweis ganz un- 
nöthig sei. Zudem bleibt Herbart nur im diskreten Setzen; hätte er 
auch die denkmöglichen Untei*schiede vollständig entwickelt, das 
Zwischen, die Ausdehnung von einer Position zur nächsten, würde 
immerhin fehlen. Wie tief er selbst diesen Mangel fohlte ^ ergibt sich 
aus seiner Protestation, in welcher er sich gegen eine solche neue 
Forderung verwahrt; stellenweise auch von einem intelligiblen im Unter- 
schiede von einem empirischen Räume spricht, sodass man kaum weiss, 
ob er beide je nach Bedfirfniss für identisch erklären will, oder ob er 
das Kantische Intelligibel für die zweckmässige Finstemiss hält, um 
seine Verschanzung den Blicken der Angi*eifer zu entziehen. 

Die Einsicht in die Fehler des Herbartschen Yeimichs, verbunden 
mit dem Bestreben, eine philosophische Grundlage für mehrere fremd 
nebeneinandei-stehende Stammbegriffe der mathematischen Wissen- 
Schäften zu finden, fllhi-ten Riemann zu den Untersuchungen, welche 
zu einer algebraischen Raumtheorie sich entwickelten; einem Schema, 
innerhalb dessen unser Weltraum eine Stelle finden sollte. 

Riemanns Verdienst in der Stellung neuer Fragen in dieser Be- 
Ziehung; in der Aufzeigung neuer Wege zur Lösung des hartnäckigen 
Problems, oder auch in der begleitenden Aufforderung, solche neue 
Wege zu suchen, lässt sich vergleichen der berühmten Frage Kants: 
wie sind synthetische Urtheile a priori möglich? In der richtigen 
Stellung der Frage liegt häufig schon die halbe Lösung. Aber selbst 
wenn diese Fragen Kants und Riemanns unrichtig gestellt waren (was 
das Resultat vorliegender Untersuchungen ist), so wird doch das nicht 
hoch genug anzuschlagende Verdienst auch dieser Fragestellungen von 
jedem anerkannt werden, der sich in den Gedankengang jener Forscher 
einzuleben vermag. 
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Riemanns Oedankengang muss hier etwas eingehender betrachtet 
werden, weil er die Basis einer Raumtheoiie bildet, welche unter den 
Mathematiken zahlreiche Anhänger hat, und bei der empiristischen 
Schule für die Lösung aller hierauf bezüglichen Probleme gehalten wird, 
seien dieselben mathematischer oder allgemein erkenntnisstheoretischer 
Natur. Sogar viele Philosophen, welche nicht dieser Geistesrichtung 
angehöi*en, halten mit dem Urtheil über den logischen Werth jener 
Spekulationen zuiück, geblendet durch die analytischen Resultate, 
welche mittelbar aus den metamathematischen Untersuchungen hei*vor- 
gingen. •«) 

Es wird sich nun zeigen, dass in diesen metamathematischen 
Raumtheorien Herbarts logische Erschleichung mit analytischen Zeichen 
wiederholt wurde; dass hierdurch aber bei dem unbeschränkten analy- 
tischen Schematismus ein nfacher Raum entstehen musste, während 
Herbart bei dem dreifachen stehen blieb, weil er nur Begriffe ver- 
wandte, die logisch waren, obschon deren Richtigkeit aus Herbarts 
Deduktion nicht zu folgern ist. Jener n fache Raum wurde nicht als 
Erschleichung erkannt, weil man über die logische Natur der analytischen 
Symbolik im Unklaren war, und sie nur empirisch je nach den vor- 
liegenden Bedürfnissen handhabte. 

Seit Euklids Zeiten unterscheidet die Geometrie bekanntlich ihre 
Ausgangsbegiiffe als Axiome und Nominaldefinitionen. Zu den Axiomen 
zählt sie Sätze wie: „wenn zwei Grössen einer dritten gleich sind, so 
sind sie unter sich gleich ;'' zu den Definitionen die Sätze, welche die 
Bedeutung der räumlichen Anschauungsbegriffe klar machen sollen. 
Die innere Verbindung dieser Axiome und Definitionen blieb aber stets 
dunkel; man vermochte nicht die vei'schiedenen Grandbe^nffe auf einen 
Ausgangspunkt zurückzuführen, und besass kein Kriterium, um einen 
Lehrsatz von einer obiger Nominaldefinitionen zu unterscheiden; man 
hielt einige dieser letzteren deshalb gleichfalls für Lehrsätze und suchte 
sie nach der bekannten Methode aus den Axiomen zu beweisen; man 
sachte die Bedingungen festzustellen, unter welchen zwei in einer Ebene 
gelegene gerade Linien sich in einem Punkte schneiden, oder aber, 
sich nicht schneiden können, resp. parallel sind. 

Einem einzigen Geometer (Legendre) wurde hier ein partieller 
Erfolg zugestanden. Dass dieser aber vollständig illusorisch ist, wird 
bei der Geometrie näher ausgeführt werden. Die Fruchtlosigkeit aller 
Versuche auf diesem Gebiete ist nun von unserem Standpunkte aus 
darin zu suchen, dass das erkenntnisstheoretische Instrument nicht 
ontenmcht wurde, was hier allein helfen konnte; mit kurzen Worten: 
man war sich nicht klar über die Bedeutung des Wortes Begriff, 
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und wusste deshalb auch nicht genau, was man Axiom, oder Nominal- 
definition oder Lehrsatz nennen sollte; eine mehr als zweitausend- 
jährige Geschichte hatte hier einen Wortgebrauch eingeführt, an dem 
zu rQtteln man sich wohl hütete, weil das Kriterium vollständig fehlte, 
welches hier zu entscheiden hatte. 

Die Geometrie erschien in Folge dessen den Neueren als eine 
Wissenschaft, welche neben apriorischen auch wenigstens ein empirisches 
Element enthalte; und diese Ansicht erhielt neue Zustimmung durch 
die That Bolyais und Lobatschewskys, welche eine rein theoretische 
Wissenschaft, die sogenannte Pangeometrie schufen, welche gar nicht 
einer durch Anschauung zu beglaubigenden Definition bedurfte, aber 
in ihren formalistischen Sätzen eine solche Aehnlichkeit mit Sätzen der 
Geometrie bekundete, dass diese letztere als ein Spezialfall der neuen 
Wissenschaft angesehen wurde. Wenn man die Wissenschaft in ihrem 
formalistischen Ausdruck sucht, so war diese Ansicht vollständig be- 
rechtigt Wenn man den Inhalt der Wissenschaft aber in der begriff- 
lichen Deutung der Formeln sucht, so war erst zu beweisen, dass die 
Formelsprache in jeder Hinsicht eindeutig blieb. Dies wurde voraus- 
gesetzt, aber nicht bewiesen. Diese prinzipielle Untersuchung glaubte 
man sich ersparen zu dürfen auf Grund des nPermanenzgesetzes der 
formalen Beziehungen", ein Gesetz, welches logisch betrachtet nichts 
Anderes bedeutet, als „Verwendung des Identitätsatzes in der analy- 
tischen Formelsprache.'' Wie aber in der Logik ein jeder Begriff nxd 
seine Widerspruchfreiheit und Eindeutigkeit gopi-üft werden muss, so 
ist dies auch in der Foimelsprache nothwendig. Diese letztere Unter- 
suchung ist also nothwendig, wenn uns das Permanenzgesetz beruhigen 
soll. Auf Grund einer historischen Entwickelung der mathematischen 
Symbolik, welche bisher allen Anforderungen genügt hatte, wird an- 
genommen, dass die Formeln jener logischen Bedingung genügen. Dass 
dies aber nicht der Fall ist, dass in der Geometrie sowohl mehrdeutige 
Begriffe durch eine und dieselbe Formel, ein eindeutiger Begriff aber 
zuweilen auch durch verschiedene Symbole ausgedrückt wird, soll im 
Folgenden bewiesen werden; und daraus werden sich gewisse Be- 
dingungen (Vorsichtsmaassregeln) ergeben, welche bei dem logischen 
Schlüsse aus analytischen Formeln zu beobachten sind. Das Nicht- 
beachten dieser inhaltschweren Vorfrage war die Ursache all jener 
spekulativen Irrwege, welche zwischen den Formeln der Pangeometrie 
durchwandert wurden. *7) Gar so unähnlich war dies nicht der Me- 
thode einer dogmatisch hingestellten Behauptung, woraus die früheren 
Metaphysiker ihre Resultate zu folgern sich für berechtigt hielten. 
Wurde doch schon die ganze Frage, „ob die Geometrie empirische 
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Elemente enthalte", dadurch für entschieden gehalten, weil es gelungen 
war, eine widei-spruchsfreie Pangeometrie zu schaffen, ganz unabhängig 
von allen Anschauungselementen. Die Widerspruchsfi-eiheit einer rein 
theoretischen Wissenschaft beweist' aber nichts weiter, als dass hypothe- 
tische Prämissen widerspinichsfrei miteinander verbunden worden sind; 
und deshalb mag die Pangeometrie einer Geometrie so unähnlich sein, 
wie das Gespensterschiff des fliegenden Holländers einem ehrlichen 
Kauffahrer. Sei eine Prämisse noch so phantastisch oder gar in sich 
widerspruchsvoll, sobald sie zum elementaren Bausteine gestempelt 
worden, kann man in logischem Fortschritte aus dergleichen Elementen 
Gebilde zusammenfügen ; aber diese Gebilde veitragen ebensowenig eine 
logische Deutung wie die Elementarprämisse. 

Es ist nicht wahrscheinlich, dass Riemann dieser Widerspruchs- 
freiheit der Pangeometrie irgendwelche Bedeutung zugeschrieben habe. 
Aber er unternahm es, diese Phantasiegebilde der Pangeometrie mit 
den anschaulichen Gebilden der gemeinen Geometrie in logischen Konnex 
zu bringen, oder wenigstens die Möglichkeit ihrer anschaulichen Kon- 
struktion glaubhaft zu machen; die Unmöglichkeit der realen Aus- 
führung konnte dann immerhin unseren subjektiven menschlichen Be- 
schriinkungen zugeschrieben werden. 

Was Riemann nun thatsächlich fei-tig brachte oder Andere in seinem 
Sinne, war die anschauliche Konstruktion der Verb indungsart ver- 
schiedener pangeometrischer Gebilde, aber nicht die Gebilde selbst 
Dies ist auch ganz erklärlich, weil die Verbindung derselben logisch 
ist; die Gebilde selbst aber, mit Ausnahme des durch unsere gemeine 
Geometrie markirten Spezialfalles sind alogisch, und blieben deshalb 
aller mathematischen Künste ungeachtet unkonstruirbar. 

Riemann suchte auch die logische Grundlage zu finden für eine 
denkmögliche Deutbarkeit der pangeometrischen Gebilde. Diese Grund- 
lage schien angezeigt in dem unbeschränkt aufsteigenden Schematismus 
der algebraischen Foimen, deren ei-ste drei Potenzen anschaulichen 
Raumgebilden korrespondiiten. Dies stellte an sein philosophisches 
Streben die Aufforderung, einen Oberbegriff zu suchen — oder nöthigen- 
falls neu zu konstruiren — welcher die verschiedenen Potenzen als 
Spezialbegriffe in seinen Umfang einschlösse. Riemann definirte (kon- 
stniii-te) demgemäss den Begriff der nfach ausgedehnten Grösse. Da 
seine Deduktion eine geschlossene ist, so muss dieselbe satzweise ver- 
folgt werden, um die darin enthaltenen unbewiesenen Postulate von 
dem logischen Fortschritte zu sondern. Riemanns Gedankengang ist 
auch insofern intei'essant, als dei'selbe seinen eigenen Andeutungen nach 
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durch Herbaits mündliche Aeussemngen über diesen Gegenstand an- 
geregt worden war. 

„Geht man bei einem Begiiffe, dessen Bestimmungsweisen eine 
stetige Mannigfaltigkeit bilden, von einer Bestimmungsweise auf eine 
bestimmte Alt zu einer anderen über, so bilden die durchlaufenen 
Bestimmungsweisen eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, deren 
wesentliches Kennzeichen ist, dass in ihr von einem Punkte nur nach 
zwei Seiten, voi-wäre oder i-ückwärts, ein stetiger Fortgang möglich 
ist. Denkt man sich nun, dass diese Mannigfaltigkeit wieder in eine 
andere völlig verschiedene übergeht, und zwar wieder auf bestimmte 
Alt, d. h., so dass jeder Punkt in einen bestimmten Punkt der anderen 
übergeht, so bilden sämmtliche so erhaltenen Bestimmungsweisen eine 
zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. In ähnlicher Weise erhält 
man eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, wenn man sich vor- 
stellt, dass eine zweifache in eine völlig verschiedene auf bestimmte 
Art übergeht, und es ist leicht zu sehen, wie man diese Konstiniktion 
fortsetzen kann.** 
Der erote Fehler liegt hier in der unmotiviiten Voraussetzung^ 
dass ein Begriff, der verschiedene Bestimmungsweisen zulasse, über- 
haupt unbestimmt viele zulasse. Weil hier veimeintlich nur von 
Grössenbegriffen die Rede ist und deren Repräsentation durch das 
Zeichen a** voi*schwebt, nimmt man keinen Anstoss daran. Versteht 
man aber unter diesem Zeichen seine arithmetische Bedeutung, so hat 
es gar keinen Sinn, innerhalb des a** von vei-schiedenen Bestimmungs- 
weisen zu sprechen. Die Ausdehnung von a' zu a' trägt ganz dieselbe 
Qualität (Bestimmungsweise), wie die Ausdehnung von a' zu a*. Hat 
man jedoch nicht den ganz allgemeinen (arithmetischen) Grössenbegriff 
im Sinne, sondern eine bestimmte Art von Grössen — Farbengrössen 
(Intensität), Gewichtgrössen, Flächengrössen etc. — dann können mög- 
licherweise Arten der Bestimmungsweise einer Ausdehnung unter- 
schieden werden; aber wie viele verschiedene möglich sind, das moss 
einer besonderen Untersuchung zu bestimmen überlassen bleiben. Diese 
verschiedenen Arten sind möglicherweise nur empirisch beschränkt, 
logisch unbeschränkt, möglicherweise aber auch nicht. Der Beweis der 
logischen Unbeschränktheit war hier vor jedem weiteren Fortschritt 
zu liefern. 

Sodann ist gar nicht ersichtlich, was man sich unter „TJebergehen 
in völlig vei*schiedene Arten** denken soll, oder wie die verschiedenen 
Bestimmungsweisen sich begrifflich unterscheiden sollen. Die Vorstellung 
ist allerdings aufgefordert, sich dies durch Uebergehen des Punktes zur 
Linie, Fläche, Köi*per annehmbar erscheinen zu lassen; aber beim 
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Körper sagt die Vorstellung plötzlich halt, während obige Vorschrift 
sa^: „es ist leicht einzusehen, wie man diese Konstruktion fortsetzen 
kann.^ Bleibt man bei streng logischer Begriifsdeutung, so kann 
völlig verschiedene Art nur als absoluter Gegensatz aufgefasst 
werden; dann ist aber die völlig verschiedene Art der Ausdehnung 
eines Punktes zur Linie die Reduktion der Linie zum Punkte. So 
verfühi-erisch demnach auch der Begriff der nfach ausgegehnten Grösse 
klingt, so ist er doch logisch werthlos. Grösse ist nur dadurch Grösse, 
dass sie durchaus einfach in ihrer Bestimmungsweise als Ausdehnung 
bleibt, sobald ihre Ausdehnung, oder Vermehrungsweise, eine viel- 
artige sein soll, ist sie nicht mehr Grösse Oberhaupt, sondern eine 
Grösse von spezifisch bestimmter Art; und durch blosse Vergrösserung 
kann nie aus einer Art eine andere Art hervorgehen, ebensowenig 
in der Arithmetik, wie in der Geometrie, wie in den Farben und Tönen. 
Die Geometrie betreffend, wird dies bei dieser Disziplin näher erläutert 
werden. Riemann geht aber nach jenem Begriff an die Zerlegung alge- 
braischer Foimeln, und findet, in der Meinung, dass er dieselben 
in Flächen zerlegt habe, thatsächlich, dass er sie in quadratische 
Formen auflösen kann. 

Waren die logischen Grundfehler des Begriffes von der nfach aus- 
^^edehnten Grösse nun auch nicht sofort erkennbar, so hätte Riemann 
sich doch über das Bedenkliche und Ungenügende der ganzen Kon- 
stiniktion nicht täuschen können, wenn nicht eine Betrachtung ganz 
anderer All jenen Begriff' zu rechtfertigen geschienen hätte. In Riemanns 
Worten: „In die Auffassung der Flächen mischt sich neben den inneren 
Maassverhältnissen, bei welchen nur die Länge der Wege in ihnen in 
Betracht kommt, immer auch ihre Lage zu ausser ihnen gelegenen 
Punkten. Man kann aber von den Sasseren Verhält- 
nissen abstrahlren, indem man solche Veränderungen mit ihnen 
vornimmt, bei denen die Länge der Linien in ihnen ungeändert bleibt, 
(I. h. sie sich beliebig — ohne Dehnung — gebogen denkt, und alle 
so auseinander entstehenden Flächen als gleichartig betrachtet Es 
gelten also z. B. beliebige cylindrische oder konische Flächen einer 
Ebene gleich, weil sie sich durch blosse Biegung aus ihr bilden lassen, 
wobei die inneren Maassverhältnisse bleiben, und sämmtliche Sätze 
über dieselben — also die ganze Planimetrie — ihre Gültigkeit be- 
halten; dagegen gelten sie als wesentlich verschieden von der Kugel, 
welche sich nicht ohne Dehnung in eine Ebene verwandeln lässt."* 

In dem „man kann aber von den äusseren Verhältnissen abstrahiren^ 
liegt eine weitgehende petitio principii. Man kann das allerdings, wenn 
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man sich mit einer Theilbetrachtung der Flächen begnügen will; man 
kann das aber nicht, wenn man die ganze Natur der Flächen vei*8tehen 
will; und dies ist nicht immer möglich, wenn man sich auf die Be- 
trachtung der analytischen Formel einer Fläche beschränkt, anstatt die 
Fläche selbst zu studiren. Weil in der grossen Mehrzahl der Fälle 
diese Foimeln als vollständige Repräsentanten von geometrischen Gegen- 
ständen angesehen werden dürfen, deshalb wurde dies übersehen. 

Wenn man die von Riemann geforderte Abstraktion vornimmt 
dann betrachtet man lediglich Grössen Verhältnisse , und diese Be- 
trachtungsweise lässt sich gleichmässig durch alle Potenzordnungen der 
Formeln fortsetzen. Es galt nun als Dogma, dass die Mathematik sich 
nur mit Grössenverhältnissen beschäftige, und deshalb glaubte man 
diese Wissenschaft ei*st durch jene geforderte Abstraktion zu einer i'eüi 
deduktiven gemacht zu haben; mit anderen Worten: die Analyse 
schreite rein deduktiv vor, die Geometrie aber enthalte empirische 
Voraussetzungen. 

Alles, was der Analyse in ihrer heutigen Gestalt noch hinzugefbgt 
werden musste, um ihre Anwendung auf räumliche Objekte und Raum- 
begiiife zu ermöglichen, fühlte man sich befugt, einer subjektiven Auf- 
fassung des menschlichen Intellekts oder auch den empirischen Objekten 
selbst zuzuschreiben. 

In jener analytischen Abstraktion verschwindet nun der Unterschied 
von gerader Linie nach unserem gewöhnlichen Verständnisse und den 
geradesten oder kürzesten Linien unter gewissen Bedingungen, z. B. den 
geodätischen Linien auf Flächen. Fügt man zu dem analytischen Aus- 
diiick einer Längenausdehnung ein Symbol, welches die Krümmung 
dei-selben bezeichnet, so wird die Foimel, welche einen grössten Kreis 
der Kugel misst, homolog demjenigen einer geraden Linie; das 
Krümmungssymbol ist im ei'steren Fall eine bestimmte Grösse, im 
zweiten die arithmetische Null. In diesem KrOmmungsmaas glaubte 
man deshalb ein empirisches Element der Raumgebilde entdeckt zu 
haben. Wurde nach derselben petitio principii das vermeintlich empirische 
Element „Krümmungsmaass^ anderen Gebilden als Flächen, etwa dem 
Körper, beigelegt, so zeigte sich in den daraus entstehenden Formeln 
kein Widerspruch, weil man dieses Krümmungsmaass je nach BedQrf- 
niss das einemal als mathematischen Ausdi-uck eines Grösseverhältnisses, 
das anderemal als symbolischen Ausdruck für ein empirisches Element 
benutzte. Hiermit ist aber das Permanenzgesötz der formalen Be- 
ziehungen schon verletzt, weil ein bestimmter analytischer Ausdiiick 
nicht in stets derselben Bedeutung vei*wendet wird. Diese Inkonsequenz 
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kam aber nicht zum Bewusstgein in Folge des Glaubens an die alleinige 
Herrschaft des Grössebegrifib in der Mathematik. 

Dem gegenüber haben wir in Kapitel VI entwickelt, dass die rein 
logisch wiederholte Setzung zwei ganz heterogene Begriffe er- 
zeugt, sowohl im Nacheinander als Nebeneinander, sowohl in Arithmetik 
als Geometrie ; nämlich den Begriff der inneren Beziehungen, Entfernung 
oder Grösse, und Richtung; dass beide Begriffe durch dieselben analy- 
tischen Symbole ausgedrückt werden können; dass aber, während der 
Grössenb^riff keine weitere Einschränkung durch die Symbolik nöthig 
hat, der Richtungsbegrifif einer solchen bedarf, und wenn man dies 
vernachlässigt, der Richtungsbegriff als solcher zerstört und eine Deu- 
tung der betreffenden Formel auf innere Beziehungen des Nebeneinander 
unmöglich wird. Diese Zweideutigkeit mancher Symbole ist wohl einem 
jeden Pädagogen schon unbequem geworden, aber man gab sich keine 
Rechenschaft über den Sitz der Schwierigkeit. Der gewandte Analy- 
tiker geht darüber hinweg, weil er sich bewusst ist, im geforderten 
Falle keine Formel widersinnig zu deuten; eine philosophische Be- 
trachtung, wie diejenige Riemanns, musste aber den Fehler nothwen- 
digerweise durch ihre Konsequenzen bioslegen, eben weil derselbe nicht 
erkannt wurde. 

Betrachten wir nun einige dieser analytischen Zweideutigkeiten. 

Wenn wir in der Arithmetik fragen, was bedeutet: 1,1*,P 1"; 

oder wem ist es gleich? So ist die beständige Antwort: die Einheit, 
und nichts weiter als die Einheit. 

Fragen wir aber in der Geometrie, so heisst es: 
1 ist die Einheit unseres Längenmaasses, 
1^ bedeutet das daraus gebildete Flächenquadrat, 
1* bedeutet das daraus gebildete Eörpervolumen, 

1^ 1" bedeuten gar nichts; wir können aber häufig das 

1** — oder um ein zweckmässigeres Beispiel zu wählen — 

a" in der Weise deuten , dass wir es in ein Produkt a' . a^^^ 

oder a^.a''-'* oder a.a""^^ umschreiben; dann können wir den 

einen Faktor geometrisch deuten, und es bleibt uns fQr den 

anderen Faktor die Möglichkeit arithmetisch d. h. als reine 

Grösse zu deuten. 

Man hat zwar schon gesagt: die a, a', a' sollen nur die reinen 

Maasszahlen bedeuten, welche jene geometrischen Körper mit einander 

vereinigen; also bei der Linienlänge 4 = a, ist a = 16 Anzahl der 

Quadrate, welche sich über die Linie a konstruiren lassen. Aber diese 

Antwort ist ungenügend ; sie sagt einen Theil der Wahrheit, aber nicht 
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die ganze, a^ bedeutet durchaus nicht immer die reine Maasszahl, 
wenn eine analytische Foim geometrisch konstiniirt wird ; denn dadurch 
würde die spezifische Einheit, welche sie repräsentiren soll, ob 
Länge oder Fläche oder Köi*per, aufgehoben, statt dessen die allgemeine 
arithmetische Einheit gesetzt und dadurch eine geometrische Deutung 
der Formel für viele Pralle unmöglich gemacht. Dieses a^ muss häufig 
nicht 16 Einheiten überhaupt, sondern 16 Einheiten von der spezifischen 
Qualität Fläche bedeuten; und auch dieses letztere nicht in einer 
beliebigen Gestalt der Flächenausdehnung, sondern je nach der Natur 
des Pit)blems zuweilen in der ganz bestimmten Gruppirung dieser 16 
Einheiten als ein Quadrat. Wenn nun irgend eine Anwendung der 
Rechnung uns dazu veranlasst, das a** umzuschreiben in a^,a**-^ oder 
a*.a**-*, so sind dies weder «fach, noch Sfach, noch 2 fach, sondern 
ganz ehrliche einfach ausgedehnte Grössen ; als a' . «»•-* ein Würfel, 
welcher a^'^mal gesetzt wird. In a^,a'''-^ bleibt das a^ die einfach aus- 
gedehnte Fläche und wird durch die Multiplikation mit a"^^ weder 
Würfel noch irgend ein Unding, sondern bleibt Fläche, so lange es dem 
Rechner beliebt; möglich auch, dass es demselben in Kombination mit 
neuen Zeichen zweckmässig erscheint eine neue Deutung zu versuchen 
und ein neues praktisches Resultat zu ei*zie1en. 

Hieraus geht es zur Genüge hei*vor, dass schon so einfache 
geometrische Begriffe, wie Quadrat, Würfel durch die arithmetischen 
Zeichen a^ a^ für gewisse Fälle durchaus nicht hinreichend repräsen- 
tiit sind; und umgekehrt, wie es nicht für alle Fälle erlaubt ist, die- 
selben auf jene Begriffe zu deuten ; am allerwenigsten aber den höheren 
Potenzen entsprechend analoge Begriffe intellektuiren zu wollen. Diese 
vermeintliche Generalisation von Spezialfällen ist in Wahrheit keine 
solche, sondern ein Missbrauch der Formelsprache; denn die gemein- 
same Eigenschaft der Ausmessbarkeit der Gebilde — Fläche, Würfel — 
ignorirt vollständig ihren qualitativen Charakter, welcher doch die 
Hauptsache ist Die Ausmessbarkeit kann man wohl nach Zahlpotenzen 
klassifiziren ; aber die Potenzen werden dadurch nicht zu Dimensionen. 
Der Sprachinstinkt ging diesmal richtig vor, und die mathematische 
Generalisation, welcher nur ihre historisch entwickelte und mit vielen 
Unvollkommenheiten behaftete Symbolik maassgebend war, ging irre. 
Bei der synthetischen Geometrie werden wir richtig entwickelte ana- 
lytische Ausdiilcke finden, welche sich nicht einmal in n fache Aus- 
dehnung verlieren, sondein innerhalb der 3 Dimensionen bleiben und 
ti'otzdem, als geometrische Begriffe gedeutet, absolut sinnlos sind. 
xVuch die Arithmetik wird Beispiele solcher symbolischer Unvollkommen- 
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heiten liefern, welche frühei-e und auch heutige Analytiker noch zu 
falschen Schlüssen verleitet. 

Aber nicht allein das analytische Symbol fQr die Grössenelemente 
ist mehrdeutig, je nach den praktischen Bedürfhissen, sondern auch die 
Verbindungszeichen sind es. 

Die Zeichen + und — heissen in der gewöhnlichen Arithmetik 
weiter nichts, als Verbindung der Grössen in additiver oder subtrak- 
tiver Weise. In der Geometrie werden aber diese Zeichen ausser in 
diesem Sinne noch als Bezeichnung der Bichtung verwandt, so dass 
(+ a — a) zuweilen gleich Null, zuweilen aber auch gleich 2a werden 
kann. Zwei ganz heterogene Beziehungsbegrifife werden also durch 
dasselbe Zeichen ausgedrückt, ganz entgegen dem Satze der Identität, 
^anz entgegen dem Permanenzgesetz foimaler Beziehungen. Es bleibt 
lediglich der richtigen Divination des Mathematikers überlassen, welche 
Deutung er diesen Zeichen beilegen will, um aus den richtig gerech- 
neten Formeln ein brauchbai*es Resultat zu erzielen. ^^) 

Durch diese Doppeldeutigkeit der Zeichen + und — geschieht es 
auch, dass das Zeichen V^, welches in der Arithmetik, so lange es 
isolirt steht, nur eine Forderung anzeigt, welche ebenso alogisch ist, wie 
die Fordei-ung, eine Primzahl in zwei ganzzahlige Faktoren zu zerlegen, 
in der Geometrie eine ebenso reale Bedeutung haben kann, wie jedes 
einfache positive Grössensymbol. Ebendeshalb kann eine Form wie 
— a' zuweilen reine Maasszahl, zuweilen ein Würfel in gewissen Lagen 
bedeuten, obschon diese Lage nicht vollkommen bestimmt werden kann, 
schon wegen der verschiedenen Faktoren, welche alle ein und dasselbe 
Produkt —a} erzeugen können. 

Es wird nun grade durch diese Zwei- resp. Mehrdeutigkeit der 
Symbole eine merkwürdige Vereinfachung der Formeln emelt, und der 
Grund, wodurch dies ermöglicht wird, liegt eben in der logischen Ver- 
bindbarkeit der zwei heterogenen Begrifife „Grösse und Richtung**, wie 
dieselbe in Kapitel VI nachgewiesen ist Um nun trotz dieser Viel- 
deutigkeit logische Resultate zu erzielen, ist es durchaus nothwendig, 
die Regeln aufzufinden, welche für die logische Verwendung jener 
Zeichen gelten, oder was dasselbe ist — die erkenntnisstheoretische 
Entwickelung der Begiifife „Grösse, Richtung'' und die Gesetze ihrer 
Kombination zu höheren BegrüTsgebilden. Wird jene Verbindung ge- 
leugnet, der Abstraktion erlaubt ganz davon abzusehen, nun dann ent- 
stehen Formeln, welche in der Arithmetik ihre eindeutige Geltung be- 
sitzen, aber angewendet auf ein Nebeneinander sinnlos sind; und diese 
Sinnlosigkeit wird nicht vernünftig dadurch, dass man sie mit dem 
Worte »n fache Mannigfaltigkeit^ bezeichnet. 

9 
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Hiermit werden alle Stützen des Begriffs der nfach ausgedehnten 
Grösse hinfällig, welche man aus der scheinbar gestatteten Yermehning 
der Koordinatenanzahl zur Bestimmung eines Ortes im Nebeneinander 
abzuleiten versucht hat Man glaubte sich dazu berechtigt, weO die 
Koordinaten von einander unabhängige Grössen seien. Diese ge- 
läufige Bezeichnung ist aber unrichtig, sobald ihre Zahl über 3 ver- 
mehrt wird. Es sind dann noch Grössenbestimmungen in arithmetischer 
Bedeutung, aber keine Koordinaten mehr, weil diese in einem gegen- 
seitigen Abhängigkeitsverhältnisse der Richtung stehen, einerlei ob sie 
als Grössen bei der Anzahl 3 abhängig oder unabhängig von einander 
sind Bei der Arithmetik wird dies aus der Natur der Zahlen ent- 
wickelt werden. 

Wenn man also, um die mögliche Einmischung empirischer Elemente 
zu vermeiden, von geometrischen Betrachtungen absehen und sich auf rein 
arithmetische Analyse beschränken wollte — eine Vorsicht, welche ge- 
i*echtfertigt war, so lange man die Natur geometrischer Elemente nicht 
kannte — so verspeiTte man sich aber auch die Möglichkeit, aus den 
analytischen Formeln etwas über Raumverhältnisse aussagen zu können. 
Statt dessen wurde die kühne Hypothese gesetzt: jene analytischen 
Formeln dürften auf den Begiiif eines Raumes überhaupt gedeutet 
werden. Die richtig gestellte Frage musste lauten : wie kommt es, dass 
die verschiedenen gebräuchlichen Zeichen der Mathematik nicht allein 
in ihrer Vereinzelung, sondern auch in ihren arithmetischen Kom- 
binationen auf Begriffe oder gar sinnliche Vorstellungen gedeutet wer- 
den dürfen; und welche Regeln, welche Beschränkungen gelten bei 
solcher Deutungsweise ? *^) 

Ein Theil dieser Frage wui-de hier gelöst; andere Theile derselben 
werden bei den mathematischen Disziplinen zu lösen sein. 

Der logische Fehler von Riemanns Raumtheorie dürfte hiermit ge- 
nugsam dargelegt worden sein und zugleich nachgewiesen, dass die 
richtige Interpretation der analytischen Formeln allerdings den richtigen 
Raumbegiiff ergibt. Es bleibt der Kombinatorik deshalb immerhin un- 
benommen, die n fache Mannigfaltigkeit als „terminus technicus^ bei- 
zubehalten; nur muss sie eingedenk bleiben, dass sie auch trotz eines 
derartigen Namens nie etwas Andei-es als Kombinatorik werden kann. 

Nothwendig ist es nun noch, auf die empirischen Anwendungen ein- 
zugehen, welche man von obigem Begriffe gemacht hat, und wodurch 
die Meinung entstand , es sei etwas jenem Begriffe entsprechendes an- 
schaulich konstruirt worden. 

Je dunkler der Begriff einer n fachen Mannigfaltigkeit war, desto 
vielversprechender erschien er der Spekulation, welche nicht allein 
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von Metaphysikeni, sondein auch von Empiristen unwillkQrlicb kultivirt 
wird. Man suchte nach Gegenständen, auf welche jener Begriflf an- 
wendbar wftre; hier musste sein praktischer Werth sich erweisen. 
Wurden solche Gegenstände oder Vorgänge gefunden, welche nach einer 
n fachen Yei-schiedenheit einigennaassen gruppiit werden konnten, so lag 
es nahe, da eine einfache und erschöpfende Definition des Raumbegrifis 
zur Zeit nicht bekannt war, unseren Raum als eine Vorstellung jenen 
anderen Vorstellungen zu koordiniren, einem Gattungsbegriffe Baum 
überhaupt oder auch nfache Mannigfaltigkeit zu subsumiren. 

Es sei darauf aufmerksam gemacht, wie lediglich der Mangel einer 
scharfen und Air alle Fälle richtigen Definition der Wöii;er „ Vor- 
stellung, Anschauung und Begriff** einen solchen Gedankengang un- 
verdächtig erscheinen lassen konnte, und den irrigen Satz aufisteilte, 
„dass der Raum der Geometrie ebenso wie der Raum der Physik und 
Astronomie zunächst eine Vorstellung sei von demselben Bewusstseins- 
gehalt wie jede beliebige andere Voi-stellung. **) 

Solche dem Raumbegiiffe vei-meintlich koordinirbare andere Vor- 
stellungsreihen waren nun bald gefunden. Schon Riemann hatte in 
dieser Beziehung auf die Farben hingewiesen. Obschon die physikalische 
wie physiologische Beobachtung nur von bestimmten Farben etwas 
weiss, so ist doch der gewöhnlichen Auffassung ein stetiger Uebergang 
einer Farbe in die andere geläufig ; und es liegt auch in der That kein 
logischer Widerspruch in der Denkmöglichkeit eines solchen stetigen 
Uebergangs : nur hätte die empirische Auffassung davon absehen sollen, 
eine solche apriorische Stetigkeit aus dem Beobachtungsmateriale folgern 
zu wollen. That sie es, so liefeite sie damit den Beweis apriorischer 
Elemente in ihren Schlüssen und — Vorstellungen. 

Weiterhin schien die stetige Farbenreihe mit der Raumvorstellung 
(es wird hier dem empiristischen Gedankengange entsprechend Raum- 
Yorstellung gesetzt statt des logisch richtigen Wortes Raum- 
begriff) auch darin eine Analogie zu besitzen, dass sich drei Mannig- 
faltigkeiten bei ihnen unterscheiden Hessen, nämlich: Farbenton, 
Sftttigungsgi'ad und Lichtstärke. Das undefinirte Wort Dimension, 
welches bei Riemann durch „ganz andere Bestimmungsart** ersetzt 
worden war, subsumirte man unter den Gattungsbegriff Mannig- 
faltigkeit, und so lange keine genaue Rechenschaft gefordert wurde 
aber diesen Klassifikationsakt, durfte die Auffindung einer solchen 
Analogie nicht allein fbr geistreich, sondern auch für zweckentsprechend, 
vielleicht gar für logisch richtig gelten. 

Dass nun die Verschiedenheit der Dimensionen durchaus nichts 

9» 
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mit dem Begiiff einer Mannigfaltigkeit zu thun hat, ist schon nach- 
gewiesen worden. Aber die Qualitäten „Linie, Fläche, Köi-per" sind 
Mannigfaltigkeiten von Qualitäten der Ausdehnung; weil die Ei*zeagang 
dieser Qualitäten durch Bewegung in Dimensionen so vielfältig dem 
geometiisch geschulten Bewusstsein geläufig ist, deshalb fand man 
keinen Anstoss an der steten Verwechslung der Begriffe „Dimension*' 
und „Mannigfaltigkeit der Qualität^. 

Eine jede qualitative Mannigfaltigkeit lässt sich durch voneinander 
unabhängige Variable analytisch ausdrücken, und da etwas Aehnliches 
bei der Bestimmung des Oites im Räume stattfindet, so liegt auch kein 
Hindemiss vor, eine Mannigfaltigkeit (dieses Woit im definirten logischen 
Sinne gebraucht als total verschieden von Dimension) von einer, ^nnrei 
oder drei Variablen räumlich zu konstruiren. Ist jene empirische 
Mannigfaltigkeit in ihrer Ausdehnung beschränkt, so wird die räumliche 
Konstruktion ein begi-enztes Volum umfassen; sind jene empirischen 
stetigen Qualitäten unbeschränkt, nun so* erlaubt der unbeschi-änkt 
fortgehende logische Prozess Raum genug für eine jede Konstruktion. 
Dass aber die räumlichen Variabein ausser dieser Analogie mit den 
Variabein einer Mannigfaltigkeit noch etwas ganz Eigenartiges besitzen, 
dass es ein logischer Fehler ist, die Raumkoordinaten schlechtweg un- 
abhängige Variable zu nennen, ja dass es ein logischer Fehler ist, aus 
der willkürlichen Subsumtion dieser beiden Arten von unabhängigen 
Grössen unter den Oberbegriff „Variable" auf die Natur jener Unter- 
begiiffe schliessen zu wollen, wurde übersehen; und der Hauptgrund 
dieses Fehlei'S lag in dem Mangel einer strengen Definition von «Vor- 
stellung und Begriff". 

Ein zweites Beispiel einer stetigen Ausdehnung von drei Mannig- 
faltigkeiten bieten die Tonempfindungen, und diese wurden demgemäss 
mit gleicher Verwechslung der Begriffe wie vorher stetige Grössen von 
drei Dimensionen genannt. Höhe, Intensität und Klangfarbe werden 
qualitativ unterschieden, können demnach auch durch drei Abmessungen 
graphisch gi-uppirt werden. Diese graphischen Darstellungen können 
zu allerhand intei'essanten geometrischen Vergleichen die Hand bieten. 
Die graphisch gruppirten Farbenabstufungen können als Kegel, deren 
Spitzen, durch imaginäre Linien verbunden, geschlossene Flächen oder 
auch mehrfach zusammenhängende Flächen bilden (mehiiach verbundene 
Körper) — die Töne dagegen ins Unendliche sich erstreckende Figuren ; 
denn die empirischen Grenzen der Tonreihe existiren nicht fbr den 
logischen Foilschritt Aber alle solche graphischen Anschauungsmittel 
beweisen nichts für die Identität einer qualitativen Mannigfaltigkeit 
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mit einer dimensionalen ; beweist doch auch die graphische Konstruktion 
statistischer Tafeln nicht die Räumlichkeit der Statistik. Es wäre für 
Liebhaber nicht allein möglich, sondern es wird auch für die psycho- 
physische Analyse vielleicht einmal sehr zweckmässig werden, eine 
solche höhere Mannigfaltigkeit zu betrachten. 

Als allgemeines Ausdehnungselement kann man nämlich die Em- 
pfindung als solche betrachten, d. h. ihre Stelle auf der Skala „Lust 
Unlust^^ für einen bestimmten Organismus. Diese Stelle für einen 
bestimmten Moment muss sich als Resultat aller Einzelempfindungen 
fixiren lassen, welche in jenem Momente auf den Organismus einwirken, 
entweder als direkte Wahrnehmung (Reiz) oder als Voretellung. Diese 
Einzelempfindungen sind bestimmbar nach Sinnesmerkmalen, drei Ton- 
variablen, drei Farben variablen, x Innervationsvariablen etc. Alle 
diese veränderlichen Grössen hängen mehr oder weniger nach stetigen 
Abstufungen zusammen, eben weil sie alle eine Reaktion auf die Em- 
pfindung als Gefühl ausdi-ücken. Der Fortschritt empirischer Beobachtung 
rückt vielleicht einmal Ton- und Farbengienzen noch viel weiter hinaus, 
als es schon der gewöhnlichen Beobachtung gegenüber durch physika- 
lische Mittel eimöglicht worden ist Wer wollte die Unmöglichkeit 
behaupten, dass schliesslich einmal Ton- und Farbenempfindung inein- 
ander übergehen? Eine Veränderung unseres Organismus bringt das 
vielleicht rasch feilig; man denke nur an Halluzinationen und Traumbilder, 
wo zuweilen dei^gleichen Vorgänge stattfinden; wer weiss ob das weniger 
differenzirte Nervenorgan niederer Thiere dies nicht schon zu Wege 
bringt oder auch das beobachtete Vikariren der Sinne bei gewissen Zu- 
ständen des menschlichen Organismus. 

Da hätten wir eine n fache Mannigfaltigkeit, mit der sich ana- 
lytisch rechnen lässt; eine ähnliche besteht schon in der mathematischen 
Physik. Aber hat diese Mannigfaltigkeit das geringste Gemeinsame mit 
dem Begriff der Dimensionen, obschon sie ebenso das Element der Aus- 
dehnung (Empfindungsdauer) hat, wie jede andere ausgedehnte Grösse ? 
Ihre einzige Gemeinsamkeit besteht darin, dass analytische Symbole unter 
Beobachtung gewisser Regeln auf beide Ai-ten von Reihen angewandt 
werden können; eine Gemeinsamkeit, welche abstmkt genommen nicht 
mehr bedeutet, als wenn zwei verschiedene Begriffe in dieser oder jener 
Sprache mit einem und demselben Worte bezeichnet werden. Dass 
aber die Anwendung mathematischer Symbole weiter reicht als solche 
etymologische Bildungen, liegt daran, dass durch Zahlen, oder allgemein 
durch Kombinatorik, die ganze Reihe der formalen Bestimmungen, 
d. h. der verschiedenen Denkbegiiffe , ausgedi-ückt werden kann. Der 
Raum als Begriff ist aber weiter nichts als die Möglichkeit der Ord- 
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nung eines ZusammeD, und der sogenannte empirische Raum ist die 
empfundene Ordnung, geordnete Empfindungen, als solche Ausdehnung 
der Gruppirung; Verbindung der Elemente der Kombination durch ein 
empfundenes Zwischen den Elementen. Ebenso heterogen wie dem- 
nach die Empfindung als Inhalt ihrer formalen Bestimmung, als be- 
grenzter Inhalt nach dieser oder jener Kombination des Denkens, ebenso 
heterogen ist der empirische Beginff einer n fachen Mannigfaltigkeit dem 
rein formalen Begrifi" einer allseitigen Raummöglichkeit, dem Räume 
als allseitiges Kontinuum foimalen Setzens. 

Will man den Begriff des allseitigen Kontinuums analytisch defi- 
niren, so geschieht dies durch die Bezeichnung: Bestimmbarkeit des 
Ortes durch Koordinaten, welche der Grösse aber nicht der Richtung 
nach von einander unabhängig sind — oder: durch der Grösse wie der 
Richtung nach von einander unabhängige Variable, deren Zahl jedoch 
8 nicht ttbeischmtet — oder: der Grösse wie Richtung nadi un- 
abhängige Variable, deren Gebilde das Krümm ungsmaass Null haben. 
Alle diese Bezeichnungen sind identisch; sie haften aber an rein arith- 
metischen Merkmalen, und diese Merkmale dOi-fen nicht unmittelbar 
für logische Begriffe gelten. In diesen isolirt betrachteten Merkmalen 
ist der logische Grund und die Regel ihrer Verbindbarkeit nicht direkt 
erkennbar; deshalb ist es auch nicht erlaubt, mit ihnen allgemeine 
Generalisationen oder Subsumtionen aufzustellen. Wenn man deshalb 
von einer analytischen Berechtigung spricht, unseren Grössen- 
begriff vom Raum zu dem Begriff einer nfachen Mannigfaltigkeit mit 
konstantem Krümmungsmaass zu erweitern, so ti*ennt man Aniüytik Y(m 
Logik, und versteht unter ersterer nur noch die Berechtigung, gewisse 
mathematische Zeichen nach gewissen, willkürlich ersonnenen Kunst- 
griffen konsequent zu behandeln. 

Die letzte und hauptsächlichste Stütze fand jener Begriff einer 
Ausgedehntheit von n Dimensionen in geometrischen Betrachtungen, 
welche eine anschauliche Dai*stellung der darin vorhandenen Verhält- 
nisse geben oder deren mögliche Darstellung wenigstens glaubhaft 
machen sollten. 

Durch die vonRiemann behauptete Zerlegbarkeit einer nfachen Aus- 
gedehntheit in Flächen, und geometrische Betrachtungen der Flächen 
überhaupt, wurden nämlich Gebilde analytisch bestimmt, welche so 
recht die empirische Beschränktheit unserer Anschauung vor Augen 
führen sollten ; Gebilde, deren Grenzen wir unter gewissen Veriiältnissen 
wirklich konstruiren könnten, und von welchen Grenzen wir dann eine 
Ahnung über das Gebilde selbst zu fassen vermöchten, dessen Existenz 
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durch das Dasein einer analytischen Formel beglaubigt sei. Je glän- 
zender die geometrischen Entdeckungen auf diesem Gebiete ausfielen, 
desto Yerfbhrerischer waren sie auch in IiToleitung des Urtheils, und 
deshalb muss die Nichtigkeit der gezogenen Eonsequenzen, ihrer An- 
wendung auf Flachenwesen und die Männer im Konvexspiegel, geome- 
trisch nachgewiesen werden. 

Die krummen Flächen lassen sich bekanntlich am Zweckmässigsten 
nach dem Krümmungsmaasse klassifiziren ; einer Zahl, welche durch das 
Produkt der reziproken TV erthe von zwei Hauptkrümmungsradien an einem 

Punkte der Fläche entsteht; ihr Zeichen ist demnach — — . Diese 

Zahl bezeichnet innerhalb eines arithmetischen Gebildes einfach einen 
Bestimmungsfaktor (Parameter) ; ist aber das arithmetische Gebilde (der 
betreffende analytische Ausdruck) deutbar auf ein Raumgebilde, so hat 
jene Zahl auch eine Bedeutung als Raumbegriff. 

Wir nennen nämlich gekrümmt. Etwas was stetig seine Richtung 
ändert; die einfache Ausdehnung in stetiger Richtungsänderung nennen 
wir krumme Linie, Kurve. Kui-ve ist also ein Denkbegiiff, nichts mehr 
noch weniger; von aller Anschaulichkeit als gezeichnete Kurve kann 
abstrahirt werden, und dabei doch die Art und Weise ihrer Krümmungs- 
änderung, ihre Gestalt überhaupt, der denkenden Analyse oder Syn- 
these unterworfen werden ; in der analytischen Formel der Kurve können 
aUe Betrachtungen derart angestellt werden. Ist nun Krümmung bei 
normalem Gebrauche ein Begriff, der bei Linien verwendet wird, so 
spricht doch sowohl die Sprache von krummen Flächen, wie auch die 
Abstraktion der Mathematik, weil die Eigenschaften einer jeden krummen 
Fläche aus einem System von krummen Linien abgeleitet werden 
können ; und zwar f&r jeden Punkt der Fläche, durch zwei in jenem 
Punkte sich schneidende krumme Linien. Krümmung der Fläche ist 
also ein Denkbegriff, eine Kombination aus den vielen Denkbogriffen 
verschiedener krummer Linien. Die Flächen können nun klassifizirt 
werden in solche, wo die auf der Fläche durch einen Punkt rechtr 
winklig zueinander gezogenen Kurven nach derselben Seite hin ge- 
krümmt sind wie auf der Kugel, oder nach entgegengesetzten Seiten 
wie auf einem Serviettenbande; in dem ersteren Falle wird die Zahl 

— • — positiv, im zweiten negativ; beide Klassen von Krümmungen 

haben als arithmetische Yerbindungsgrenze die Krümmungszahl Null, 
d. h. wo gar keine Krümmung stattfindet, welche die Fläche ohne 
Krünunung oder Ebene ist Es gibt nur zwei Flächen, welche an 
jedem Punkte eine konstante Krümmungszahl haben; die Kugelfläche 
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mit konstanter positiver und die einem lilienförmigen Champagner- 
glase ähnliche Pseudosphäre mit konstant negativer KrQmmungszahl. 
Bei den hierauf bezüglichen Untersuchungen zeigte sich eine en^e 
Verbindung des Parallelenaxioms mit den geometrischen Formeln, wenn 
sie anstatt auf Figuren der Ebene, auf solche gedeutet wurden, die 
man auf die Sphäre und Pseudosphäre zeichnen kann. Während das 
Dreieck der Ebene stets zwei rechte Winkel enthält, hat die Figur, 
welche wir sphärisches Dreieck nennen, mehr^ die entsprechende Fi^ur 
auf der Pseudosphäre, weniger als zwei rechte Winkel. Hier schien 
also ein indirekter Beweis gefunden, dass der Satz von der Summe der 
Dreieckswinkel gleich zwei Rechten, apriorisch nur deshalb unbeweisbar 
war, weil eben Verhältnisse vorliegen konnten, unter denen er that- 
sächlich nicht statt hatte. Man brauchte sich ja nui- Flächenwesen 
vorzustellen, in deren Welt eine köi*per]iche Ausdehnung nicht bestand ; 
sollten diese nicht auch nur in zwei Dimensionen vorstellen? Die em- 
piristische Auffassung forderte dies apriorisch; weil ja alle Vor- 
stellung nur durch Wahrnehmung entstehen sollte. 

Es wurde hier wieder einmal Vorstellung und Begriff verwechselt, 
verleitet durch das alte Erbtheil der Sprachmetaphysik» welche von 
„geometrischen Voi'stellungen^^ spricht. 

Allerdings, wenn solche Wesen nur Wahrnehmungen in zwei Dimen- 
sionen machen, so wird auch die einfache sinnliche Reproduktion nur 
diesen gleiche Vorstellungen erzeugen ; denken werden sie jedoch wie 
jedes denkende Wesen überhaupt, nämlich nach drei Dimensionen, und 
je nach Veranlassung auch die zweidimensionalen Wahrnehmungen zn 
dreidimensionalen Vorstellungen kombinii*en können. Eine einüache 
geometrische Betrachtung ergibt dies. 

Denken wir uns, dass jene Eugelflächenwesen eine Karte ihrer 
Welt anfertigen. Ihre Maassstäbe sind natürlich krumm, ihre Gesichts- 
linien (Winkel) gehen in Kreislinien, ihr Zeichenpapier ist wie sie selbst 
ein kleines Stückchen Kugelobei-fläche. 

Die Flächenwesen messen und zeichnen zuerst eine Standlinie, 
den Kreis agbh mit dem Zentrum c, wandern sodann von c über b 
stets in gerader Richtung vorwärts. Sie finden, dass sie über a nach 
c zurückgelangen. Bei einer zweiten Wanderung in gleicher Richtung 
werden ausser der direkten Längsmessung des Weges zur Kontrole die 
Distanzen der Wegetappen von dem rechts gelegenen Punkte g ge- 
messen. Bei der Aufzeichnung des Weges auf der Karte ergibt sich 
etwa die Linie c, &, gg^ a, c. Der Punkt g sei die Mitte des Weges. 
Es wii*d sich nun finden, dass keine Distanz genau aufgezeichnet wer* 
den kann. Zur Kontrole wird die Reise nochmals unternommen und 
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dabei die Distanzen der Wegetappen vom Punkte h links von der 
Richtung der Reise gemessen. Die Au&eichnung ergibt ungeftlhr die 
Linie c, 'b, ek, o, c. 

Hier ergibt also die empirische Beobachtung und Äu&eichnung 
eines und desselben Gegenstandes, eines grOssten Kreises d$s Planeten, 
ein total verschiedenes Resultat. Wo sucbt nun der Empiriker die 
Hälfe, um einen solchen Widei-spruch der Erfahrung zu lösen? Offen- 
bar können neue Beobachtungen zu nichts fahren; eine jede andere 
wQrde denselben Widerspruch ergeben. Eine Ljteung kann nur das 
von Einzelerfabningen un&bh&ngige Denkgesetz geben, indem es die 
sich widersprechenden einzelnen Beobachtungen (Wahrnehmungen) durch 
eine dem Identitätssatze entsprechende Hypothese zu einem Gedanken- 
dinpe vereinigt. Machen wir deshalb Anwendung von den gegebenen 
Definitionen, so heisst die obige gewöhnliche Ausdrucksweise in streng 
logischer Sprache: 

Der gemessene Kreis ach» ist kein Gegenstand, sondern an 
Begriff, und ebenso sind die gezeichneten Linien acheg, acheh 
keine graphischen Repräsentationen von Vorstellungen, sondern von 
Begriffen; denn eine geometrische Vorstellung ist unmöglich. 
Waa man gemeiniglich geometrische Vorstellung nennt, hat weder Farbe 
noch sonst ein ännliches Merkmal, weil die Geometrie vorschreibt, von 
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allen solchen zu abstrahiren. Wir können die Vorstellung eines Kör- 
pers, eines Stückes Papier, Holz, oder feurige Linien in dieser oder 
jener geometrischen Figur fassen; die geometrische Figur als solche ist 
aber nie etwas Anderes als die leere Form jener Vorstellung, eine 
Kombination von Denkbegriflfen; und lässt sich deshalb nicht y er- 
st eilen, sondern nur denkend bestimmen. Das ttbliche „ich stelle 
mir eine Figur anschaulich vor'' heisst logisch gesprochen: ich stelle 
mir einen G^enstand vor, konstruiit aus sehr dünnen Drähten oder 
leuchtenden Bändern, oder ein Raumvolum, begi*enzt von sehr donnen 
Blättern; aber so, dass deren Begi*enzungen möglichst genau den 
geometrischen Begriffen von der geforderten Figui* entsprechen. 

Tritt nun an unsere Flächenwesen die Aufgabe heran, jene sich 
scheinbar widersprechenden Beobachtungen zu erklären, so ist das 
ähnlich der Angabe den scheinbaren Widei-spruch zu erklären, dass 
ein gespi^elter Gegenstand nicht dort gefunden wird, wo man ihn 
sieht Das logische Urtheil wird einfach lauten: jener Widerspruch 
liegt nicht in dem G^enstande, sondem in der verkehrten Zeichnung; 
und die zwei verschiedenen Beobachtungen sind logisch erklärbar durch 
die Hypothese, dass der Kreis acbM senkrecht auf dem Kreise agbh 
steht, dass also die Fläche des Planeten auf dem Papier überhaupt 
nicht darstellbar ist. Sind wir Erdenbewohner doch auch nicht durch 
unmittelbare Wahrnehmung der Erde als Kugel, sondem durch dem 
vorigen ähnliche Schlüsse zu der Hypothese von dieser Kugelgestalt 
gelangt Die Kugelbewohner werden also eine ideelle Planimetrie 
entwickeln, welche sich nirgendwo auf die ihnen wahrnehmbaren Gegen- 
stände anwenden lässt Diese ideelle Planimetrie wird ihnen jedoch 
ermöglichen, aus ihren Karten, welche die wirkliche Ländergestalt gar 
nicht ähnlich wiederzugeben vermögen (gi*ade wie auch unsere auf 
ebenes Papier gedruckten Karten), die richtigen Distanzen abzuleiten. 
Sie werden nicht ein anderes System von geometrischen Axiomen auf- 
stellen als das unsrige, sondem ein von ihrer Wahrnehmung verschie- 
denes ideelles, nämlich dasselbe wie unser ideelles (das Euklidische), 
welches ja auch nicht auf unsere Wahrnehmungen genau, sondem nur 
annähernd passt, eben weil es ein ideell konstruirtes , nicht aber ein 
aus der Natur kopirtes (nach dem empiristischen Ausdmck „ein ledig- 
lich aus der Erfahrung Igewonnenes'') System ist 

Weil demnach der Richtungsbegrifif gar nicht von den spezifischen 
Wahmehmungen abhängt, sondem ein i-einer Denkbegriff ist, deshalb 
werden ebene Flächenwesen ganz den identischen Begriff bilden, wie 
die auf sphärischen und pseudosphärischen Flächen lebenden. Eine 
gerade Linie wird in ihrer Welt allerdings nicht vorkommen ; aber eine 
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solche existirt auch nicht in der unsrigen. Es wird jenen sphärischen 
Wesen aber ebensowenig einfallen, eine geodätische Linie für eine 
solche von identischer Richtung zu erklären wie wir eine als Gerade 
wahi*genommene geodätische Linie des Himmelsgewölbes; und sie werden 
sich in diesem Urtheil nicht dadurch iri'e machen lassen, dass ein Ge- 
lehrter ihnen eine Formelsprache mittheilt, in welchen für diese ver- 
schiedenen Begriffe dasselbe Symbol gebraucht wird — wie in unserer 
Pangeometrie. Jene sphärischen Wesen werden deshalb einen Flächen- 
ausschnitt mit drei Ecken durchaus nicht fär ein geradliniges Dreieck 
erklären, weil, wie^ sie durch Beobachtung ausfinden, jene geodätischen 
Linien durchaus nicht eine absolut konstante Richtung haben ; sondern 
nur eine relativ konstante in Bezug auf eine gewisse Ebene. Auch die 
Identität der logisch gebildeten Begriffe von „Linie konstanter Richtung'^ 
mit der „absolut kürzesten Linie^^ werden jene Flächen empirisch 
konstatiren können; denn messen sie Kreise von verschiedener Grösse 
auf ihrem Planeten sowohl nach Länge des Umfanges wie Länge des 
geodätischen Durchmessers, so werden sie finden, dass das Yerhältniss 
von Durchmesser zu Umfang sich ändert mit der Grösse des Kreises; 
und diese empirisch gefundenen Verhältnisse lassen sich in eine Reihe 
bringen, welche ein arithmetisches Gesetz der Aenderung aufweist. 
Die gewöhnlichen arithmetischen Operationen werden zwei Grenzfälle 
in dieser Reihe erkennen ' lassen , den einen , wo das Yerhältniss von 
Umfang zu Durchmesser wie 2 zu 1, den andei-en, wo jenes Yerhältniss 
wie 3,14 zu 1 ist; und das letztere wird als das Yerhältniss der Linie 
konstant geänderter Richtung zur Linie konstant identischer 
Richtung erkannt werden. 

Das Parallelenaxiom wie auch der Satz von der Summe der 
Dreieckswinkel hat also nichts mit sphärischen oder pseudosphärischen 
Flächen zu thun, sondern nur mit der gewählten Formelsprache. 
Parallelen existiren nicht auf jenen Flächen und ebensowenig Drei- 
ecke in eindeutiger Anwendung dieser Worte; denn Linien, die sich 
trotz beliebiger Yerlängerung nach dem ihrer Ausdehnung zu Grunde 
gelegten Gesetze nicht schneiden, sind deshalb noch keine Parallelen; 
und Figuren, welche drei Ecken besitzen, z. B. drei durch Ecken ver- 
bundene Spiralen, sind dieser Eigenschaft halber noch keine Dreiecke. 
Es ist schon zum allerwenigsten eine Unvorsichtigkeit der Mathematiker, 
wenn sie philosophiren wollen, von Winkeln zu sprechen, welche 
durch gekrümmte Linien gebildet werden. Bei den geometrischen De- 
finitionen ist dies Thema eingehender zu behandeln. 

Das Suchen nach Anwendung der pangeometrischen Formeln ging 
aber noch weiter. War die Formel, welche eine Deutung als doppel- 
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gekrQmmte Fläche zuliess, durch den Ausdruck bestimmt , so 

hinderte ja nichts weitere Gebilde arithmetisch aufzustellen, welche 

durch ein höheres Pi-odukt — analog bestimmbar waren; 

und warum sollten diese Formeln nicht auch eine geometrische Be- 
deutung haben, etwa dreifach gekrümmte Flächen oder — krummer 
Raum etc.; es war ja kein logisches Prinzip entdeckt, welches hier 
eine Grenze der Begriffsbildung gezogen hätte ; warum also nicht analoge 
Raumgebilde imaginiren, die wir nur nicht anschaulich darzustellen 
wüssten, weil in unserer empirischen Welt eben keine vorhanden wären ? 
Hauptsächlich der gekrümmte Raum schien sich den geläufigen Vor- 
stellungen anzupassen; hatte doch Gauss die knimmen Flächen als 
solche gekrümmte Räume imaginirt, an denen nur die eine Dimension 
unendlich klein geworden, aber deshalb doch nicht verschwunden war; 
ähnlich wie die Differenzialien ja auch nicht radikal verschwinden. 

Der alogische Begriff des unendlich Kleinen, und die trotz 
aller Behauptung des Gegentheils ungelöste Frage nach der logischen 
Berechtigung des Infinitesimalkalkuls erhielten in diesem Gedanken- 
gange einen prägnanten Ausdruck. 

Eine optische Erfahiomg stützte vorgeblich diesen Gedankengang. 
Bei der Beliebtheit und veimeintlichen Anschaulichkeit dieses Falles 
sei das Beispiel in Worten seines Erfinders gegeben. 

„Jede Grössen vei'gleichende , sei es Schätzung, sei es Messung 
räumlicher Verhältnisse, geht von einer Voraussetzung Über das phy- 
sikalische Verhalten gewisser Naturkörper aus, sei es unseres eigenen 

Leibes, sei es der angewendeten Messinstmmente , welche über das 

Gebiet der reinen Raumanschauungen hinausgreift. Ja es lässt sich 
ein bestimmtes Verhalten der uns als fest ei*scheinenden Körper an- 
geben, bei welchem die Messungen im Euklidischen Räume so aus&llen 
würden, als wären sie ausgefuhit im pseudosphärischen oder sphärischen 
Räume . . . Um dies einzusehen , erinnere ich zunächst daran , dass, 
wenn die sämmtlichen linearen Dimensionen der uns umgebenden Körper 
und die unseres eigenen Leibes mit ihnen im gleichen Verhältnisse 
vergrössert würden, wir eine solche Aenderung durch unsere Mittel der 
Raumanschauung gar nicht würden bemerken können. Dasselbe würde 
aber auch der Fall sein, wenn die Dehnung oder Zusammenziehung 
nach vei'schiedenen Richtungen hin verschieden wäre, vorausgesetzt, 
dass unser eigener Leib in derselben Weise sich veränderte und voraus- 
gesetzt femer, dass ein Körper, der sich drehte, in jedem Augenblick, 
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ohne mechanischen Widerstand zu erleiden oder auszuüben, denjenigen 
Grad der Dehnung seiner verschiedenen Dimensionen annähme, der 
seiner zeitigen Lage entspricht . . . Ein gut gearbeiteter Konvexspiegel 
(die versilberten Kugeln in den Gälten) von niclit zu grosser Oefihung 
zeigt das Spiegelbild jedes vor ihm liegenden Gegenstandes scheinbar 
körperlich und in bestimmter Lage und Entfernung hinter seiner Fläche. 
Aber die Bilder des fernen Horizontes und der Sonne liegen in be- 
grenzter Entfemung, weldie der Brennweite des Spiegels gleich ist, 
hinter dem Spiegel. Zwischen diesen Bildern und der Obei-fiäche des 
Spiegels sind die Bilder aller anderen vor letzterem liegenden Objekte 
enthalten, aber so, dass die Bilder um so mehr verkleinert und um so 
mehr abgeplattet sind, je femer ihre Objekte vom Spiegel liegen... 
Jede gemde Linie der Aussenwelt wird durch eine gerade im Bilde 
dargestellt Das Bild eines Mannes, der mit einem Maassstab eine von 
dem Spiegel sich entfernende gerade Linie abmisst, wtlrde immer mehr 
zusammenschrumpfen, jemehr das Original sich entfeiiit; aber mit 
seinem ebenfalls zusammeDSchmmpfenden Maassstabe würde der Mann 
im Bilde genau dieselbe Zahl von Centimetera hei-auszählen , wie der 
Mann in der Wirklichkeit . . . Alle geometrischen Messungen . . . alle 
Kongruenzen würden in den Bildern bei wirklicher Aneinanderlagerung 
der betreflfenden Körper ebenso passen, wie in der Aussenwelt . . . ** 

Dass dieses optische Experiment durchaus nicht zu dem Vorder- 
sätze berechtigt ,Jede Messung räumlicher Verhältnisse gehe von einer 
Voraussetzung über das physikalische Verhalten gewisser Naturkörper 
au8'\ wird sofort klar^ wenn wir statt diesen etwas fremdartigen Ab- 
straktionen ein unseren Verhältnissen näher liegendes analoges Beispiel 
wählen; es gibt ein solches, welches ganz dieselben zu einem Schlüsse 
auffordemden Elemente enthält wie jene Konvexspiegelwelt 

Wenn wir die Entfeiiiung eines Gestirnes zu messen unternehmen 
wollten, ohne Kenntniss zu haben von der Veränderung uusei'er Maass- 
stäbe durch die Temperatur, so würden wir jene Entfernung am 
Pole grösser als am Aequator finden , weil der empirische Maassstab 
durch Abnahme der Temperatur kleiner wird. Dies könnte man in 
pangeometrischen Formeln ausdrücken, und jene Thatsache dadurch 
erklären, dass wir uns in einem gekrümmten Räume bewegen. Warum 
ist nun Niemandem eingefallen, eine solche Erklärung zu geben? Einfach 
weil Niemand, auch der Empirist nicht, trotz seiner Behauptung des 
Gegentheils, den Begriflf einer Maasseinheit mit dem Objekt 
Maassstab verwechselt; weil bei einer logischen Erklärung nicht 
Wahinehmungen lediglich beschrieben oder synthetisch zusammengesetzt 
werden, grade in der Folge wie unser Cerebralapparat dieselben zu- 
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f&llig zusammenhäuft, sondern weil wir die Wahrnehmungen in logischen 
Konnex dem apriorischen Denkgesetze gemäss bringen mOssen, um d«s 
zu Stande zu bringen, was vernünftige Menschen Erklärung nenneiL 
Deshalb lautet der Schluss aus obiger Wahrnehmung nicht: 

Wir bewegen uns in einem kiiimmen Räume ; unser Maassstock ist 
aber ein konstantes Ding, weil wir zusehen, dass Nichts davon weggeht 
und Nichts hinzukommt -^ sondern — : 

„Wir bewegen uns in einem Räume, und dieser Raum als logisches 
Kontinuum oder Ausdehnung überhaupt, ist überall gleichartig wo oder 
wann er betrachtet, als Begiiff angewandt wird ; weil sonst der Begriff 
nicht identisch, nicht logisch wäre; aber irgend eine Ursache muss 
unsere Maassstäbe bei unserer Reise vom Aequator zum Pol verändern, 
weil der Maassstab etwas empirisches Veränderliches ist, was nicht 
mit dem stets identischen Begriff Maasseinheit verwechselt werden 
darf/ 

Bei diesem Schlüsse ist uns auch nicht die Alternative zweier 
Erklärungsweisen gelassen, wie mehrere Autoren glauben; dass nämlich 
jene vei*schiedenen Beobachtungen ebensowohl durch eine Verschiedenheit 
der Objekte als auch durch eine Vei'schiedenheit des Raumes erklärt 
werden könnten. Nein, nur durch die Verschiedenheit der Objekte; 
im anderen Falle wird der Begi-iff einer Maasseinheit zu einem 
empirischen Ding gemacht, und damit hört die Möglichkeit des Er- 
klärens überhaupt auf. 

Der Grund, warum diese Alternative nicht besteht, liegt darin, 
dass Krümmung des Raumes ein ebenso alogischer Begriff ist wie höl- 
zernes Eisen. Es wurde vorhin gezeigt, wie Kiümmung als Aenderung 
der Richtung nur dort einen Sinn als Attribut haben kann, wo von 
Richtungen die Rede ist. Deren sind aber bei dem Raumvolum keine 
vorhanden. Das Raumvolum kann als ein bestimmter Körper begrenzt 
werden, und an solchen Grenzen lassen sich Richtungen bestimmen; 
deshalb wird auch bei bestimmt abgegrenzten Körpern der Begriff des 
„Flächenkrümmungsmaasses^ durch dieselbe F'ormel ausgedrückt, wie 
der aus einer ganz anderen Sphäre hervorgeholte Begriff „Strahlen- 
dichtigkeitsmaass^\ Wenn aber an einem Köiper nur die Eigenschaft 
des kontinuirlichen Volums betrachtet wird, oder was dasselbe ist, „der 
Raum als allseitiges Kontinuum'', nun dann ist von keinen Richtungen 
die Rede, und der Begriff eines mit Krümmungsmaass behafteten Raumes 
steht auf derselben Stufe von Widei*sinn wie kinimmer Ton, krumme 
Farbe etc. Es ist also wie bei den vorigen Beispielen auch hier; die 
analytischen Formeln lassen keine Anwendung auf die postulirten Be- 
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griffe zu; als arithmetische Gebilde behalten sie deshalb immer ihre 
Bedeutung. 

Riemann hat nun, um seinen Formeln eine weitere metaphysische 
Bedeutung geben zu können, die Begriffe unbegrenzt und unend- 
lich als vei-schiedene gesetzt, und hat diese Aufstellung grossen An- 
klang gefunden, weil charakteristisch verschiedene Formelarten sich 
darnach klassifiziren lassen. Logisch ist diese Unterscheidung aber 
nichtig. Eine Kreislinie (nach Riemann unbegrenzt) ist ebenso 
begrenzt, wie eine gerade Linie; um diese Begrenzung zur Anschauung 
zu bringen, braucht man auf der Kreislinie rnu* eine, auf der geraden 
zwei Grenzen zu setzen. Nach einem anderen Modus der Klassifikation 
könnte man also im Gegentheil behaupten, eine Kreislinie sei doppelt 
so stark begrenzt wie eine Gerade. 

Wenn wir eine algebraische Funktion finden, welche bei dem Ver- 
suche, dieselbe geometrisch zu deuten, sich darstellt als eine unendlich 
oft wiederholte Ausdehnung tlber eine und dieselbe geschlossene Curve, 
so bleibt diese Curve deshalb doch eine ebenso begrenzte Linie wie 
vorher, ehe wir sie zu Hülfe nahmen, um uns das Anwachsen obiger 
Funktion anschaulich zu machen; und diese Funktion bleibt eben eine 
solche sogenannte unendliche Reihe wie vorher; sie ist nicht durch 
die Veranschaulichung zu einer nur unbegrenzten Funktion geworden 
(diese Begriffe im Sinne Riemann 's genommen). Es ist also wieder 
wie vorher bei den Potenzen die Verkennung des Unterschiedes bei 
algebraischer und geometrischer Deutung einer und derselben Formel, 
welche zu der vermeintlichen Entdeckung eines unbegrenzten aber 
nicht unendlichen Raumes führte, s. C. Geometrie. 

Hiermit dürfte der Gegenstand genügend beleuchtet «ein; als Re- 
sultat hat sichergeben, dass der Begriff einer n fachen Ausgedehntheit 
alogisch ist, weil eine jede Ausdehnung nur einheitlicher Natur sein 
darf, wenn sie überhaupt weiter nichts als Ausgedehntheit sein soll. 
Die ndimensionale Ausgedehntheit ist ebenso alogisch, was sich 
zeigt, sobald man versucht Dimension zu definiren. Will man aber 
unter jener ndimeusionalen Ausgedehntheit allgemeinste allseitigste 
Ausdehnungsmöglichkeit verstehen, so wurde nachgewiesen, dass hierbei 
drei und nicht mehr als di-ei Modi der Ausdehnung unterschieden werden 
können, die unter sich in einem logischen (konstanten) Abhängigkeits- 
verhältnisse stehen. Den Ausdruck n fache Mannigfaltigkeit kann man 
gebrauchen; er bezeichnet aber weiter nichts als n fache Abmessung 
nach n verschiedenen Qualitäten, während die Abmessungen im Räume 
qualitätsgleich sind. Für die Betrachtung analytischer Gebilde empfiehlt 
sich demnach nach wie vor die Bezeichnung: Form von der nten Potenz. 
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Wurden uon alle die Schlüsse aus Beispielen, welche uns die Mög- 
lichkeit einer Anwendung der allgemeinen analytischen Formeln auf 
Raumgebilde anschaulich glaubhaft machen sollten, als mit logischen 
Fehlem behaftet nachgewiesen, so kann man doch den Erfindern solcher 
Beispiele dankbar für deren Aufstellung sein: Das Fingiren solcher 
Verhältnisse darf man nicht kurzweg als Märchenerfindung abweisen 
wollen, obschon ein daraus gezogener widerspruchsfreier Schluss noch 
nicht für Beweis gelten könnte. Im Grunde sind unsere Fiktionen Ton 
Atomen, Aether etc. auch dergleichen Märchen, wenigstens solange 
man sie nach Art des Materialismus naiv sinnlich aufEeisst. Werden 
aber die logischen Fehler des Schlusses angezeigt, so ist der Gegen- 
beweis geliefert, und eine Anzahl solcher relativer Gegenbeweise können 
zur Aufstellung eines allgemein logischen Schlusses fbhren. Ist ans 
einer fingirten Prämisse logisch richtig geschlossen worden, dann moss 
ei'St die Widerspruchsfreiheit der Prämisse bewiesen werden, weil die 
Existenz einer widerspruchsfreien Kombinatorik noch nichts beweist fbr 
den logischen Werth ihrer Formeln. 

Die bei obigen Flächenwesen vorläufig gestattete Prämisse war 
„die empfindende Existenz einer Fläche, welche in ihrem naiven Be- 
wusstseinszustande die Wahrnehmung einer bestimmten Krümmung fbr 
identisch mit dem Richtungsbegriff hält." Dass die Aufstellung ^ner 
solchen Prämisse aber schon einen inneren Widerspruch enthält, lässt 
sich leicht zeigen, wenn man diesen Gedanken etwas weiter ausAhrt. 
Schon der Erfinder desselben hat auch von Flächenwesen auf unr^el- 
massig oder nicht konstant gekiilmmten Flächen gesprochen. Suchen 
wir uns also einmal auszudenken, welche Vorstellung dieselben von 
einer kürzesteji Linie oder einer Richtung bilden können, wenn der 
empiristische Satz richtig wäre, dass nur ihre Wahrnehmungen Raum- 
vorstellungen erzeugen. An einem jeden Punkte ihres Leibes ist das 
KiUmmungsmaass ein anderes; welches soll nun gültig sein für ihre 
Vorstellung von Flächenkrümmung überhaupt? Vielleicht ein Produkt 
aus allen Punkten ihrer Leibesobei-fläche ? Aber auch das ändert sich, 
sobald sie sich bewegen! Und noch mehr; an jedem Punkte ihres 
Leibes schneiden sich unzählige Linien von verschiedener Krümmung; 
welcher von diesen soll nun ein Vorzug gegeben werden von den 
übrigen und gerade Linie heissen? Es liegt doch auf der Hand, dass 
von einem veiiiünftigen Denken, von einem Unterscheiden der Wahr- 
nehmungen bei diesen Wesen nicht andei*s die Rede sein kann, als 
wenn sie sich im Gegensatz zu empirischen Wahrnehmungen eine ideelle 
gerade Linie konstruiren, auf welche alle die verschiedenen Krümmangen 
bezogen, mit welcher sie verglichen werden können; und diese ideelle 
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gerade Linie wird dieselbe sein wie die unsrige, weil sie allein dem 
logischen Begriffe identische Richtung genügt 

Das Aufstellen einer idealen Geometrie ist also die Aufgabe aller 
vemünftigen Wesen, seien sie auf Punkte, Flächen oder Körper als 
Behausung angewiesen; und eben weil die Geometrie ideal sein muss, 
lässt sie sich a priori entwickeln. Was werden die Grundsätze dieser 
Entwickelung sein ? Keine anderen als die eines jeden Denkens, nämlich 
der Satz der Identität. Was sollte auch überhaupt geometrische Kon- 
struktion heissen, wenn es sich nur um empirische Gebilde handelte, 
wenn die letzten Elemente wie in Lobatschewsky's Stellardreieck empirisch 
aufgesucht werden müssten? '®) Wenn die Angabe gestellt wird, in einen 
Kreis ein Fünfeck zu beschmben, so kann dies durch Probiren jeden- 
falls ebenso genau als durch eine geometrische Konstruktion fertig ge- 
bracht werden. Trotzdem nennen wir die letztere absolut genau 
gegenüber der Methode des Zirkelrückens; und warum? weil wir in 
der letzteren mit empirischen, in der erstei*en mit idealen d. h. rein 
logischen Elementen operiren; mit Begriffen, welche nicht der empirischen 
Kontrole ihre Existenz und Genauigkeit verdanken. Im Gegentheil, es 
ist sehr gleichgültig, ob die gezeichneten Linien der geometrischen 
Konstruktion aufeinander passen; nur ist erforderlich, dass, was einmal 
als Punkt — Gerade — Kreisbegriff bestimmt worden ist, identisch 
diese Bestimmung behält, einerlei, ob es uns je möglich ist, zwei iden- 
tische Linien zu zeichnen ; aber die Linie der Ebene darf nicht wie die 
Linie auf der Kugel mit demselben B^riff „Gerade*' bezeichnet werden, 
weil es die unter den gegebenen Bedingungen kürzest mögliche ist 
Die Euklidische Geometrie ist nun die Kombination der einfachst mög- 
lichen solcher Begriffe; es steht frei, komplizirtere Elementarbegriffe 
zu ei-sinnen, wie dies ja fbr planimetrische Betrachtungen auf Flächen 
und Kurven zweckmässig ist. Wenn nun die Begriffe der Geometrie 
symbolisirt werden sollen, um damit rechnen zu können, so ist es wieder 
erste logische Bedingung, dass jedes Symbol eindeutig einem Begriffe 
entspricht. Deshalb ist schon Riemanns Ausdruck für das Element aller 
Ausdehnung [ein noth wendig einfacher Begriff] als F V^dlr^ un- 
zulässig, sofeiD das F in Riemanns Sinn keine ganz bestimmte Funktion 
bedeutet Auch V^ dx^ ist allgemein unrichtig, insofern die Anzahl 
der verschiedenen dx unbestimmt ist. Will man logisch vorgehen, so 
darf füi' das Element der Ausdehnung nur ein absolut einfaches Zeichen 
gesetzt werden; etwa s^ oder (fo, wenn man von der Iniinitesimal- 
inethode Gebrauch machen will. Nun liefert die Geometrie den Beweis, 
dass die Symbole Ydx\ + dxl und VärJ + firj + dx\ ganz denselben 

Begriff ausdrücken wie (2s, und deshalb dürfen jene Symbole unter- 

" 10 
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schiedlos fllr den Begiiff Ausdehnungselement gebraucht werden; ihre 
Wahl hängt von der Zweckmässigkeit der Rechnung ab. Zugleich 
liefert aber die Geometrie den Beweis, dass vier zu einander senkrechte 
Koordinaten unmöglich sin d, und deshalb ist es sinnlos, den Ausdruck 
VdrJ + dxl + dxl + dx* auf einen Begriff der Ausdehnung deuten 
zu wollen. Wir sehen hier eine Eigenschaft der analytischen 
Symbolik, welche im Gegensatze zu der vorher behandelten Mehr- 
deutigkeit oder Doppelsinnigkeit ihrer Symbole steht; nämlich ein 
Beispiel von Theildeutigkeit, wo analytisch verschiedene Symbole den- 
selben Begiiff repräsentiren, wenn sie auf Ausdehnung gedeutet werden. 
Der grosse Respekt vor den Resultaten der Analyse hat es mit sich 
gebracht, dass man ihren Zeichen gleichsam als höheren Wesen gegen- 
überstand, und in ihnen absolutere Wahrheit finden wollte als in 
logischen Begriffen. Man sagte: „Die analytische Untersuchungsweise 
operirt nur mit abstrakten Grössebegriffen und hat die Fesseln der 
konkreten Lagevorstellung von sich abgestreift." 

Aber diese Fesseln sind die Gesetze des vemQnftigen Denkens, 
und wohin das Abstreifen derselben geführt, haben wir genugsam 
gesehen. 

Das Resultat dieses Kapitels können wir demnach folgendermaassen 
formuliren : 

Die Geometrie operirt mit den Beziehungsbegriffen des Neben- 
einander, d. h. mit den beiden heterogenen Begriffen Entfernung 
und Richtung. Entfernung oder Grösse ist allgemein durch die 
arithmetischen Zeichen symbolisirbar, die Richtung aber nur unter be- 
stimmten Bedingungen. Der Mangel dieser Erkenntniss führte zur Auf- 
stellung einer widerspruchsfreien Pangeometrie — und die Resultate 
der Pangeometrie führten zu Aufstellung und Beweis obigen Satzes. 
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^lach dieser allgemeinen Theorie der Begriife ist es möglich, und 
erste Aufgabe aller exakten Wissenschaft, die Kombinationen der 
Denkbegriffe synthetisch au&ustellen. Das allgemeine Schema hiei*zu 
wurde gegeben in den Denkfoimen; S. 64 und 76. 

Alle exakten Wissenschaften können demnach unter der Bezeich- 
nung „Kombinatorik** einbegriffen werden. Die allgemeinste hieiTon 
ist diejenige, welche die Einzelsetzung des Denkens ganz abstrakt 
(nicht näher bestimmt) lässt als Zahl oder q> (1, 1, . . .) d. h. Funktion 
diskreter Setzungen des Denkens. Die spezielleren Wissenschaften 
geben dieser Zahl eine mehr oder minder bestimmte Deutung. 

Diese allgemeinste Kombinatorik erhielt nach dem Stande oder 
der zur Zeit hervon-agenden Methode des Fortschrittes die Namen: 
Arithmetik, Algebra, Analysis etc., Unterscheidungen, die im gegen- 
wärtigen Zustande der Wissenschaft sich nicht mehr aufi-echt erhalten 
lassen. Sogar die Zahltheorie, welche von einem bestimmt abgegi*enzten 
Gegenstande — den ganzen Zahlen — ausging, verwandelt sich allmählig 
in eine Theorie von Formen, deren Hauptbestandtheile Zahlen sind. 

Der Titel Kombinatorik wird hier für diese allgemeinste Kombi- 
nation der Denkbegriffe als Ganzes gewählt; dabei aber die Attribute 
arithmetisch, algebraisch etc. bei Einzelausfbhrungen der üblichen 
Terminologie gemäss verwendet 
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SYMBOLE UND BEaRIFFE. 



§1. 

Die Zeichensprache. 

Eine Eigenthümlichkeit bei der jetzt geläufigen Dai'stellung der 
mathematischen Wissenschaften ist die Zeichensprache, ohne deren 
Gebrauch eine Uebersicht der stets komplizirter werdenden Kombi- 
nationen ziemlich unausführbar werden düifte. Besonders ist in der 
von jeder speziellen Deutung abstrahirenden , also ganz allgemeinen, 
Kombinatorik diese Hülfe ganz unerlässlich ; denn hier werden Gebilde 
konstruirt aus willkQrlichen Zusammensetzungen der Denkbegriflfe, 
welche als Ganzes keinem logischen Begriff entsprechen und deshalb 
in der Sprache auch nicht durch Wörter fixirt wurden. Die Kombi- 
natorik in ihrer heutigen Ausbildung durch die Zeichensprache nennt 
man gemeiniglich „analytische Behandlung mathematischer Fragen, 
Analysis" ; die Resultate dei*selben gelten für ebenso beweiskiiUtig wie 
Zahlenbeweise. 

Trotzdem ist jene Darstellungsweise nicht vollkommen, und nichts 
ist verkehrter als die ziemlich häufige Meinung, dass sie der direkte 
Ausdruck logischer Schlüsse sei, dass die Logik sozusagen in der 
mathematischen Analytik einen apriorischen Thatbestand zu finden 
habe. Die Sache verhält sich gi*ade umgekehrt. Einige der hieraus 
gezogenen falschen Schlüsse wurden in A. XII. aufgezeigt Wir haben 
deshalb die Bildung und Berochtigun^ der Zeichensprache piinzipieD 
zu untersuchen. 
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Bei den analytischen Formeln unterscheidet man gewöhnlich: 

Trossen m, x^ dx^ o, oo 

V^erbindungs- und Vorzeichen = H : X , 



Symbole f () , 1/ , - , — , 



mit Abweichungen je nach der philosophischen Anschauung. Wir wer- 
den jedoch nur von Symbolen sprechen, d. h. von Zeichen, welche 
Begriffe bedeuten sollen, gi*ade wie auch die Worte, oder vielmehr 
ihre alphabetischen Zeichen. 

Es geschieht dies vorei*st aus dem logischen Grunde, weil sie ja 
auch nichts Anderes sind; sodann aber auch als eine Vorsichtsmaass- 
regel gegen eine weitgehende petitio prindpii, welche sich gewöhnlich 
schon in diesem Anfangsstadium einschleicht Weil nämlich verschie- 
dene dieser Symbole objektiv angewendet, auf wirkliche Grössen ge- 
deutet werden können, deshalb glaubte man sich allgemein berechtigt, 
solchen symbolischen Kombinationen überhaupt den Charakter als Grösse 
beilegen zu dürfen und stellte den Satz auf: die reine Mathematik be- 
schäftige sich nur mit dem Grössenbegriff — eine Behauptung , deren 
Fehler schon in Buch A. zum Vorschein kamen. 

Die Zeichensymbolik der analytischen Sprache hat nun zur Wort- 
symbolik der Lautsprache den grossen Unterschied, dass sie nach einem 
bestimmten System konsequent entwickelt ist, während die Lautsprache 
sich als ein sehr kompUziiies Gebilde aus unbewusst ausgeübten 
logischen Gesetzen, empirischen Wahrnehmungen und Täuschungen, 
metaphysischen Hypothesen, kritiklosen Ueberlieferungen , Nachahmun- 
gen etc. ausweist, jenachdem der Volksgeist die hieraus entstandenen 
Produkte als wahr oder auch nur als zweckmässig adoptirt Eins der 
klarsten Beispiele fbr die Systemlosigkeit der Weltsprache bietet die 
Zahlbildung bei den vei*schiedenen Völkern; eine Aufgabe, wobei doch 
mehr als bei irgend einer anderen die reine Logik und Systematik als 
bestimmende Faktoren auftreten müssten'^). Auf einer gewissen Kultur- 
stufe wird zwar auch die Wortsymbolik sich ihrer prinzipiellen Aufgabe 
mehr und mehr bewusst; da sie aber auf einem historisch angewach- 
senen Untergrunde fortbauen muss, so kann sie nicht einem strengen 
System folgen und gibt so Anlass zu den mannigfachsten Streitigkeiten 
in den Geisteswissenschaften; denn die stillschweigende Voraussetzung 
aller Sprechenden ist: einem jeden Worte müsse auch ein logisch ein- 
deutiger Begriff entsprechen. 

Dem gegenüber war sich die analytische Symbolik einer konse- 
quenten Entwickelung ihrer Gebilde — wenigstens der Idee nach — 
beständig bewusst. Als ausserdem eine Anwendbarkeit ihrer Kombi- 
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nationen auf die objektive Welt sich auch in vielen Fällen als möglich 
erwies, wo der logische Konnex ihrer Gebilde mit den Grundbegriffen 
sich nicht ausiinden liess, glaubte man in diesem analytischen Schema- 
tismus nicht allein eine weitgi*eifende Methode, sondern auch eine höhere 
Erkenntniss aufgefunden zu haben, als sich durch den FortschriU 
logischer Begriffe erlangen liess ; eine Uebei-schätzung , welche sich 
durch die Produktion metaphysischer Abnormitäten rächte. Man glaubte 
sich berechtigt , verschiedene Symbole, weil sie in gewissen Zusammen- 
stellungen Resultate geliefeit hatten, auch zu einem jeden anderen 
Komplex nach analytischem Modus vereinigen zu dürfen; man frag 
dann, was dergleichen bedeute; wie etwa 

log. (— a), log. bei negativer Basis, d { — 1)* , (— 1)^-^ etc.; 
denn dass sie eine Bedeutung hätten, bezweifelte man nicht, wenn 
man diese auch nicht ausfindig machen konnte. 

Statt dessen hätte man fragen müssen, auf welche Weise sie ent- 
standen seien, und ob ihre Genesis durch die Feder des Mathematikers 
nicht ein Missbrauch der synthetischen Thätigkeit sei. Die hieraus 
hervorgehenden Paradoxien des Kalküls \Curden allerdings nach und 
nach praktisch abgegi*enzt, aber nicht prinzipiell gelöst. Deshalb be- 
stehen dergleichen auch heute noch und verleiten zu falschen Schlössen. 
Hieraus entstand auch das Phantom geometrisch anders gestalteter 
Welten als der unsrigen. Der Wei'th solcher Formen und der ihnen 
zugeschriebenen koirespondirenden Dingformen stehen auf dei-selben 
Stufe wie die Spiüche einer Metaphysik, deren logisch unverbindbare 
Worte fQr den Ausdruck oder wenigstens das Zeugniss eines höheren 
Wissens angerufen werden. 

Ginindgesetz einer jeden Symbolik muss nun sein, dass ein jedes 
Zeichen einem bestimmten Begriff entspreche. Ein jedes Zeichen muss 
deshalb geprüft werden, in Betreff der Widerspruchsfreiheit des be* 
zeichneten Begiiffs, und sodann in Betreff der logischen Zulässigkeit 
seiner mehr oder weniger ausgedehnten Verbindbarkeit mit anderen 
Zeichen. 

Faktisch werden nun in der heutigen Analysis Zeichenkomplexe 
verwendet, welche, wenn sie als Ganzes auf einen Begriff gedeutet 
werden sollen, das Kennzeichen des Widerspruchs an sich tragen. 
Dass ti-otzdem durch ihre Handhabung richtige Resultate erzielt weixlen, 
kann sehr verschiedene Ursachen haben. Meistens verachwindet aus 
dem Resultat jener falsche Begriff durch zweckmässige Elimination 
oder entgegengesetzte Anwendung. Man hat dann im Gebiete des 
Denkens eine Reise auf einem unmöglichen Ungeheuer gemacht; aber 
die Reisebeschi-eibung kann richtig sein, weil das Reitthier dabei nicht 
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in Betracht kommt Oder zwei dergleichen Ungeheuer werden von 
ihren Reitern gegeneinander gefühlt, 6*essen einander auf, und es 
bleiben zwei wirkliche Menschen in einem gewissen Bewegungszustande 
Qbrig. Dies ist der Fall, wo imaginäre Grössen als Durchgangsstufe zu 
realen Grössen benutzt werden. Zuweilen wird auch instinktiv oder 
zufällig ein werthvolles Symbol gefunden, dem man nur nicht den 
richtigen Namen zu geben weiss; es handelt sich darum, den logischen 
Begriff zu entdecken, den es repräsentiren kann. Die unendlich Kleinen 
gehAren zu dieser Klasse von Symbolen. Eine Ahnung von dieser 
Sachlage drückt der alte Satz aus: Die Mathematik erlange deshalb 
stets richtige Resultate, weil sie ihre Begriffe selbst bilde, nicht anders- 
woher entnehme, wie andere Wissenschaften. 

Die philosophische Mathematik darf sich aber hierbei nicht be- 
ruhigen, sondern muss untersuchen, inwiefei-n ihre selbstgebildeten 
Begriffe Lebensfähigkeit und Anwendbarkeit verspi-echen. Hier wii*d 
sich nun zeigen, dass der häufigste Fehler bei der philosophischen 
Rechtfertigung mathematischer Begriffe darin besteht, dass hartnäckig 
versucht wurde, einen Zeichenkomplex, wenn auch zuweilen unter der 
Maske eines einfachen Symbols, als Ganzes zu deuten, gewöhnlich 
als sogenannte Grösse; denn wie schon in den Beginfftafeln entwickelt, 
beschäftigt sich die Synthese des Denkens, hier die Kombinatorik, nicht 
nur mit Anschauungs-, sondern auch mit Beziehungsbegriffen. 



§2. 

Der Denkakt und die Zahl. 

Die Symbole + = 

Den Hauptbegriff der Arithmetik, Zahl, entnehmen wir aus der 
Theorie der Begriffe als die logisch gerechtfertigte und bestimmte 
Funktion (f,. 

Das Element dieser Funktion war der Akt denkender Setzung 
Oberhaupt, ohne Rücksicht auf den spezifischen Inhalt desselben; dem- 
nach der Denkakt als reine Form. Dieser elementarsten Einheit 
gibt man das Zeichen 1. Die wiederholte Setzung (Ausübung) des 
Denkaktes als reine Form kann man Bewegung oder Fortschritt des 
Denkens nennen; weil aber mit diesen letztei*en Begriffen noch ver- 
schiedene andere Deutungen gemeiniglich verbunden werden, so bleiben 
wir bei dem ersteren Wortlaut der Zahldefinition: 
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in Worten : eins und eins und eins und 

in Zeichen: 1 + 1 + 1 + -- = Vm 

Das Verbindungszeicben + ist hier reine Konjunktion, was der 
verkannten Vieldeutigkeit dieses Zeichens gegenüber deutlich hervor- 
gehoben sei. 

Das Zeichen = ist ebenfalls Konjunktion, und heisst: oder. Der 
Bc^ff gleich, welcher diesem Zeichen gewöhnlich gegeben wird, hat 
zuweilen allgemeinere, zuweilen auch beschränktere Bedeutung wie das 
oder. Es ist Zeichen der Identität, wenn eine Gleichung sich auf die 
Form A = A reduziren lässt, wie in der Logik; es heisst in den 
meisten Fällen jedoch gleich in einer gewissen Hinsicht, einer 
gewissen Eigenschaft nach, welche Eigenschaft dann ausdi-ücklich 
bezeichnet werden muss, oder aber stillschweigend als bekannt oder 
anerkannt vorausgesetzt wird. Dass diese stillschweigend gemachten 
Voraussetzungen häufig zu Pai*adoxien fahren, weil das Urtheil meist 
ganz vergisst, dass eine ungerechtfertigte Voraussetzung gemacht wor- 
den, davon wurden schon Beispiele in A. XII. gegeben-, es werden 
deren noch viele andere sich zeigen. 

Betrachten wir die wiederholte Setzung ff, ihrer Entstehung nach 
als ein Ei*zeugniss in der Zeit, so ist dieses Erzeugniss ein Gebilde 
als Reihe; in Zeichen (fr. Wir können dies Gebilde aber auch be- 
trachten als unabhängig von seiner Entstehungsweise, lediglich 
als ein Zusammen von Elementen, seinem mateiialen Inhalte nach. 
Diese beiden Betrachtungsweisen werden symbolisirt durch: 

(jPr = 1 + 1 + 1 = Reihe (deren arithmetischer Werth die 3 ist. 
y, = 3 = Zahl. 

Mit den Reihen beschäftigen wir uns vorläufig nicht, sondern mit 
ihren arithmetischen Werthen als Zahlen, also mit dem, was mate- 
rialer Inhalt der Funktion genannt wurde. Es wird sich zwar zeigen, 
dass die Zahlen des gewöhnlichen Sprachgebrauchs noch in mannigfach 
anderer Hinsicht betrachtet werden können ; z. B. als Stellen in Reihen, 
als Ort im Räume, als Elemente eines Koordinatensystems, als Aus- 
druck einer Qualität etc. In allen diesen Fällen ist die Zahl aber nicht 
mehr das hier definirte gleichgültige Zusammen vieler Elemente als 
rein foimale Setzungen, sondern diesen Elementen ist dann schon eine 
spezielle (qualitative) Deutung gegeben worden, wenn auch diese Qua* 
lität aus Denkbegriffen d. h. aus Kombinationen des Denkaktes hervor- 
gegangen ist. 
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§3. 

Die Zahl als Grösse. 

Alles Qualitfttgleiche kann nur der Grösse nach untei*schieden 
werden. Die reine Zahl abstrahirt von aller Qualität, und diese 
Qualitätslosigkeit ist ihre spezifische Qualität anderen Begriffen gegen- 
über. Zahlen (in dem obigen abstraktesten Sinne) können deshalb nur 
der Grösse nach unterschieden werden; Grösse ist demnach der Be- 
ziebungsbegriff verechiedener qualitätgleicher Bestimmungen. Man 
nennt deshalb die Zahlen auch diskreteG rossen, insofern sie in jeder 
Hinsicht absolut bestimmte, d. h. als von einander verschieden bestimmt 
sind; und diese ihre Verschiedenheit gestattet durchaus keinen Ueber- 
gang von der einen zur anderen, ohne dass eben ihre Bestimmung 
als diese oder jene Zahl zei'stört würde. Diese Setzung des Beziehungs- 
b^nffes Grösse als vieler unterscheidbarer Individuen , ein jedes be- 
stimmt für sich, ist seine Setzung als Anschauungsbegriff im Sinne 
von A. lY. Die Grösse ist also Setzung eines Beziehungsbegriffes als 
Anschauung, Setzung der formalen Beziehung als materialer Inhalt 
eines Begriffes. Im Folgenden wird deshalb Grösse kurzweg Anschau- 
ungsbegriff genannt, weil die Art seiner Entstehung von keinem weiteren 
Interesse für die Kombinatorik ist. 



B. KAPITEL U. 

DIE QUANTITATIVE DEUTüNa ARITH- 
METISCBER OPERATIONEN. 



§1. 

Der SummirungsbegrifT. 

Der Zahlbegriff als blosses Zusammen, q)g, besagt, dass ein 
jedes Element in dem Gebilde q>t durchaus von gleicher Berechtigung 
und Bedeutung sei; ein Stellenwerth der konstituii-enden Elemente 
existirt nicht, weil sie eben nur als ein zusammen Da, als eine 
Summe betrachtet werden sollen. Wird nun eine solche Summe in 
Form einer Reihe geschrieben 

q>M geschrieben (1 + 1 + 1 ) 

was für Zwecke der Rechnung vortheilhaft sein kann, so ist es ganz 
gleichgültig, an welchen Stellen der Reihe die einzelnen Einheiten 
stehen. 

Da nun keine Schranke logischei-weise besteht für die Wieder- 
holung des Denkaktes, und demnach für die Anwendung des Summen- 
begriffs, so kann man auch weitere Zahlen bilden aus Einzelzahlen 
(p'g , q)"g ebensogut wie aus einzelnen Einheiten ; denn alle zu- 
sammen — Einheiten , Einzelzahlgebilde, Vielheit von Einzelzahlen etc. 
— besagen weiter nichts als die Verbindung von Einheiten zu einem 
Zusammen. Dies wird symbolisirt durch 

Og = (p\ + (p\ + y'"r + 

das heisst: die Einzelgebilde in Reihenform geschrieben und zu einem 
Ganzen verbunden, sind ihrem materialen Inhalt (arithm. Werth) nach 
identisch mit der Zahl <Z>,; und es ist in Bezug auf diesen materialen 
Inhalt der Formel ganz gleichgültig, an welcher Stelle die Einzelzeichen 
(fr in der Gesammtreihe (qpV + qp'V + ) stehen ; ebenso wie es 
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gleichgQltig ist, wo die unterschiedlosen Einheiten in dem Symbol 

ry^^ = (1 + 1 ) stehen. Wir legen bei dem Summenbegriff gar 

keinen Werth auf die Zeit, wann die eine oder andere Einheit gedacht 
oder hingeschrieben worden ist, sondern abstrahiren ausdrücklich von 
allen diesen möglichen Betrachtungsweisen, wenn wir von einer Zahl 
als Summe (als von bestimmtem materialen Inhalte) sprechen. Die 
Entstehungsweise jener Summen ist von Bedeutung, wenn von 
dem Reihenbegriff gehandelt wird, nicht aber beim Summenbegriff. 

Der Summii-ungsbc^ff erweist sich hier als identisch mit dem, 
was man symmetrische Funktion nennt; es ist der einzige Begriff, 
welcher bei quantitativer Deutung arithmetischer Operationen noth- 
wendig und überhaupt logisch möglich ist. Die quantitative Deutung 
analytischer Foimeln wird deshalb gerade so weit reichen — aber nicht 
weiter — wie die durch diskrete Summiiimg erzeugbaren Gebilde. 
Die Konsequenzen dieses Satzes werden in der Formenrechnung her- 
vortreten. 



§2. 

Die direkten Operationen. 

Summiren, Multlpllzlren , Potenzlren. 

Uro das Zählen übersichtlicher zu machen, ist es zweckmässig, die 
Summen nach einem System zu klassiiiziren. Man wendet dazu eine 
Symbolik nach aufsteigendem Maasstabe au, und unterscheidet: 

einfache Summen . . . y^, = 1 + 1 + 44-24- 

vielfache Summen, auch 

Produkte genannt . . n.y^ = y, 4- <r, + (p, 

Potenzsummen .... nTcps = n . qp, . nq^g tufg 

FQr alle diese gilt das gleiche dem Summenbegriff entsprechende 
Gesetz: die Stellung der Einzelgebilde in der hingeschriebenen Reihe 
ist gleichgültig fQr den arithmetischen Werth der Summen. 

In dieser Symbolisiiamg als „zwei verschiedenaiüge Seiten verbun- 
den durch das Zeichen =*', heisst dies letztere allgemein: die beiden 
Seiten sind nicht identisch, aber gleich gross, wenn sie als 
Summen betrachtet d. h. der Grösse nach gemessen werden. 

Ist der Zweck der Aufstellung einer Gleichung kein anderer als 
eine Summe auszumessen, so wird durch diese arithmetische Inter- 
pretation der Sinn dei^selben erschöpfL Es kommen jedoch Fälle vor 
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— und dies sind grade die allerwichtigsten sowohl der niederen wie 
höheren Mathematik — wo die Grösse der Summe Nebensache ist, wo 
es hauptsächlich auf die Foim der Gleichung ankommt, mit anderen 
Worten „auf die Bildung eines neuen Begriffes". In diesen Fällen 
heisst das Gleichheitszeichen : dass zwei durch die Seiten der Gleichung: 
symbolisirte verschiedene Denkoperationen zu demselben Resultate 
f&hren. In dieser Gegenübei-stellung zweier yerschiedener Formen von 
demselben Inhalte liegt der ganze Werth analytischer Methoden, so- 
wohl bei mathematischen wie allgemein philosophischen Untersuchungen 
der Denkbegriffe; denn all den unendlich vielen Gebilden jedweder 
Kombination liegt ein und derselbe Modus der Ei*zeugung zu Grunde: 
Verbindung von Satz und Gegensatz; wobei als letzterer zuweilen die 
Wiederholung des Setzens gilt. 

In den Lehrbüchern gefällt man sich, den Satz 

a . b = b , a 
wie gesagt wird „anschaulich zu beweisen'^ indem man die Zahler. 
'in Einheiten aufgelöst neben einander schreibt, und dann zeigt. daN- 
das Resultat gleich ausfällt, einerlei, in welcher Reihenfolge gezählt 
wird. Den Empiristen gilt dieser Schulbeweis für eine Bestätigung: 
ihrer metaphysischen Ansichten. Für Kinder, welche erst denket 
lernen sollen — aber nicht, wie der Empirist meint, das Denken der 
Lehrer nachahmen — haben dergleichen Anschaulichkeiten ihr Zweck- 
mässiges. Sobald aber ein Bewusstsein vorhanden ist, welches dec 
Sinn eines durch Worte definirten Begiiffes au&ufassen fähig ist, dar! 
man so etwas nicht mehr Beweis nennen. Ist der Summenbegriff ein- 
mal festgestellt — wozu die Anschaulichkeit auf dem Papier dienen 
mag, die aber ganz entbehit werden kann, weil wir die Fähigkeit der 
Erinneining haben, weil wir eben denkende Wesen sind — dann gü' 
dieser Begiiff eben fbr jede Kombination von Summen, weil die eio- 
fache Summe eben auch nichts Anderes als Kombination ist. In der 
logischen Deduktion der Mathematik haben dergleichen historisch^ 
Rückblicke auf die Entwickelung der Denkthätigkeit im menschlicheti 
Organismus keine Stelle; das wäre Verwechslung der Geschichte ein^' 
BegriiTsentwickelung mit dem Begiiffe selbst. Das ganz naive Bewusst- 
sein begeht diese Vei-wechslung nicht, weil es eben den ünterschi**" 
nicht kennt, ein jedes Existirende nur als Daseiendes anerkennt, obn«* 
an eine mögliche objektive oder subjektive Entwickelung dessell)en v'* 
denken. Der spätere Kritizismus, welcher zum Bewusstsein Von objek 
tiv und subjektiv gelangte, verwies in der Freude über diese Knt- 
deckung Alles in das Gebiet des Relativen ; Alles sollte empirisch seit. 
auch die Art des menschlichen Zählens. Der streng durchgefUrtr 
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Kritizismus muss aber das Gebiet des Relativen wieder beschränken, 
wenn er nicht sein eigenes Prinzip negiren will; denn mit der Frage, 
was etwa sein könnte, wenn Nichts wäre, selbst kein Kritiker, damit 
mag sich eine empiristische Metaphysik beschäftigen, aber keine 
Philosophie. 

Der Untei'schied des Gedankenwerthes eines Begriffs von seiner 
allgemeinsten genetischen Entwickelung ist in einfachster Form durch 
die beiden Funktionen (fg tpr gekennzeichnet; dieselben werden bei 
vielen Anlässen auftauchen und Gelegenheit geben, die Nichtigkeit des 
Schliessens aufzudecken , welche sich gegen den Apriorismus der Denk- 
formen wenden. Der bei solchem Schliessen beständig begangene 
Fehler ist die apriorisch aufgestellte Behauptung : was a posteriori ent- 
deckt werde, könne nicht a priori vorhanden sein. 



§3. 

Die umgekehrten Operationen. 

Sabtrahiren 9 BlTldlren, Warzelzlehen. 

Die Denkthätigkeit wurde bestimmt als Anwendung der beiden 
koordinirten Funktionen „Trennen, Verbinden** oder „Setzen, Ver- 
gleichen des Gesetzten". Andere Kardinalfunktionen kann es nicht 
geben, und deshalb müssen die umgekehrten Operationen der Arith- 
metik ebensogut wie die direkten aus diesen beiden Begiiffen gerecht- 
fertigt werden. Man bringt in den Lehrbüchern dies gewöhnlich sehr rasch 
zu Stande, indem man neue Begriffe einführt, z. B. „negative Grösse, 
Quotient etc.'', um deren logische Rechtfertigung man sich weiter nicht 
kümmert. Bei einer philosophischen Entwickelung sind aber der- 
gleichen Sprünge nicht erlaubt. 

Wenn wir die Gebilde 4, 5, 6 mit einander vergleichen, so finden 
wir, dass sowohl 4 wie 6 sich um die Einheit von 5 unterscheiden, 
dass also beide durch eine Verbindung der 5 und 1 dargestellt werden 
können. Da aber 4 und 6 verschieden sind, so muss diese Verbindung 
von (5, 1) von verschiedener Ait sein. Es kann aber nur zwei ver- 
schiedene solcher Arten geben, nämlich die kontradiktorisch entgegen- 
gesetzten , wenn nur zwei verschiedene Gebilde beti*achtet wei*den. Die 
Konjunktion und, welche vorhin allgemein durch + symbolisiit wurde. 
erfordert demnach bei arithmetischen Gebilden zwei verschiedene Deu- 
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tungen nach zwei kontradiktorisch entgegengesetzten Begriffen. Seiea 
die bezüglichen Symbole + , — . 

Dasselbe Resultat wurde in A. VII. gewonnen, indem nachgewiesen 
wurde, dass in ^r nur diese beiden Verbindungsarten (innere Bezie- 
hungen) vorkommen können. 

Wir können also das Gebilde qp, = 5 auf zwei verschiedene Weisen 
entstehen lassen; entweder als 

yr = (4 + 1) 

oder als y^ = (6 — 1) 
was besagt, dass die Genesis des Gebildes tpg aus zwei anderen Gebilden 
erfolgen kann — und nur aus zwei anderen — welche za q>M ^=^ o 
denselben Unterschied haben. 

Wir können aber die genetische Betrachtungsweise der ipr durch 
(fg einsetzen, wenn es nur auf den materialen Inhalt (das arithmetische 
Resultat) ankommt, und hierdurch wird die Foimuliiiing des Gedanken- 
ganges merklich vereinfacht. 

Zu diesem Zwecke übertragen wir die verechiedene Verbindungs- 
ait der Einzelgebilde (die Richtung der Denkthätigkeit) auf den arith- 
metischen Werth der Gebilde, und fingiren statt der faktisch vorhan- 
denen kontradiktorisch entgegengesetzten Richtung der Denkthätigkeit 
kontradiktorisch entgegengesetzte Daseinsarten, d. h. die arithmetischen 
Werthe +1,-1. 

Diese Substituirung der tfg an Stelle von cpr durch Ignorirung des 
thatsächlichen Vorgangs ist zulässig, weil es in den meisten Fällen 
nur auf den Werth von (pr ankommt , welcher mit </), identisch ist ; 
kommt es aber auf andere Sachen an, so muss man suchen aus der 
Gestalt des fpg auf das frühere q:r zurückschliessen zu können; wenn 
das nicht gelingt, so steht man vor vieldeutigen Formen, und will 
man diese durch rein technische Rechnung bewältigen, so entstehen 
die bekannten Paradoxien des Kalküls. 

Ein anderes Motiv für die Einfühlung der zwei Daseinsarten + 1, 
— 1 liegt darin, dass nach der naiven Naturauffassung wirklich Dinge 
oder Vorgänge existiren, welche in diesem kontradiktorischen Gegen- 
satze stehen und auf welche demnach diese Einzelheiten direkt ange- 
wendet werden können. Kälte Wärme, Anziehung Abstossung, Lust 
Schmerz, Süd-Nord, Magnetismus, hoch tief, links rechts. Vergangen* 
heit Zukunft etc. ; alle diese Dinge und Begriffe tragen den Richtongs- 
begriff in sich , oder vielmehr nach Buch A. : werden als jene Vorgänge 
von uns nach dem Begriff der Richtung gestaltet. 

Als selbständig Reales kann ein negatives (negirtes) Etwas nicht 
existiren, weil der Gegensatz von Etwas das Nichts ist; nicht aber 
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ein negatives Etwas. Von negativen Grössen handelt es sich also 
eigentlich nicht, sondern von Grössen, welche negativ d. h. rück- 
schreitend verwendet werden. Die Denkthätigkeit soll einen Theil ihrer 
Setzungen als aufgehoben betrachten, durch rückschreitende Wieder- 
holungen vernichten. Wird nun diese rückschreitende Thätigkeit selbst 
als der materiale Inhalt von Gebilden gesetzt — wie etwa bei An- 
wendung der Formeln auf einen zeitlichen Vorgang — dann können 
die Verbindungszeichen als qualitative Symbole der zeitlichen Verände- 
rung betrachtet werden, und bestimmen als solche in beiden Fällen 
wirkliche Grössen. 

Die Bedeutung der negativen Grösse wird also durch die Regel 
festgestellt, dass allemal + 1 mit — 1 sich zur arithmetischen Null 
ausgleicht; dass im Falle das ganze Schlussresultat sich auf eine nega- 
tive Grösse reduzirt, diese eine Anweisung auf die Zukunft oder andere 
(fg ist , mit welchen verbunden sie wieder etwas Reelles werden kann ; 
dass sie aber au€h den qualitativen Charakter eines Objektes oder 
Vorgangs bei Anwendung der Rechnung auf die Natur ausdi-ücken 
kann, und in diesem Falle auch isolii-t etwas Reelles bedeutet, ebenso- 
gut wie die Grössen positiver Qualität 

Von der Möglichkeit ihrer Anwendung kann aber die theoretische 
Rechnung überhaupt abstrahiren, weil es sich bei ihr nur um die 
Kombinationen der Denkthätigkeit handelt, und deshalb ist für sie die 
negative Einheit eine ebenso berechtigte Rechenmarke wie die positive. 
Der arithmetischen Klassifikation des Summenbegrifls als „Summe 
Produkt Potenz'' Tässt sich deshalb in entgegengesetzter Richtung die 
Abstufung „negirende Summe, Divisionssumme, Wui-zelsumme'' gegen- 
überstellen. In dieser quantitativen Auffassung ist das Divisionszeichen : 
eine Abkürzung des vervielfachten Minuszeichen; und das Wui-zel- 
zeichen ähnlich das weiter vervielfachte Minus nach dem gleichmässig 
aufsteigenden Fortschritt des Systems arithmetischer Operationen. Ob 
diese Operationen in jedem Falle zu einem bestimmten Resultate 
führen, davon wird vorläufig ganz abgesehen; wie gesagt, schlimm- 
sten Falls sind diese Zeichen eine Anweisung auf die Zukunft oder 
andere q,. 

Auf der konsequent systematischen Abstufung i 

der Zeichen + X xx \ 

und ihrer Gegensätze — : y~ 
oder vielmehr, auf dem logischen Aufsteigen der durch diese Zeichen i 

angedeuteten Beziehungsbegriffe und ihrer kontradiktoiischen Gegen- 
sätze, beruht die absolute Sicherheit arithmetischer Operationen, die 

apriorische Gewissheit des sogenannten Zahlenbeweises. Voraussetzung 

11 
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dabei ist natürlich, dass die betrefFenden Gegenstände überhaupt eine 
Beziehung nach dem ZahlbegriiFe zulassen, was nicht immer der Fall 
war und ist bei Behauptungen, zu deren Bekräftigung der Zahlenbeweis 
angerufen wird. 

Nach den gegebenen Definitionen lassen sich nun die Regeln auf- 
stellen, welche sich bei vielfacher Zusammenstellung von Zahlen mit 
jenen Verbindungszeichen (Beziehungsbegriffen) ergeben. 

Die Zusammenstellung + a . — 6 ist Abkürzung von 

entweder 1) + a . (— 1, — 1, — h) 

oder 2) (+ 1, + 1 + 1«) . — b 

heisst also nach 1): a soll einmal negativ gezählt und die negative 
a Zählung b mal wiederholt werden, 

oder nach 2): das negative b soll a mal gezählt wei-den. 

In beiden Fällen ist das Resultat als q>M dasselbe, 
die negative Einheit b mal a mal gezählt, 
also + a. — 6= — a. + 6= — (a-b) 
Ebenso ergibt sich 
_ a . — 6 = (- 1, — 1 _ 1,) (_ 1, _ 1, — 1.) 

In Worten: das negativ gezählte b soll einmal negativ gesetzt 
werden, oder, der Gegensatz des negativen b soll gesetzt, und dieser 
Gegensatz -|- b soll a mal gezählt werden. 

also — b . — a = + b , + . b + a = + {ab) 

Als eine weitere Regel ergibt sich, dass vielfache Summen bei 
einer unpaarigen Anzahl negativer Einzelsummen als Ganzes ein nega- 
tives Vorzeichen, bei paariger Anzahl von Einzelsummen ein positives 
Vorzeichen erhalten; dass also vielfache Summen aus sehr verschieden- 
aitigen Aggi-egaten von Einzelsummen dasselbe q^g als Werth ergeben; 
dass also bei der umgekehrten Operation „Division imd Wurzelziehen* 
diese vei-schiedenartige Genesis wieder zum Voi-schein kommen kann: 
was aber bei der Elementararithmetik ignorirt wird, weil es sich hier 
nur um Werthe, nicht um Formen handelt. 

Die weitere übei-sichtliche Darstellung der arithmetischen Regeln 
gibt zu keinen logischen Bemerkungen Anlass, weil sie alle aus dem 
Summenbegriff und den Symbolen -f , — nach der obigen Rßgel her- 
vorgehen. 
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§4. 

Die Bruchzahlen. 

Es wurde vorhin schon bemerkt, dass bei der foimalen Zusammen- 
stellung der arithmetischen Operationen davon abstrahirt werden kann 
und muss, ob diese Zusammenstellung zu einem Zahlresultate führt, 
wenn alle möglichen Kombinationen der Denkbegriffe aufgestellt werden 
sollen. Schon bei der Subtraktion zeigte sich, dass die Fordeiaing eine 
solche sein kann, dass ihr keine wirkliche Zahl als Lösung zu ent- 
sprechen vermag. Die vielseitige Anwendbarkeit der arithmetischen 
Operationen wird erst dadurch möglich, dass auch diese Wissenschaft 
nach dem Kreditsysteme arbeitet; eine Forderung nur von ihrer logi- 
schen Zusammenstellung, nicht aber als Frage davon abhängig macht, 
ob eine Befriedigung der Forderung, eine Lösung der Frage durch die 
zur Zeit vorhandenen Mittel möglich ist. Zum Zweck der konsequenten 
Durchführung des adoptiiten Systems der Fragestellung begnügt man 
sich deshalb mit einer formalen Lösung statt einer realen; d. h. man 
stempelt die irreduktibele Form zu einem mathematischen Ding, einem 
neuen mathematischen Begiiff, und nennt damit die Frage gelöst durch 
den neuen Begriff. So ist z. B. 2 nicht durch 3 theilbar; nichtsdesto- 
weniger wird die Forderung gestellt, eine Zahl zu finden, welche drei- 
mal gesetzt die zwei als Werth gibt, in Symbolen a; = ^ ; und weil 
dies nicht möglich ist, wird jene unerfüllbare Fordemng formal durch 
den neuen Begriff der Bruchzahl befriedigt. Die Mathematik nimmt 
sich ja das Recht, ihre Begriffe selbst zu machen, nicht einem empi- 
rischen Gegenstande zu entnehmen. Dieses Recht steht ihr auch voll- 
kommen zu; nur muss man dabei nicht die Logik verwin-en mit der 
Behauptung, dass man bei Ausübung dieses Rechtes nur den Grössen- 
begriff benutze. Als reine Grösse existirt der Bnich ebensowenig wie 
die negative Zahl oder das Symbol y — 1, welches vorzugsweise mit 
dem Attribut niniaginär** bezeichnet wird. Dem letzteren Attribut 
wird alogischerweise noch das Substantiv „Grösse" hinzugefügt, weil 
das Symbol V — 1 ja ganz unentbehrlich ist, aber kein Mathematiker 
zugeben darf, mit etwas Anderem als Grössen zu operiren, wenn er 
nicht in den Verdacht eines unexakten Metaphysikei-s kommen soll. 

Sei das Wesen der Gebilde der Kombinatorik also nochmals kurz 
dargelegt 

Alle arithmetischen Gebilde entstehen durch Kombination der 

Denkbegriffe, d. h. durch Zusammenstellung des Anschauungsb^riffes 

Zahl oder Grösse in arithmetischem Sinne, und der verschiedenen Be- 
ll* 
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Ziehungsbegriffe (s. S. 34). Sind diese Fonnen reduktibel ihi'em Inhalte 
nach, so erhalten wir, was wir reale Grössen nennen ; sind die Fonnen 
irreduktibel, so werden sie imaginäre Grössen (besser Formalkomplexe) 
im weitesten Sinne genannt. 

Diese fiktiven Grössen untei-scheiden sich je nach der geringeren 
oder gi'össeren Anzahl von Beziehungsbegriffen, welche mit dem Zahl- 
begriff zu einem Formalkomplex verbunden sind. Die negative Zahl 
war die Verbindung des Anschauungsbegriffes Zahl mit dem Beziehungs- 
begriff Richtung. 

Der rationale Bruch. 

In dem rationalen Bruch ist die Zahl verbunden mit dem rück- 
schreitenden Summenbegriff und dem Begriff verschiedener Ein- 
heiten. Der Bruch | als rationales Maass einer realen Grösse gedacht 
fordert eine Reihe von Einheiten, deren zweite und dritte Stelle durch 
Zähler und Nenner des Bmches, und eine ganz andere Reihe von 
Einheiten, in welcher sie die vierte und sechste Stelle einnehmen. 
In dem rationalen Bruch sind also schon drei oder vier (je nach der 
Auffassung) verschiedene Begriffe vereinigt, und für die Zwecke des 
Rechners zu einem einheitlichen Ganzen gestempelt. Man muss nur 
nicht glauben , dass ^ mit demselben Recht Grösse wie 1 genannt wer- 
den könne, weil man in der Natur ein Stück von einem Fuss und 
eins von 8 Zoll aufzeigen könne. Objektiv ist das eine wie das andere 
ein bestimmtes Individuum, eine Einheit; die 8 Zoll liegen nicht als 
i Fuss da, sondern das | entsteht erst in unseren Gedanken als ein 
Komplex von 4 oder 5 verechiedenen Begiiffen. 

Dass die Form i im ganz allgemeinen Sinne kein Grössenbegriff 
ist, zeigt sich, wenn dieselbe etwa in der Zahltheorie vorkommt; sie 
ist dort ebenso imaginär wie die sogenannten idealen Zahlen, welche 
durch Formgleichungen die Bedingungen angeben, die vorhan- 
den sein müssten, damit eine Primzahl in gewisse Zahlformen arith- 
metisch auflösbar wäre. Nur wegen der häufigeren Anwendungsf&hig- 
keit einer Bruchform hält man dieselbe für weniger fiktiv in Bezug 
auf den Zahlbegriff als andere solcher iireduktibeler Formen; nennt 
sie sogar schlechtweg Grössen, ohne auf die Beziehungsbegriffe auf- 
merksam zu werden, welche in jener Form mit dem Grössenbegriff 
kombinirt sind, und dadurch eben jenen spezifischen Bruchbegriff 
gestalten. Es wäre aber immerhin möglich, dass die in der Zahltheorie 
ganz imaginäre Bruchform, oder gar jene idealen Primzahlfaktoren auf 
ii-gend einem Gebiete der Begriffe einmal eine reale A^nwendung fänden 
und dadurch ebenso reale Symbole würden, wie es y — 1 für den 
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RichtungsbegriiF, und die rationale Bruchform ist für den Begii£f der 
Zahlreihen von verschiedenen Einheiten, deren gegenseitiges Grössen- 
verh&ltniss durch Zahlen angegeben werden kann, d. h. dem Begrififs- 
gebiete des quantitativen Messens. 

Die Irrationalzahl 

iiigt zu dem vorhin besprochenen Begriffskomplex den weiteren Be- 
ziehungsbegrifif ^»unbegrenztes Fortschreiten der Bildung von Zahl- 
reihen oder Einheiten ''. 

In demselben Maasse wie die einfache Division als FoitLerung der 
Entsummirung nach beliebigen Faktoren nur bei denjenigen Summen 
wirklich ausgeführt werden konnte, welche durch jene Faktoren ent- 
standen waren, in allen übrigen Fällen jedoch zu der rationalen 
Bruchform führte, in demselben Maasse aufsteigend entstehen bei der 
vervielfachten Division neue Forderungen, welche auch nicht durch 
den rationalen Bi-uch formal gelöst oder „bestimmt symbolisirt** werden 
können. Eine jede einfache Division führt im Falle der Unlösbarkeit 
zu einem rationalen Bruche. Deshalb bestimmt aber auch eine jede 
Stelle der unbegrenzt fortgesetzten Bruchreihe nur eine Forderung der 
einfachen Division, nicht aber die neuen Forderungen der vervielfachten 
Divisionen. Wenn wir also aus diesen letzteren Forderungen des 
Wurzelziehens alle Fälle ausscheiden, welche identisch sind mit 
den ganzen und den Bruchzahlen dem arithmetischen Inhalte nach, so 
bleibt uns noch eine Anzahl irreduktibeler Formen übrig, welche durch 
das aufsteigende Verhältniss der Vervielfachung in den Forderungen 
des Wurzelziehens angegeben wird. Je höher die Wurzel, desto mehr 
irredttktibele Formen werden zwischen die rationalen Bruchformen ein- 
geschaltet werden müssen. Diese irreduktibelen Formen bleiben aber 
in aufsteigender Reihe klassifizirbar , und demnach streng quantitativ 
beurtheilbar, weil die geforderte Operation zahlenmässig bestimmt wird, 
einerlei ob dies mit einer bestimmten Zahlenreihe fertig gebracht 
werden kann oder nicht; es kann ihr wenigstens die Stelle angegeben 
werden, welche sie in irgend einer Zahlreihe einzunehmen hat. Diese 
Stelle wird natürlich stets zwischen zwei Stellen einer wirklichen Zahl- 
reihe fallen; da aber durch Setzung neuer (kleinerer) Einheiten der 
Zahlreihe diese Stellen beliebig nahe aneinander gerückt werden können, 
so kann auch der arithmetische Werth eines irreduktibelen Wurzel- 
ausdrucks mit einem beliebigen Grade von Genauigkeit in ganzen Zahlen 
einer Zahlreihe ang^eben werden. 
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Die transcendente Zahl. 

Man kann die In*ationalzahlen nach Stufen ordnen , indem man mit 
der Forderung des Wurzelziehens unbegrenzt fortschreitet. Dieser 
Fortschritt muss nach einem bestimmten Gesetze fortgehen. Der ein- 
fachste Fall wäre V^, also nach Verdoppelungen der ersten Wurzel- 
zahl. Bei jeder höheren Stufe wird nach Ausscheidung der Formen, 
welche dem arithmetischen Werthe nach identisch sind mit ganzen 
Zahlen , rationalen BiHchen oder einer niederen Stufe der Irrationalität 
eine Anzahl Formen übrig bleiben, welche dui'ch die vorhergehenden 
nicht repräsentii-t (lösbar) sind, deren Werthe also an gewisse und 
durch das betreffende Wui^zelsymbol vollständig bestimmte Stellen der 
Formreihen zu liegen kommen. Wird dieser aufsteigende Modus der 
vervielfachten Divisionsforderung als unbegi*enzt (oo) vorausgesetzt, so 
entsteht die transcendente Zahl. Die transcendente Zahl wird also 
symbolisiit durch eine unbegrenzt fortschreitende Reihe von Wurzel- 
forderungen. 

Die näherungsweise Auswerthung solcher Forderungen in arith- 
metischen Zahlen geschieht nach derselben Methode, wie die von Irra- 
tionalzahlen Oberhaupt. Um also eine Zahl als transcendente nachzu- 
weisen, wird es nothwendig sein aufzuzeigen, dass das Gesetz der 
unbegrenzt fortschreitenden Fordemngen ein solches ist, welches nicht 
identisch sein kann mit einem durch begi*enzte Reihen ausdrflck- 
baren. In der Forderung des unbegrenzten Fortschrittes liegt dann 
schon die Unmöglichkeit, dass bei Anwendung jener Symbole auf eine 
bestimmte Zahl die Forderung der ganzen Reihe zusammenfallen könnte 
mit der Forderung, welche durch eine niedere Stufe der Iirationalitat 

gestellt wird. Die Formen y^, yx, 2 sind gleich dem Werthe 

nach ; sobald aber die Wurzelfordeiiing bei einem bestimmten Quantum 
den unbegrenzten Fortschritt erheischt, kann keine Form niedriger 
Stufe mehr dasselbe Resultat liefen), einerlei wie viele Resultate 
solcher Stufen verschiedener Quanta zusammenfallen. Anders wäre es, 
wenn die umgekehile Aufgabe gestellt würde : unbegi*enzt viele Potenz- 
foi-men auibustellen , welche alle demselben Werthe entsprechen. 

Die allgemeine Form der transcendenten Zahl kann demnach dar- 
gestellt werden durch y f (c). Diese Form würde keinen Sinn haben, 

wenn f (d) ein bestinmites Quantum wäre ; diese Funktion muss so 
gestaltet sein, dass bei jedem neuen Wurzelziehen zu dem vorherigen 
Wui'zelausdrucke eine neue Zahl additiv hinzukommt; also das allge- 
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meine Glied dieser Reihe wird die Gestalt l/ ^y - ^^ ** haben; 

y h + V a 

hierdurch kann die in unbegrenzter Form gegebene Reihe gegen einen 
bestimmten Zablwerth konvergiren. Transcendente Zahlen können 
natürlich auch in anderer Form z. B. als unbegrenzte Summenreihe 
von rationalen Bruchzahlen gegeben werden. In obiger Form ist aber 
ihre Genesis am deutlichsten ausgedrückt. Der Foitschritt des Wur- 
zelziehens kann natürlich auch ein anderer als derjenige der Quadrat- 
wurzel sein. Jene Zahl wird eine transcendente sein, wenn die Funktion 
f{a) eine solche ist, dass die neu hinzutretende Zahl b von einer 

(n — 2) m 

Stufe der Irrationalität ist, welche im Verein mit y ~ ~ nicht eine 
niedere Stufe ei*zeugt. 



§5. 

Das Symboi y=l 

(sog. imaginäre Zahleinheit). 

So lange die Arithmetik wirkliche Grössen (Zahlen) behandelt, sind 
ihre Forderungen stets in Grössen weithen lösbar, wenn auch, wie bei 
der irrationalen Zahl, dieser Werth nur durch beliebig nahe gerückte 
Grenzen angegeben werden kann. Diese Lösbarkeit musste auch logisch 
vorausgesetzt werden, weil ja nur richtige Begriffe logisch verbunden 
worden waren. Anders wird es aber, wenn die arithmetischen Ope- 
rationen nicht auf Grössen beschränkt, sondern auf beliebige arith- 
metische Formen, willkürliche Komplexe von Beziehungsbogriffen aus- 
gedehnt werden, in welchen ganz davon abgesehen wird, ob in diesem 
graphisch zusammengestellten Komplex vei-schiedene jener Beziehungs- 
begriffe einander wideraprechen. Die Arithmetik gelangte zu solchen 
Komplexen durch ihre konsequent fortgesetzte Methode der Kombination, 
und insofei-n entstanden nicht müssige Phantasiestücke, sondern noth- 
wendige Pi'odukte der Kombinatorik. 

Zu diesen an sich sinnlosen Foimen gehöi-t, wie ausgefdhit, schon 
die negative Zahl. Im weiteren Fortschritt der Kombinationen tauchte 
nun das Symbol V — 1 auf, als absolut noth wendig um die Konti- 
nuität der Operationen durchzuführen, denn alle paaiigen Wurzeln 
erlaubten nicht die weitere Reduktion einer negativen Zahl ,- mit Hülfe 
dieses Symbols konnte m an aber die Form V — 2 wenigstens um- 
schreiben in 1 , 4 . . y — 1, was für viele Zwecke so dienlich war. 
Auf das Symbol V — 1 wurde man gleicherweise bei dem Versuche 
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gefbhrt, allgemeine Gleichungen höherer Grade als des ersten zu lösen, 
d. h dieselben in Faktoren ersten Grades, unmittelbar verständliche 
Symbole, aufzulösen. Ebenso zeigte sich das Symbol zweckmässig und 
hinreichend, viele der Analysis bis dahin widerstehende transcendente 
Funktionen zu bewältigen. Was noch mehr das Ansehen dieser imagi- 
nären Einheit hob, war die Thatsache, dass es beim besten Willen 
nicht gelang, ein weiteres ähnliches Symbol zu entdecken oder zu 
erfinden. 

Vom logischen Standpunkte aus muss , wie gesagt , auch die — 1 
eine imaginäre Einheit genannt werden; denn dass die negative Ein- 
heitlich durch Addition in etwas Wirkliches verwandelt, während bei 
y — i die Multiplikation hierzu erforderlich ist, kann auf das Prinzip 
der 6egri£fsaufstellung keinen Einfluss haben. Beides sind Summirungen, 
solange an der quantitativen Deutung festgehalten wird; wir finden ja 
Begriffe, auf welche das V — 1 als Grössenmaass ebenso anwendbar 
ist, wie das — 1 auf andere. 

_ Die quantitative Auffassung steht der logischen Erklärung des 
y — 1 rathlos gegenüber, wie die Geschichte der Mathematik neuester 
Zeit hinlänglich zeigt; sie muss das Auftreten heterogener Einheiten 
im Laufe der konsequent durchgeführten Kombinatorik einfach als ein 
Faktum aufnehmen, welches sie weiter nicht zu erklären vermag. 
Warum grade 4 solcher Einheiten, + 1, — 1, + V— T, — y~— K 
nicht mehr noch weniger zum Vorschein kommen, ist von ihrem Stand- 
punkte aus unersichtlich. Deshalb hatjnan auch versucht, analog der 
Zweckmässigkeit jenes Symbols y~^ 1 bei Betrachtungen zweier 
Dimensionen, ein solches zu erfinden, welches denselben Dienst bei 
drei Dimensionen leiste. Hier zeigte es sich nun, dass eine solche 
neue Einheit sich den elementaren Rechnungsoperationen nicht fbgen 
wollte. Die hieraus hervorgehende Frage nach dem logischen 
Warum dieser empirisch konstatirten Unmöglichkeit schien den Em- 
piristen sogar müssig, obschon doch grade ihr Prinzip die M(yglich- 
keit solcher neuei* Einheiten in Verbindung mit eigens zu ihrer Ver- 
wendung neu zu erfindenden Elementaroperationen der Arithmetik 
(neue Spezies) nicht in Abrede stellen dürfte. Vielleicht hat der Er- 
finder des Quatemionenkalkuls ähnliche Gedanken gehabt In den 
Versuchen eines Logikkalkuls hat man ja wirklich eine solche neue 
Art von Spezies herausgekünstelt S. *'). 

Allerdings wenn es eine apriorische Logik gibt, dann können alle 
empirischen Erfindungen und Weltarten nicht über eine gewisse Grenze 
hinaus und es lassen sich alle denkmöglichen Gebilde der Kombinatorik 
in eine begrenzte Anzahl von Gattungen unterbringen; die analytischen 
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Einheitsbegriffe werden sich dann als auf eine bestimmte Zahl be- 
schränkt ausweisen; dann kann aber auch die hier vorliegende Frage 
gelöst werden, wie im nächsten Kapitel geschehen wird. 



§6. 

Der Infinitesimalkalkul. 

Auch diese Rechnung lässt sich quantitativ entwickeln, wenn man 
die Methode Leibnitzens befolgt und von allen Operationen weiter 
nichts verlangt, als einen beliebig gix)ssen Grad der Annähei-ung. Alle 
anderen Methoden, welche man ersonnen hat, um diese Rechnung zu 
rechtfertigen, enthalten logische Fehler, insofern sie einzig von dem 
Gi-össenbegriff auszugehen behaupten. Das Richtige, was in den 
Fluxionen, 6i*enzverhältnissen etc. liegt, ist eben nicht quantitativer 
Natur. Hierüber s. Foimenrechnung B. Kap. VI. 

Wenn man an der ausschliesslich quantitativen Deutung mathe- 
matischer Symbole festhält, so kann man allerdings alle praktischen 
Resultate finden; aber die Wege, welche dazu filhi-en, sind häufig so 
weitläufige und trotzdem verwickelte, dass einen meist das Gefühl 
beschleicht, als ob man mit schlecht konstruirten Krücken über einen 
wahrscheinlich ebenen Weg humpele. Es fehlt dazu die geistige An- 
regung, weil man in den interessanteren Fällen gar keinen Einblick 
in den logischen Zusammenhang der verachiedenen Gebilde erlangt. 
Die ganze Analysis präsentirt sich als ein todter Rechenknecht, dessen 
Maschinerie allerdings höchst künstlich, zuweilen taschenspielermässig 
sinnreich oder auch verblüffend ersonnen, aber immer etwas Ab- 
stossendes für die volle Geistesthätigkeit hat, welche sich fühlen will 
als selbstbewusst handelnd , nicht im Joche eines Mechanismus. Daher 
die bekannte Erscheinung, dass sich Vorliebe zu mathematischen und 
ethischen Wissenschaften gewöhnlich ausschliessen. Schon die ewig 
wiederholte Eintönigkeit des Grössenbegriffs wirkt auf die Dauer ebenso 
abstumpfend wie die Konstruktion der Natur aus einheitlich in grau- 
grau uniformirten Atomen, oder um ein Beispiel andei'er Gebiete an- 
zufbhren: die versuchte Konstruktion der lebendigen Welt aus dem 
ewigen Gegeneinanderklappem der leeren Abstraktionen „Sein und 
Nichtsein*'. Eine philosophische Darstellung der Mathematik kann aber 
zeigen, dass diese gefürchtete Tix)ckenheit nicht der Natur dieser 
Wissenschaft, sondern der pädagogischen Methode anhaftet. 



B. KAPITEL m. 

DIE QUALITATIVE DEUTUNG ARITH- 
METISCHER OPERATIONEN. 



§ 1. 

Aiigemeiner Gebrauch des BegriflTs der Qualität in der 

Matliematilc.'') 

Einfbhrung des Begriffes der Qualität in die exakten Wissen- 
schaften! Gar Mancher wird hierbei einen gelinden Schauer verspQren; 
denn man denkt dabei an Qualitäten wie „gut, böse, grOn, nass. 
hart etc."*, was könnte also unexakter sein als der Qualitätsb^rifT. 
Nun von solchen Qualitäten wird hier auch nicht die Rede sein, wohl 
aber von der ganz abstrakten Qualität, von demjenigen, was seinem 
Begriffe nach ungleich ist; und dies ist ein ebenso exakter Begriff 
wie sein denknothwendiges Korrelat: das seinem Begriffe nach Gleiche, 
das dem Quantum nach Vergleichbare (messbare). 

Das Unterscheiden des Gleichen (dem Oberbegriffe nach) ist 
quantitatives, das Unterscheiden des Ungleichen qualitatives Unter- 
scheiden; und deshalb enthält die Uithatsache der Existenz eines 
Vielen schon den Begriff der Qualität ebensogut, mit demselben Grade 
von Gewissheit (Exaktheit) wie denjenigen der Quantität. Dieses 
(existirende) Viele als ein Ganzes betrachtet, ist qualitativ veischieden 
von dem Ganzen, wenn es als eine Vielheit, Zusammen von Theilen« 
betrachtet wird. Die Betrachtung 5 als Fünfheit ist eine qualitaUv 
verschiedene von der Betrachtung 1+1 + 1 + 1 + 1; in diesem 
Sinne wird ausgeführt werden, dass schon einer jeden Zahl eine ganz 
bestimmte Qualität (als zahltheoretischer Charakter) zuzuschreiben ist. 
Der Satz: das Ganze ist als Begriff ungleich dem Theil als Begriff 
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oder: Ganzes und Theil sind verschiedene d. h. qualitAtverschiedene 
Begriffe, muss auch auf die Zahlen angewandt werden können, weil es 
ein allgemein logischer Satz ist; und dies wird gar nicht dadurch ge- 
ändert, dass eine jede Zahl und ihre Einheiten auch nach einem 
Begriff der Gleichheit, d. h. der Quantität, betrachtet werden können. 

Wenn wir uns nun voruitheilsfrei in der reinen Mathematik um- 
sehen, so finden wir, dass eine neue Einführung des Begi-iffes der 
Qualität in diese Wissenschaft durchaus nicht stattzufinden braucht, 
dass er schon in den verschiedensten Gestalten angewandt wird, aber 
durch die Fachsprache beständig maskiit dem herrschenden Grössen- 
dogma zuliebe. Ohne seine Anwendung wäre die heutige Ausbildung 
der Mathematik gar nicht möglich gewesen. Entschliesst man sich zu 
seiner offiziellen Anerkennung, so wird sich der Nutzen seines unver- 
blümten Gebrauchs bald ausweisen, ohne dass die Wissenschaft das 
Geringste an ihrer Exaktheit einzubOssen hätte. So handelt es sich 
in der Geometrie um verschiedene Figuren, deren Natur durchaus 
nicht ausschliesslich durch die Grösse ihrer Linien oder Flächen voll- 
ständig bestimmt ist. Das Dreieck ist verschieden vom Viereck, auch 
wenn ihre Flächen oder Umfangslinien gleich gi'oss sind. Man wird 
hier zwar einwenden wollen: „aber durch die Grösse von Umfang und 
Inhalt von so und soviel geraden Linien, also durch Grössen, werden 
diese Figuren bestimmt^. Aber darin liegt es ja eben; Umfang, Inhalt, 
gerade oder krumme Linien, sind qualitative Verschiedenheiten; und 
darin wird nichts dadurch geändert, dass eine jede dieser Qualitäten 
Abstufungen nach der Grösse zulässt Die sogenannte Subsumption 
verschiedener Dinge unter einen Begriff bedeutet gar nicht, dass diese 
Dinge verschiedene Erzeugnisse des Oberbegriffs seien, ähnlich wie eine 
genealogische Stammfolge, sondern dass verschiedene Begriffskomplexe 
gebildet worden sind, in welchen sich unter anderen Elementen auch 
der Faktor „Grösse'^ befindet in dem Falle, wenn qualitätgleiche Dinge 
verglichen werden. 

Man spricht auch von ähnlichen Figuren, und grade in diesem 
Begriff der Aehnlichkeit ist ihre Qualität ausgesprochen. Aehnliche 
Dreiecke können nur der Grösse nach verschieden sein, eben weil sie 
genau dieselbe Qualität haben; diese letztere wird bestimmt durch 
einen gewissen Komplex von Verhältnissbestimmungen der Seiten und 
Winkel; ein solcher Komplex ist nicht mehr derselbe, ist seiner Qua- 
lität nach geändert, sobdd eine Bestimmung in seinen Elementen ge- 
ändert wird. Dass diese Aendeining seiner Elemente nach Grössen- 
verhältnissen vor sich geht, verhindert gar nicht, dass der Komplex 
als Ganzes seiner Qualität nach geändeit wird. Zudem werden in der 
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Geometrie die heterogenen, d. h. qualitativ verschiedenen B^riffe 
„Entfernung und Richtung" gebraucht. Der Versuch, diese Hetero- 
genitäten durch allerhand Kunstgriffe auf einen homogenen Grössen- 
begriff zui-QckzufÜhren , erzeugte die in A. XII. behandelten meta- 
mathematischen Irrungen. Und weiter nun die Begriffe „Linie, Fläche, 
Körper, gerade, ki-umm etc." sind doch so qualitativ verschieden, wie 
nur Etwas sein kann. Ein sog. Beweisverfahren gefällt sich zwar darin, 
aus vielen Linien unter dem Namen „unendlich enge Flächen'' eine 
wirkliche Fläche zu summiren; dass eine solche kindliche Methode, um 
die Phantasiethätigkeit anzureizen, für eine niedere Bewusstseinsstufe 
hingehen mag, aber durchaus nicht in die Logik gehört, darüber 
brauchen wohl keine weiteren Worte verloren zu werden. 

Aber auch in der Arithmetik begegnet man dem Begriff der Qua- 
lität; er zeigt sich schon in vielen vom instinktiven Sprachgeiste ge- 
prägten Wörteni „Produkt, Faktor, Quotient, Verhältniss, Potenz 
(potestas, dignitas)''; an deren Stelle erst spät in künstlicher Abstrak- 
tion der vervielfachte Summenbegriff gesetzt wurde. Und nun gar die 
Begriffe des unendlich Kleinen und Grossen! Man stutzte nur bei der 
Schwierigkeit, jene instinktiv richtig gefundenen Qualitätsbegriffe in 
einen logischen Konnex zu bringen, weil man die sogenannten Vor- 
zeichen, die Symbole der arithmetischen Thätigkeit, nicht anerkannte 
als Beziehungsbegriffe , welche in dem Komplex des Ganzen (der arith- 
metischen Form) von derselben Bedeutung sind, wie die in jenen 
Formen gleicherweise vorhandenen Grössenbegriffe. Deshalb wurde in 
der leichter konsequent durchführbaren quantitativen Auffassungsweise 
das Produkt ersetzt durch Summensumme; der Quotient definirt als 
ein Schreibzeichen, welches die Eigenschaft hatte, durch das 
Summensummenzeichen ei'setzt werden zu können, wenn es eine gewisse 
Anzahl mal auftrat! Die Potenz sollte nicht mehr eine Stufe sein, zu 
welcher eine Zahl erhoben wurde, weil bei dieser Definition angeblich 
Ausnahmen stattfanden , und man allerdings in der Logik die Existenz 
von Ausnahmen nicht anerkennen darf. Demzufolge wurde auch die 
Potenz definirt als eine Schreibweise, um gewisse Summen fbr die 
Rechnung übersichtlicher darzustellen (sogar der philosophisch denkende 
M. Ohm bei-uhigte sich hierbei). Hiermit war allerdings der strenge 
Fortschritt in der symbolischen Kombination gerettet und alle Einzel- 
fälle eliminirt, welche sich einer qualitativen Deutung nicht sofort 
fügen wollten; aber diese Exaktheit war nur gewonnen um den Preis 
des geistigen Todes mathematischer Begriffe durch ihr Herabsinken zu 
technischen Kunstfertigkeiten. 



QoAlitatiTe Einhaten. 173 

§2. 

Grössen und Einheiten. 

Die vollständig durchgeführte logische Analyse zeigt uns die Formen 
der Arithmetik im Allgemeinen als Komplexe der verschiedenen Be- 
ziehungsbegiiffe mit dem einen Anschauungsbegriff der Grösse. Die 
einzelnen Buchstaben dieser Formen können demnach analog betrachtet 
werden den Massenatomen der Mechanik. Bei dieser Partdiele stehen 
den Verbindungszeichen der Analyse die Kräfte der Mechanik gegen- 
über. Die Atome sind Träger der Kräfte, die analytischen Grössen 
Träger der Gedankenoperationen. Auch die Kräfte der Mechanik sind 
solche Beziehungsbegriffe (Gedankenoperationen s. D. Mechanik) ; dieser 
Gegensatz von statischen Elementen und dynamischen Kräften lässt 
sich in beiden Disziplinen durchführen. Will man aber durchaus die 
Auffassung beibehalten, dass man nur Grössen in der Arithmetik be- 
handelt , will man also gewisse Komplexe von Denkbegriffen Grössen 
nennen, nun dann muss man sieb zu qualitativ verschiedenen 
Grössen d. h. den vier ganz heterogenen Einheiten + 1 , — 1 , + i , 
— i bekennen, imd damit ist die letzte Ausflucht abgeschnitten, den 
Begriff der Qualität aus der Arithmetik verbannen zu wollen. 

Vollständig korrekt ist es, wenn man von qualitativ verschiedenen 
Einheiten der Kombinatorik spricht Die vielfachen dieser Einheiten sind 
dann Grössen von bestimmter Qualität; es bleibt dabei immerhin die 
Möglichkeit, dass die Denkoperationen, welche diese Elementarquali- 
täten erzeugten, dieselben auch durch neue Denkoperationen wieder 
ineinander verwandeln können ; ebenso wie der Chemiker durch chemi- 
sche Operationen die Qualitäten seiner Stoffe verwandelt Der reine 
Grössenbegiiff erlaubt kein weiteres Attribut, weil er nur dem Qualität- 
gleichen entspiiingen ist Man kann deshalb von keiner schweren oder 
farbigen Grösse sprechen, und ebenso wenig von einer mannigfach ausge- 
dehnten; wohl aber von einer mehr oder minder grossen Schwere, Farbe, 
Ausdehnung. Fläche, Körper, Farbenintensität etc. sind Ausdehnungs- 
((ualitäten, Ausdehnungen (Grössen) von spezifisch vei*schiedener Qualität 
Deshalb kann man durch Vergrösserung einer Fläche ebensowenig 
einen Köiper wie eine Farbe ei'zeugen; oder in einer schon mehr- 
fach erwähnten Wortverbindung: durch Vergrösserung einer zweifach 
ausgedehnten kann nie eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
entstehen. 
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Bestimmte und unbestimmte GrOssen. 

Man spricht häufig von bestimmten und unbestimmten Grössen. 
Der Ausdruck „unbestimmt^ ist jedoch kein Attribut der Grösse , son- 
dern dahin zu verstehen, dass man zur Zeit oder mit den zur Ver- 
fügung stehenden Mitteln noch nicht vermag, die Grösse bestimmt 
anzugeben, etwa in Zahlen anzugeben; aber nicht dahin, dass die 
Grösse keine feste Bestimmung ihrer Natur nach zulasse. Eine Grösse, 
welche die Bestimmung wie gross nicht zulässt, ist überhaupt keine 
Grösse, sondern eine Qualität unter dem Deckmantel der Quantität 
Das unendlich Grosse und Kleine und die sogenannten veränderlichoi 
Grössen gehören in diese Klasse. Weil man hier an der etymologischen 
Definition des Sprachgebmuchs festhielt, deshalb entstanden die be- 
kannten Widerspräche. 

Yeründerliclie CtrOssen. 

Ist in einer kompliziiten Gleichung ein unbekanntes x vorhanden« 
so ist dies dennoch eine vollständig bestimmte Grösse, sofern nur die 
Gleichung richtig aufgebaut, und nicht blosse Formgleichung ist Hat 
man eine Gleichung, welche sog. veränderliche Grössen enthält, so sind 
auch diese für bestimmte Fälle vollständig bestimmt. Hat man aber 
einen solchen analytischen Ausdruck, in welchem absichtlich von jedem 
Einzelfall abstrahirt wird, so muss derselbe auf etwas ganz anderes 
als Grösse gedeutet werden; was aber nicht verhindert, dass diese 
Deutung als foimale Lösung wieder auf Grössen angewendet werden 
kann. 

Man hat zuweilen Grössen, welche man nicht genau bestimmen 
kann, weil man ihre ziffeimässige Bestimmung auf eine spezifisch ge- 
wählte Einheit bezieht, als soviel Fuss, Zoll, Kreisgi-ad etc. Hiencu 
gehören die irrationalen Zahlen. Dies liegt aber nicht daran, dass die 
Grösse nicht etwa eine bestimmte, d. h. logisch bestimmbare, wäre, 
sondern an der gewählten Einheit, zuweilen sogar an dem gewählten 
Zahlsystem oder einer Unvollkommenheit der analytischen Technik. 
Nach geometrischer Methode ist V^ bestimmbar, nach arithmetischer 
aber nicht ; (besser gesagt : nach geometrischen Begiiffen, welche ebenso 
logisch richtig sind wie die arithmetischen). Wenn man aber eine 
solche problematische Grösse zwischen zwei bestimmte Grenzen (nach 
beiden Richtungen der Ausdehnung) einschliessen kann, so darf man 
sicher sein, mit einer wirklichen Grösse zu thun zu haben. Kann man 
aber nur eine Grenze angeben, wie bei dem unendlich Kleinen oder 
Grossen, so darf man auf die Deutbarkeit des symbolischen Ausdruck> 
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als eine Grösse nicht schliessen; in den meisten Fällen dieser Art 
ist wirklich keine Grösse vorhanden; der Ausdruck kann deshalb doch 
auf einen logischen Begriff gedeutet werden. 

Stetige und diskrete CtrOssen. 

Man unterscheidet stetige und diskrete Grössen; doch sind dies 
keine Attribute, welche einer bestimmten Grösse zukommen als einer 
Art des so und soviel Einheiten gross Seins, sondern entweder eine 
qualitative Bestimmung des Gegenstandes, welcher so und so gross ist, 
oder im abstrakten Sinne eine Bestimmung der Art, wie wir uns die 
Grösse erzeugt (zu Stande gekommen) denken. 

Eine jede Grösse als Produkt der Denkthätigkeit entsteht vorab 
diskret, d. h. durch Wiederholung der Einheit, synthetische Setzung 
des Denkaktes. Weil wir aber beliebig synthetisch setzen können, so 
steht uns auch die logische Forderung zu, viele Einheiten zu einem 
Ganzen d. h. einer neuen Einheit (qualitativ verschieden von der 
ersten) zu vereinigen. Bilden wir nun zwei Reihen aus zwei verschie- 
denen Einheiten, bestimmen z. B. dass n Einheiten der einen Reihe 
m Einheiten der anderen korrespondiren sollen, so ist diese logisch 
berechtigte und deshalb denkend ausführbare Forderung nichts Anderes, 
als die Bestimmung neuer Stellen zwischen den Einheiten der ersten 
Reihe (genetisch dargestellten Grösse). Die Bestimmung solcher Stellen 
ist nun ganz willkürlich, weil die logische Syuthesis unbeschränkt ist 
Weil nun dieser Unbeschränktheit der Synthesis gegenüber es ein 
logischer Widerspruch wäre, anzunehmen, dass zwischen zwei beliebige 
Stellen nicht neue Stellen eingeschaltet werden könnten, so nennen 
wir die Reihe in dieser Hinsicht kontinuirlich. Es ist demnach ganz 
unrichtig, wenn gesagt wird: Das Diskrete und Kontinuirliche seien 
zwei heterogene unvereinbare Begriffe, welche auf verschiedene Thätig- 
keiten der Seele zurückgeführt werden müsst^n. Verschiedene Begriffe 
sind es allei*dings; sie sind aber nicht unvereinbar, sondern im Gegen- 
theil korrelativ, fordem sich gegenseitig ins Dasein und werden erzeugt 
durch ein und dieselbe synthetische Denkthätigkeit, welche nur der 
wissenschaftlichen Uebersicht halber — man kann auch sagen der satz- 
mässigen Darstellung durch Subjekt, Objekt und Kopula halber — be- 
zeichnet wird durch die beiden dem Wesen nach von einander nicht 
trennbaren Zeitwörter (Kardinalfunktionen der Taf. I. S. 33) „trennen— 
verbinden*'. Die Empfindung nun, als die vorhandene Wirklichkeit 
liefert die Gegenstände, auf welche wir jene beiden Ei*zeugungsarten 
des Grössebegriffs anwenden. Als zeitliche Empfindung ist sie Aus- 
dehnung, Verbindung der diskreten- Setzungen durch ein Zwischen. 
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und deshalb stetige Ausdehnung, sei diese nun gefühlt, gesehen, ge- 
hört etc. Sei ein Organismus so konstruirt, dass er nur intermittirend 
empfinde, während von einem anderen die leeren Empfindungszeites 
des erst^ren gleichfalls als Ausdehnung empfunden werden, so wird 
deshalb doch der Begriff der Stetigkeit bei beiden Organismen ganz 
derselbe sein; ein Streit wird bei beiden nur in der Erklärung der 
Objekte entstehen, weil der erstere gewisse Zeiträume, welche der 
letztere wahrnimmt, fbr nicht existirend erklärt Es müssen dann be- 
gleitende Umstände mit in das Uilheil aufgenommen werden, um die 
Wahrnehmungsfehler zu erklären; denn beide können sich nur der- 
selben logischen Begriffe von Getrenntheit und Stetigkeit bedienen. 



§3. 

Das Pro d u kt 

Produkt ist ein Ei'zeugniss, hervorgebracht durch die gegenseitige 
Einwirkung erzeugender Elemente (Faktoren); werden diese nun be- 
stimmt als „Stoffe, Kräfte, Begebenheiten, Formen oder auch Zahlen'\ 
Das Produkt als bestimmtes Resultat seiner Faktoren, ist seiner Natur 
nach (Qualität nach) vollständig bestimmt durch die Natur der Fak- 
toren; deshalb aber auch der Qualität nach vei'schieden von der Qua- 
lität der Faktoren. (Der Qualitätsbegriff in dem § 1 definirten allge- 
meinsten Sinne zu nehmen.) Funktional sind Produkt und Faktoren 
verbunden, und demnach vollständig gegeneinander bestimmt. Nun 
ist dies schon eine geläufige Bezeichnung in der Geometrie; man lässt 
einen Körper entstehen als Produkt aus einer Linie und Fläche und 
spricht bei solchen Beispielen von der qualitativen Verschiedenheit des 
Produktes und seiner F^toren. Bei Zahlenprodukten gleicherweise 
von solchen qualitativen Verschiedenheiten zu sprechen, wird Manchem 
unzulässig vorkommen. Es wurde aber schon in B. I. 2 die Zahl nach- 
gewiesen als Erzeugniss der einfachen Setzung des foimalen Denkaktes 
und der Wiederholung dieser Setzung. Setzung und Wiederholung sind 
aber verschiedene Begriffe, und deshalb ist ihr Produkt, ihre funktio- 
nale Verbindung zu einem Ganzen, Zahl, wiederum etwas (qualitativ) 
Verschiedenes von jenen einfachsten Begriffsfaktoren. Man wird ein- 
wenden: „zugegeben, dass die Zahl als Produkt verachiedener Begriffe 
definirt werden kann, so sind doch die verschiedenen Zahlen als 
Grössen von einheitlicher Qualität; müssen demnach nur der Quan- 
tität nach unterschieden werden; • Zahlprodukte dürfen also nicht als 
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verschiedene Qualitäten bestimmt werden.** Dass die Zahlen quantitativ 
aufgefasst und dass nach dieser Auifassungsweise alle arithmetischen 
Operationen gerechtfertigt werden können, ist Kap. II. nachgewiesen 
worden. Dass aber ausserdem auch die Zahlen nach qualitativen Ver- 
schiedenheiten betrachtet werden können, wird in B. Kap. V. gezeigt. 
Damit nun Niemand an dieser noch unerörterten Qualität der Zahlen 
Anstoss nehme, sollen vorläufig nur arithmetisch unbestimmte Formen 
Gegenstand der Betrachtung sein; die Bedeutung, welche später den 
in diesen Formen gebrauchten Buchstaben beigelegt wird, bleibe 
dahingestellt. 

Wir definiren ein Produkt, in Zeichen a . &, als Erzeugniss, wel- 
ches entstanden ist als ein Ganzes durch die gegenseitige Wirkung 
von a und h. In dem' Produkte a . h sind die Elemente a und h 
funktional verbunden. Es entsteht jetzt die Frage : wie ist das Produkt 
zu bestimmen, wenn die Elemente a und h mit kontradiktorisch ent- 
f]:egengesetzten Qualitäten aufti-eten können? in Zeichen: wenn die 
Bestimmungen 

— a, + a, — 6, + 6, — (a6), + {ah) 
möglich sind. 

Die ideale Setzung solcher Werthe ist ja logisch erlaubt, und zu- 
gleich das einzige Mittel der logischen Entwickelung. 

Die logische Antwoi*t ist: Es können nur qualitätgleiche 
Faktoren (nach dem technischen Ausdruck der Arithmetik, homogene 
Faktoren) ein reales Produkt erzeugen. Das Produkt ist aber in 
diesem Falle immer ein reales, sei jene Qualität welche sie wolle. 
Werden demnach die Einheiten — 1 , -f- 1 als qualitative Bestim- 
mungen aufgefasst, so ergibt sowohl + « . + 6 wie — a . — 6 ein 
reales Produkt, und dies ist zu bezeichnen durch + (a&), weil diesem 
Zeichen ausser der Bedeutung des Gegensatzes zu dem negativen, 
auch die Bezeichnung des realen Vorhandenseins gegeben wird. 

Heterogene Faktoren erzeugen aber nur ein virtuelles Produkt, 
ein solches, welches unter gewissen Bedingungen in ein reales umge- 
wandelt, aber isolirt keine selbständige Existenz haben kann. Diese 
Heterogenität ist sowohl im Falle — a.-hftals+a- — 6 vor- 
handen; das Produkt kann deshalb nur — (^ • &) sein, wobei das 
Minuszeichen den bei dem kontradiktorischen Gegensatz einzig mög- 
lichen virtuellen Fall anzeigt. Zudem stehen die beiden Produkte 
— (a . b) und + (a . b) als Werthe in kontradiktorischem Gegen- 
satz. Oder nach der anderen Ausdrucksweise: diese Produkte be- 
zeichnen zwei entgegengesetzte Qualitäten nach gleicher Grösse be- 
messen; oder, die Produkte — ab, + ab können benutzt werden als 

12 
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die quantitativen Symbole von 2 Gegenständen entgegengesetzter 
Qualität, welche ein jeder eine gleiche Anzahl von Maaseinheiten dieser 
Qualitäten enthält. 

Bleiben wir bei der ersteren Auffassung des Produktes — {ah 
als eines lediglich virtuellen, so können wir wiederum sagen: der 
Faktor , welcher dieses virtuelle Produkt zu einem realen umzuwandeln 
vermag, muss selbst ein virtueller sein, weil er ja sonst dem — (ab 
heterogen wäre, also mit ihm kein reales Produkt erzeugen könnte: 
und weil es nach dem Satz des Widei*spruchs in der Funktion (fr gar 
keine anderen gegenseitigen Beziehungen als das — und 4- geben 
kann. 

Der Quotient ist häufig nur ein anderer Name für Faktor, nämlich 
in den Fällen, wo dieser Faktor unbekannt ist. Da z. B. das Produkt 
A = a . b möglicherweise auf sehr verschiedene Weise erzeugt wer- 
den kann, so stellt man die Aufgabe, den Faktor x zu bestinmien, 
wenn nur der eine Faktor m von den zweien bekannt ist, welche A 

erzeugen sollen. Also A = mx oder — = x. Die veränderte Schreib- 
weise ändert den Begiiff des Faktors nicht. Demnach bestimmt sich 
auch die Zeichenregel bei solchen Quotienten ebenso wie bei Faktoren. 
Ausserdem ist die Form des Quotienten aber auch das Symbol eine> 
neuen Begriifes, „das Verhältniss". 



§4. 

Das Verhältniss. 

Wenn wir die verbindende Denkthätigkeit auf ii'gend welche Ge- 
bilde der Natur oder unseres Denkens ausüben, dieselben vergleichen. 
so sagen wir: Wir setzen dieselben in ein Verhältniss zueinander. 
Damit diese Verhältnisssetzung überhaupt möglich, müssen dieselbeii 
wenigstens eine gemeinschaftliche Qualität haben. Die einfachen 
Zahlen haben Verhältnisse zu einander, oder zur Einheit, insofern bei 
ihnen von aller weiteren Qualität abstrahirt wird. Sobald wir aber 
die Zahlen in ihre logischen Elemente auflösen, oder sobald wir sie 
als Komplexe von Begriffen symbolisch dai*stellen, so kann man von 
der verschiedenen Foim solcher Komplexe, also von ihi*er qualitativen 
Verschiedenheit sprechen, ganz abgesehen davon, dass sie als Zahlen 
alle dieselbe abstrakte Qualität, d. h. die Qualitätslosigkeit, haben. 
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Betrachten wir die Komplexe 

(4:2), (8:4), (16:8) 
(6:2), (12:4), (24:8) 
so besagen diejenigen der ersten Reihe als Quanta (quantitativ gedeutet) 
alle ein und dasselbe, nämlich die Zahlgi-össe 2; als Formen sind die- 
selben aber alle verschieden. Diese drei Formen haben aber eine 
gemeinsame Eigenschaft; nämlich die beiden Glieder, aus welchen eine 
jede Foim zusammengesetzt ist, haben ein und dasselbe Yerhältniss, 
die Einzelglieder als Zahlengrössen gedeutet Wir haben also die 
gemeinsame Qualität dieser Formen durch eine Zahl symbolisiii; ; und 
ebenso ist die gemeinsame Qualität der Formen der zweiten Reihe 
durch die Zahl 3 angegeben. 

Diese Betrachtungsweise wird definiii; durch den Satz: Arith- 
metische Gebilde können sowohl ihrem Inhalte wie ihrer Form nach 
betrachtet werden. Der materiale Inhalt derselben ist Gegenstand der 
quantitativen, die Form Gegenstand der qualitativen Deutung. 

Die Bedeutsamkeit dieses unscheinbaren Satzes wird erst in der 
Formenrechnung zur vollen Erscheinung kommen ; sie musste aber hier 
schon angeführt werden, weil der Quotient auch in den Elementar- 
gebilden als Symbol des qualitativen Verhältnissbegiiffes gedeutet wer- 
den kann. Es zeigt sich hier vorerst die Möglichkeit alle Denkgebilde, 
also einschliesslich der arithmetischen, nach den beiden koordiniiten 
Beziehungsbegi-iffen „Quantität und Qualität'' zu deuten, wenn auch 
davon Gebrauch zu machen in der Elementararithmetik kein Bedüi-fiiiss 
vorliegt. Es zeigt sich aber zweitens die Möglichkeit, die etwaigen 
Qualitätverschiedenheiten arithmetischer Gebilde durch quantitative 
Symbole zu repräsentiren; oder was dasselbe besagt, es zeigt, dass die 
Qualitäten solcher Gebilde nach quantitativen Abstufungen geordnet, 
nach Zahlen benannt, und in Folge dessen synthetisch entwickelt wer- 
den können. 

In dieser logischen Verbindung der Begiiffe Quantität und Qualität, 
sofern sie auf Denkbegriffe angewandt werden , liegt die wahre Macht 
der neueren analytischen Methoden, und der einzige Weg sie logisch 
zu rechtfertigen. Hierin liegt auch die logische Verbindung der hete- 
rogenen Begriffe „Grösse (Entfernung) und Richtung", welche als die 
einzig denkmöglichen im Neben- und Nacheinander nachgewiesen 
worden sind. 

Wenn wir nun die Faktoren eines Produktes Ä = a . b . . ein- 
zeln symbolisch dai*stellen wollen, so ist die Bezeichnung als a , b , 

nicht zweckmässig, weil dabei nicht ausgediUckt wird, dass sie Fak- 
toren jenes Pix>duktes A sind, dass sie in einem Verhältnisse zu A 

12* 
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stehen. Dieses letztere wird aber vollständig erreicht, indem wir sie 

Ä A 

als Quotienten schreiben; nämlich -r- statt a, und — statt h. Nach 

dieser Definition stehen Produkt und Quotient in demselben logischen 
Gegensatz wie Summe und Diflferenz, und es ergibt sich die technische 
Regel, dass die durch Zwischenzeichen ausgedrückten Beziehungsbegriffe 
X und : sich ebenso ausgleichen (gegenseitig aufheben) wie + und — . 
Der qualitative Ausdruck der Zeichenregel bei den Kombinationen 

T— etc. heisst demnach: 
+ a 

Bei dem Verhältniss der Grössen zueinander muss von den Vor- 
zeichen ganz abgesehen werden, denn das Verhältniss als qualitativer 
Begiiff ist immer etwas Reales ; als solches (isoliii; stehend) hat es gar 
keine Grösse, sondern erlangt eine solche nur durch Vergleich mit 
anderen Verhältnissen. Homogene (d. h. vergleichbare) Grössen haben 
demnach immer ein wirkliches Verhältniss, hetei-ogene ein virtu- 
elles, welches durch weitere Kombinationen allerdings real werden 
kann, als virtuell aber durch das Minuszeichen charakterisirt wird. 
Die Virtualität eines arithmetischen Komplexes ist aber nichts Unbe- 
stimmtes, weil die logische Beziehung der Denkbegiiffe nur eine 
einzige Art der Virtualität zulässt; und deshalb kann die Synthesis 
(Rechnung) mit solchen Gebilden ebenso sicher operiren, wie mit realen 
(widerepruchfreien) BegriflFen. 



§5. 

Die Potenz. 

Die Wörter „elevatio, dimensio, potestas, dignitas'' und ihr heutiges 
Synonym „Potenz" zeigen, dass man dieser Form einen von der viel- 
fachen Summe und auch dem vielfachen Produkte verschiedenen Be- 
gi-iff instinktiv beilegte. Darauf deuten gleichfalls die verschiedenen 
Definitionen, welche man diesem Begriffe gab, und die sich nicht auf 
alle von der Symbolik geforderten Fälle anwenden lassen. Meistens 
drückten diese Definitionen die Stufen- oder Rangerhöhung einer Zahl 
aus , wodurch die Anwendung solcher Foimen auf geometrische Dimen- 
sionen eingeschlossen wurde; oder Potenz wurde allgemeiner als ein 
Produkt bestimmt, welches dadurch entsteht, dass eine Baeis so oft 
als Faktor gesetzt wird, wie der Exponent angibt. Ein philosophischer 
Gedanke liegt unverkennbar in diesen Definitionen; aber sie waren 
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nur richtig für ganze positive Zahlen, während die Rechnung das Zu- 
lassen aller möglichen Ziffern forderte. 

Wir sind in der Mathematik gewohnt, eine solche Forderung er- 
weiterten Begriff der Potenz oder Zahl zu nennen; wobei man 
sich nicht darum kümmert, ob eine solche Generalisation etwa einen 
Widersinn einschliesst , wenn sie nur dem technischen Bedürfiiisse ge- 
wisse Dienste leistet In der Praxis wird dann ausgefunden, ob jene 
Generalisation der Symbole — nicht der Begriffe, wie fälschlich be- 
hauptet wird — zweckmässig ist Wenn dem so ist, so bleibt eine 
allgemeine Methode als Rechnungsregel festgestellt; im entgegengesetz- 
ten Falle stellt man eine Supplementi*egel auf und sagt: in dieser 

Verbindung (etwa — oder o" etc.) dürfen die Zeichen nicht gebraucht, 

oder wie in einem anderen bekannten Falle: mit divei-girenden Reihen 
darf nicht gerechnet werden; das Warum dieser R^eln überlässt man 
massigen Grüblern. So fand Newton empirisch, dass man statt Wur- 
zeln Bruchexponenten, und statt der reziproken Werthe der Potenzen 
ihre negativen Exponenten benutzen könnte. Der logischen Entwick- 
lung jener Schreibzeichen nachzusinnen, daran dachte er nicht; seine 
Geistesbedürfnisse waren befriedigt, wenn er die Erscheinungen in einem 
Schema der Rechnung eingeschlossen hatte; dass eine weitere Aufgabe 
darin zu suchen sei, ein solches Schema auf Begriffe zu deuten, Ver- 
nunft in die Natur zu bringen oder daraus herauszulesen, oder 
aber ein verändertes Schema begrifflich zu rechtfeitigen — dergleichen 
Fragen blieben seinem Bedürfiodsse des Ordnens fremd. Höchst charak- 
teristisch lauten seine Worte: „Nam sicut Analystae pro (m, aaa, 

scribere solent a*, a* . . . sie ego pro Va scribo a* et pi-o — ... 

a 

scribo a-^ . , 

Jene empirischen Erfolge, die praktischen Dienste solcher Zeichen, 
wären aber nicht möglich, wenn nicht eine logische Begriffsentwicke- 
lung jener Generalisation von Symbolen entspräche. Der Begriff der 
Quantität, oder das ihm entsprechende alles nivellirende Grössendogma 
zeigt nur den logischen Konnex bei wirklichen Summen, verbürgt die 
Richtigkeit, wenn das Resultat in einem realen Werthe ausmündet. 
Wenn das aber nicht der Fall ist, so bleibt der logische Werth eines 
solchen Resultates ebenso problematisch wie die vielfältigen Ueber- 
gangsstufen, welche sich in einen imaginären Nebel verhüUen. 
Wenn nun der Begriff der Quantität nicht die durchsichtige logische 
Erkenntniss zu geben vermag, so muss der Qualitätsbegriff versucht 
werden, denn eine dritte Möglichkeit gibt es nicht 
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Bei der quantitativen Reihe (Zahlreihe) wurden Einzelglieder ge- 
bildet, welche als Individuen betrachtet verschiedene Eigenschaften 
haben, die in B. V. betrachtet werden. Eine dieser Eigenschaften 
bezieht sich auf ihr Quantum ; ihr Individualge wicht kann man sagen. 
In Bezug auf diese Eigenschaft hat ein jedes Glied von seinem Neb^- 
gliede denselben Unterschied, gemessen durch die Einheit Dieser 
Unterschied ist demnach ganz unabhängig von dem Individualwerth 
eines Einzelgliedes, oder einer sonst etwa möglichen Qualität des- 
selben. 

Man kann aber auch eine Reihe bilden, in welcher man gleicher- 
weise nur quantitative Unterschiede der Einzelindividuen berücksichtigt, 
wo man diese Unterschiede aber abhängig macht von dem Individual- 
werthe der Glieder, welcher verschieden ist an den verschiedenen 
Stellen der Reihe. Das Gesetz einer solchen Reihe wäre also: m 
jedes Individualglied bestimmt den Unterschied zu seinem Nebengliede 
durch seinen quantitativen Werth, sein Gewicht. Der einfachste FaD 
einer solchen Reihe wäre derjenige , in welchem diese Bestimmung des 
Gliedunterschiedes bei allen Gliedern derselbe wäre; dass also, das 
Gewicht der Individuen als bestimmende Eigenschaft derselben be- 
trachtet, die Abstufung dieser Eigenschaften eine absolut regelmässige, 
das Gesetz dieser Abstufungen ein konstantes für jede Stelle der Reihe 
wäre. Es ist dies die einfachste qualitative Reihe, welche in der 
Natur häufig zum Vorschein kommt und gemeiniglich Reihe der Inten- 
sität genannt wird. Auch Riemanns Stufenfolge der nfach ausgedehnten 
Grössen entsprang dem logisch richtigen Grundgedanken einer solchen 
Reihe. Sein Fehler war die unbegiündete petitio principii, dass die 
Verbindung einer solchen qualitativen Reihe mit dem Grössenbegriff 
gar keinen logischen Beschränkungen unterliege; Riemann merkte nicht 
dass er die beiden vei*schiedenen Begriffe „Quantität und Qualität* 
anwendete, hielt sie fbr identisch, weil er sie in gewissen Fällen durch 
dieselben analytischen Symbole ausdiücken konnte. 

Wenn wir also den Begriff der qualitativen Zahlreihe (Intensitats- 
reihe) dahin bestimmen, dass der Werth des Gliedes der nten Stelle 
den Werth der Stellen w + 1 und w — 1 nach demselben Gesetze 
bedinge, so heisst dies mit anderen Worten: das Verhältniss (> 
B. m. 4) der Weithe zwei aufeinander folgender Gheder soll ein 
konstantes sein. 

Wenn also an den Stellen 12 3 4 5 

die quantitativen Wei*the a b c d e stehen, 

so müssen die Verhältnisse ^ — -j — 

b c a e 
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arithmetisch gleich sein; d. h. durch ein und dasselbe quantitative 
Symbol eine gewisse Qualität der Reihe a, &, c, J, e repräsentiren. 
Diese Qualität ist das Gesetz des Fortschrittes in jener Reihe, das 
Gesetz der qualitativen Abstufung der Individualglieder — sei dies nun 
nach Rang, Vermögen, Gewicht oder ganz abstrakt nach Zahlengi'össe 
gemessen. 

Jener Verhältnisswerth, welcher die Qualität des Reihengesetzes 
anzeigt, ist als Basis der Reihe anzusehen, auf welcher sie aufgebaut 
wird. Dieselbe lässt sich wie eine jede arithmetische nach zwei 
Richtungen ins Unbegrenzte ei*strecken, und ihre Einzelglieder werden 

geschrieben : 

j_ i_ 

a-^ a-* a"n a^ c&n a+^ a+Q° 

Hier ist keine Schwierigkeit, weder noch oo noch Bruch und negative 
Stellenwerthe in demselben Reihenbegriff zu deuten. 

Bei der quantitativen Reihe bedeutete die Nullstelle das Nicht- 
vorhandensein einer Quantität, d. h. der Eigenschaft, welche bei den 
Gliedern der quantitativen Reihe überhaupt nur betrachtet werden, 
existiren sollte. Ebenso bedeutet in der qualitativen Reihe die Null- 
stelle a^ das Nichtvorhandensein einer Qualität, d. h. des bestimmen- 
den Charakters der Reihe, eines qualitativen Inhaltes, eines Verhält- 
nisses. — ist kein Verhältniss mehr, weil die beiden Glieder iden- 
a 

tisch sind. Die arithmetische Eins ist die Null des Verhältnisses, 
quantitatives Symbol der Abwesenheit von Qualität, weil auch die 
Eins noch keine Zahl (Anzahl) ist, sondern nur Einheit. 

Der im arithmetischen Sprachgebrauch Ergraute wird allerdings 
Einwendungen hiergegen machen, weil man auch von dem Verhältniss 
der Gleichheit spricht. Es ist dies aber lediglich arithmetischer 
Sprachgebrauch, welcher aUe Symbole Verhältnisse nennt, wenn sie 
durch das Divisionszeichen zusammengeschrieben worden sind, und 
sich nicht darum kümmert, ob in allen solchen Fällen logischerweise 

noch von einem Verhältnisse die Rede sein kann; das ist aber bei — 

a 

ebensowenig der Fall, wie auch die Form a ^=>^ a eine algebraische 
Gleichung genannt werden kann. Solchen Einwendungen gegenüber 
sei noch darauf hingewiesen , dass auch die Zahltheorie sich genöthigt 
siebt, um mit ihren anderen Definitionen nicht in Konflikt zu kommen, 
der Zahl 1 den Charakter als Primzahl abzusprechen. Das heisst 
aber nichts Anderes, als ihr den Charakter als Zahl über- 
haupt absprechen, denn eine zusammengesetzte Zahl ist sie doch 
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wahrhaftig nicht. Dieses Resultat der Zahltheorie ist in jeder Be- 
ziehung philosophisch richtig. Die 1 ist wohl Ausgangspunkt der Zahl* 
reihe, d. h. eine Stelle in dei*selben, aber sie ist noch keine Anzahl 
hat noch keinen zahltheoretischen d. h. qualitativen Charakter, und 
ist demnach quantitatives Symbol der Qualität Null. Es werden über- 
haupt viele ähnliche Betrachtungen der neueren Zahltheorie in der hier 
entwickelten qualitativen Auffassung wiedergefunden werden, und sich 
dieselbe auch auf diese Weise rechtfertigen als die logische Fuge, 
welche ziemlich auseinanderliegende Disziplinen und Methoden der 
mathematischen Wissenschaften zu verbinden fähig ist 

Ebenso wie nun die 1 in der quantitativen Reihe die Statuirung 
der Sache ist, wovon die Rede sein soll, nämlich von Einheiten, so 
ist die erste Stelle in der qualitativen Reihe a+^ die Statuirung des 
spezifischen Charakters a, wovon in der a Reihe die Rede ist Aus 
diesem selben Gininde seiner Qualitätlosigkeit kann auch die arith- 
metische Eins nie Basis einer qualitativen Reihe sein. Die Eins als 
qualitätlos kann Nichts erzeugen durch Setzung dieser Nullqualität als 

Modus des Foitschrittes. Das Hinschreiben einer Reihe 1*, 1^ 1* 

ist also sinnlos. Man daif daraus aber Nichts folgern wollen fbr das 
allgemeine Symbol y i, welches mit dieser Reihe durchaus nichts zu 
thun hat-, hierüber B. III. 6. 7. 

Alle Glieder einer qualitativen Reihe müssen einen realen Inhalt 
haben, einerlei ob ihr Stellenzeichen +,0, oder — , ist; denn eine 
Qualität kann durch Verhältnissbestimmung nie zum Nichts oder gtr 
zu etwas Negativem werden. In der quantitativen Reihe dient das 
Stellenzeichen zugleich zur Bezeichnung des Inhaltes jener Stelle; in 
der qualitativen hängt dieser Inhalt von Stelle und Gesetz des Fort* 
Schrittes ab ; ihre arithmetischen Weithe werden durch die gewöhnlichen 
Rechnungsregeln gefunden. 

Die Warzel. 

Die Wurzel ist identisch mit einer Bruchstelle in der Reihe; wenn 
es also auf arithmetische Resultate ankommt, ersetzt man sie durch 
den gebrochenen Exponenten; soll aber speziell eine WurzeloperatioD 
angedeutet werden, steht eine genetische Betrachtungsweise im Vorder- 
grunde, so ist es zweckmässig, sich des Zeichens y zu bedienen. 

Der Logaritlmius. 

Die Stellenwerthe (Stellenindex) der Quanta in einer besünmiteD 
qualitativen Reihe nennt man Logarithmen; es sind also Verhältnissriel- 
heiten oder Qualitätstufen, welche Quanta in jener Reibe einnehmen. 
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Die Logarithmirung darf nicht, wie das häufig geschieht, zu den 
einfachen Rechnungsopei*ationen gezählt werden, denn sie ist wesentlich 
Lösung einer Gleichung; und hieran wird dadurch Nichts geändert, dass 
diese Lösungen schon in gi-aphischen Tabellen ebensogut wie das Ein 
mal Eins zusammengestellt worden sind. Von dem was man ausserdem 
noch Wurzelziehen und Logarithmiren nennt, nach der technisch 
generalisirenden Ausdehnung dieser Operationen auf analytische Formen 
überhaupt, wodurch dann die vieldeutigen Ausdiücke entstehen, wird 
§ 7 gehandelt Dass von Logarithmen keine Rede sein kann, wenn 
die Logarithmanden 0, oder wenn die Basis 1, 0, oder negativ vor- 
ausgesetzt werden sollte, versteht sich von selbst aus dem Begiiif der 
qualitativen Reihe. 

Das Ganze der entwickelten Betrachtungen lässt sich zusammen- 
fassen, indem wir den arithmetischen Satz : dass eine jede Zahl sowohl 
als bestimmte Potenz einer zu suchenden Zahl, oder auch als zu 
suchende Zahl einer bestimmten Potenz ausgerechnet werden kann, — 
dem Vorigen gemäss aussprechen: 

Ein jeder quantitativ bestimmte Werth kann sowohl als eine be- 
stimmte Stelle in einer qualitativen Reihe eines zu suchenden Modus 
des Foi-tschrittes , wie auch als eine zu suchende (eindeutig bestimm- 
bare) Stelle einer qualitativen Reihe von bestimmtem Charakter (Modus) 
aufgefasst werden. 

Ein Satz von höchster Bedeutung bei einer jeden Anwendung des 
arithmetischen Formalismus; denn hierdurch wird eine und dieselbe 
Zahl, je nach Belieben des Rechner, das quantitative Symbol für 
verschiedene Stadien vei*schiedener gesetzmässiger Entwickelungen. 
Der Begriff stetiger Veränderungen , welcher im Differenzial beabsich- 
tigt wird und sich zu dem alogischen Unendlich Kleinen fortgesponnen 
hat, kann hieraus seine logische Berechtigung schöpfen, und ist in 
dem hier entwickelten Potenzbegi-iffe schon angedeutet. 



§6. 

Die Allziffer. 

Auf die Frage nach dem inneren Grunde, welcher das Aufti*eten 
fiktiver Begriffe veinirsacht, mögen dieselben nun als sogenannte ima- 
ginäre Grössen der Arithmetik, als imaginäre Gebilde der neueren 
synthetischen Geometrie, oder als Idealzahlen in der Zahltheorie zum 
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Vorschein kommen, hat man die allgemeine Antwort gegeben : dieselben 
entspringen dem Bestreben, Ausnahmefälle zu eliminiren. 

Aber Ausnahmefälle von was ? von logischen Begiiffen ? solche ver- 
tragen keine Ausnahmen ; und welcher höheren Berechtigung sollen die 
logischen Begriflfe geopfert werden? 

Riemann sagt: „die Einführung komplexer Grössen in die Mathe- 
matik hat ihren Ursprung und nächsten Zweck in der Theorie einfacher 
durch Grössenoperationen ausgedrückter Abhängigkeitsgesetze zwischen 
veränderlichen Grössen. Wendet man nämlich diese Abhängigkeits- 
gesetze in einem erweiterten Umfange an, indem man den veränder- 
lichen Grössen, auf welche sie sich beziehen, komplexe Werthe gibt 
so tritt eine sonst versteckt bleibende Haimonie und Begelmässigkeit 
hei-vor." G. W.; S. 37. 

Eliminii-t man hieraus die dem Grössendogma entsprungene Ter- 
minologie, so bleibt der richtige Schlusssatz übrig: dass eine gewisse 
Harmonie, d. h. die absolute Begelmässigkeit des Rechnungsmechanis- 
mus einen höheren Werth hat, als deijenige des Grössenbegriffs ; dieser 
letztere also geändeit, umgewandelt, oder nach euphemistischer Aus- 
drucksweise erweitert werden muss. Der Grössenbegriff ist aber 
ein logischer, und verträgt keine Aenderung, ohne damit zugleich auf- 
zuhören jener Begriff zu sein. Deshalb ist er nicht der einzige 
Begriff, welcher in jener ei'strebten Haimonie verwendet wird; die^ 
ist die einzig logische Lösung des Konfliktes, wenn jener Mechanismus 
des Rechnens die allwaltende Macht sein soll, welcher sich alles 
Uebrige zu fügen hat Und was ist denn diese Macht, diese geforderte 
absolute Haimonie? Nichts Anderes als der konsequente Foi-tschiitt 
der Denkthätigkeit , welche Denkbegriffe resp. deren Symbole nach 
allen Möglichkeiten der Kombination zusammenstellt; nach Satz und 
Gegensatz, ohne sich vorläufig darum zu kümmern, ob irgend ein 
hiei-aus hervorgegangener Komplex auf einen logischen Begriff gedeutet 
werden kann; denn nur die Schlusskomplexe (Resultate) interessiren 
in den meisten Fällen der Arithmetik, die Zwischenstufen werden aL< 
die an sich bedeutungslosen Wege betrachtet, auf welchen jene Schluäs- 
formen erreicht werden. 

Wenn nun der logische Fortschritt der Kombination gewahrt wird, 
so kann wohl eine ganz sinnlose (bedeutungslose) Form zu Stande 
kommen (diese Form als ein selbständiges Gebilde betrachtet), nie aber 
ein falsches Resultat, d. h. eine Form, welche auf ein falsches 
Resultat gedeutet werden könnte. Sobald eine solche an sich sinnlose 
Form wieder durch weitere Kombinationen eine deutbare Gestalt erlangt 
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muss die Deutung absolut richtig sein. Jene Zwischenfonnen können 
demnach als Durchgangsstufen betrachtet werden, um von dem einen 
realen Gebilde zu einem andern zu gelangen; sie bezeichnen ebenso 
eine Denkthätigkeit , wie auch diejenige, welche noth wendig ist, um 
von der Setzung 1 durch Wiederholung des Denkaktes zur Setzung 2 
zu gelangen. Das 1 und das 2 nennt man die realen Grössen, 
die zwischen ihnen ausgeübte Denkthätigkeit imaginirte Be- 
ziehung; sie lässt sich eben nicht greifen, wie die erste und die 
zweite Kugel, oder hingeschriebene Ziffer, aber ihre Wirklichkeit lässt 
sich denkend verfolgen (imaginiren). 

Bei sehr vielen Fragen der Analyse ist es nun gar nicht Ziel der 
Aufgabe, irgend einen arithmetischen Werth auszurechnen, ein reelles 
Schlussresultat, sondein irgend eine Form (Foimel) zu finden, welche 
den Uebei'gang (Durchgangsstufe, Zwischenfoim) zur Verbindung zweier 
verschiedenartiger Formen herstellt; z. B. wenn aus zwei oder mehr 
real bestimmten Zuständen das dieselben beherrschende oder produ- 
zirende Gesetz abgeleitet werden soll. In diesem Falle ist es also 
nothwendig, einen neuen Begriff zu bilden und in der Formel sym- 
bolisch auszudrücken ; ein Begriff also , welcher gar kein Grössenbegriff 
ist, der Grösse nach imaginär. Wenn dessen Symbolisiining durch 
logische Zeichen möglich, so ist es ganz gleichgültig, ob diese auch 
auf Grössen deutbar sind, wenn sie nur den richtigen Komplex der 
zur Herstellung des geforderten Anschauungsbegriffes nothwendigen 
Beziehungsbegriffe darstellen; dieser Komplex mag dann der Grösse 
nach imaginär oder real sein, das trägt Nichts zu seinem Werthe bei. 

Man hat nun bei Ausbildung der Arithmetik auf induktive Weise 
die einfachsten Beziehungsbegiiffe (Vorzeichen) und deren einfachste 
Komplexe (Riemanns obige Grössenoperationen) gefunden und stellt 
dieselben ihrer Bedeutung nach mit Recht höher als viele in der 
Sprache vorgefundene Begiiffe, deren logischer Werth ei-st nachge- 
wiesen werden muss. Die blosse Induktion kann aber nie sicher sein, 
dass sie im vollständigen Besitze des Denkmöglichen ist. Gauss hat in 
seinen Disquisitiones sehr mit Recht bemerkt, dass uns weder im 
jetzigen Zustande der Wissenschaft eine Behauptung der Vollständig- 
keit zustehe, noch dass wir den allgemeinen Funktionalbegriff als in 
die gebräuchlichen arithmetischen Operationen auflösbar a priori 
annehmen dttiften. Es ist dies wenigstens der allgemeine philoso- 
phische Ausdnick seines in mathematischer Teiminologie gegebenen 
Gedankens. 

Werde diese Frage hier nun in voller Allgemeinheit gestellt: 
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Welches sind die heterogenen Formen (qualitativ verschiedene 
Einheiten), die durch unbeschränkte Kombinatorik erzeugt werden 
können ? 

Ein jedes Gebilde hat Form und Inhalt; eine andere diesen koor- 
dinirbare Bestimmung ist aber logisch ausgeschlossen. Ein jedes Ge- 
bilde als Produkt, ob empirisch oder begiifflich, ist eine Vielheit zu 
einem Ganzen gefoimt. Bei den Gebilden der Kombinatorik besteht 
aller Inhalt in letzter Instanz aus einfachen Setzungen des Denkaktes, 
einheitlichen Elementen. Im Setzen des Denkaktes gibt es aber 
gemäss dem Satze vom Widerspruch immer und ewig nur zwei 
Alternativen : 

gleich — ungleich, homogen — heterogen, 

quantitativ — qualitativ. 

Ein jedes Gebilde der Kombinatorik kann dieser Alternative analog 
zwei Auffassungen zulassen, und nur diese zwei gleich wie die obigen 
kontradiktorisch entgegengesetzten, also 

1) als Element (Ausgangsform), woraus etwas gebildet werden soll, 

2) als Produkt (Resultat), welches aus zu suchenden (geforderten) 
Elementen besteht; nach quantitativer Auffassung durch successiTe 
Setzungen homogener Einheiten, oder nach der qualitativen Auf- 
fassung, durch aufeinander wirkende Faktoren, welche ein jeder 
aus einer bestimmten Art solcher Einheiten gebildet worden. 

Diese beiden Auffassungsweisen werden arithmetisch ausgedrückt 
durch die Begi-iffe — Einheit und Produkt. 

Ebenso wie nun die Setzung logisch die Gegensetzung erlaubt und 
fordeit, die sich gegenseitig aufheben^ wenn sie zu einem Ganzen zu- 
sammengefasst werden, ebenso fordert die Kombinatorik die Setzung 
ihrer Gebilde 

als Einheit + 1 vei-sus — I 
als Produkt + (a.6) —(06) 

In diesen vier Fordeiningen sind alle Möglichkeiten der Kombination 
enthalten, eben wegen der logischerweise nur zweifach möglichen 
Setzung. Das Produkt ist hier durch zwei Faktoren symbolisirt, weil 
das hinreichend ist für diesen Begriff. Ein Hinschreiben von mdir 
Faktoren ist ganz unnöthig, solange nur von Produkt überhaupt die 
Rede ist. 

Die gegen das Resultat gleichgültige Kombinatorik kann nun wie- 
derum bei Betrachtung des Produktes zwei entgegengesetzte Forde- 
rungen stellen: 
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1) Das Produkt sei entstanden aus gleichaiügen (homogenen, quali- 
tativ gleichen) Faktoren. 

2) Das Produkt sei entstanden aus ungleichartigen Faktoren. 
Diese Gleich- oder Ungleichartigkeit der Faktoren kann sich 

natürlich nur auf die zwei Qualitäten positiv und negativ der Ein- 
heit beziehen, woraus sie gebildet werden. Aus diesen einzig denk- 
möglichen Fällen entstehen die Forderungen: 

1) ein reales Produkt = + n soll gebildet werden aus 

+ a . + b oder — a . — 6 oder + a . — b oder — a . + 6 

2) ein virtuelles Produkt = — JI soll gebildet werden aus 

+ a . — b oder — a . + 6 oder — a . — 6 oder + a . + b 

Die dritten und vierten Fälle dieser beiden Reihen widei'spi-echen 
dem Begiiff des Produktes, weil ein solches nur aus homogenen Fak- 
toren ei'zeugt werden kann. Die Kombinatorik jedoch, welche sich mit 
der Deutung ihrer Gebilde durchaus nicht zu beschäftigen hat, er- 
kennt sie für formal ebensogut aufistellbare Komplexe wie irgend welche 
andere. Denn die Unmöglichkeit ist in der Logik ein ebenso berech- 
tigter BegiifT wie die Möglichkeit, die Ausführbarkeit Wenn nun 
diese formale Kombination mit einem Begriffe verbunden wird, welcher 
ihrer Ausführung widerapricht , wie mit dem Grössenbegriff, so kommt 
eben nichts Anderes zu Stande als eine sinnlose Form. Aber die ana- 
lytischen Symbole sind nicht auf den Grössenbegriff beschränkt, weil 
sie allgemein logische Kombinationen darstellen. Findet man aber 
einen Begriff, welcher sich als Produkt heterogener Einheiten auffassen 
lässt, wie das schon in der Geometrie stattfindet, so ist auch eine 
reale Deutung jener Kombinationen möglich. 

Es ist aber nothwendig, diesen Widersprich beständig in der 
Symbolik auszudrücken. Weil man auf induktivem Wege zuerst bei 
dem Wurzelziehen auf diese Möglichkeit der Fragestellung aufmerksam 
wurde, markii-t man dieselbe durch V — m, symbolisirt also obige 
Produkte als 

+ JI = H- a V^^ . — b V^"^=^ «*) 

— n= + a V^^ . -f- b V^^i 

Besser aber ist die bekannte Bezeichnung durch den Buchstaben 
i, weil damit die Meinung zurückgedrängt wird, als wenn jene Form 
nur durch das Wurzelziehen entstehen könne ; denn diese Form bezieht 
sich auf jedes Gebilde, welches nicht als Einheit, sondern als Pro- 
dukt betrachtet wird. Dieser Gedanke leitete allerdings nicht bei 
dem Vorschlage des Zeichens i; dieses Zeichen kann aber von jenem 
Gedanken aus acceptirt werden. 
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In der Neuzeit ist auch die Idee aulgetaucht , das Symbol V — 1 
sei vielleicht philosophisch richtiger als ein Yoi*zeichen ähnlich wie - 
und — denn als eine Grösse aufzufassen. Das klingt allerdings schon 
logischer als der Begriff imaginäre Grösse, und enthält eine AhnuDf: 
von dem wahren Sachverhalt. Das Wesen des Vorzeichens wird 
bei jener Ansicht allerdings nicht definirt, und der Versuch einer 
solchen Definition wäre wohl auch gescheitert an der gewöhnlicher 
Meinung, nach welcher diese Zeichen eindeutige Symbole sind 
(s. B. lU. 7.). 

Nach der hier gegebenen Entwickelung sind + und — Symbole 
von Beziehungsbegrifien , jedoch von elementaren, während das V — 1 
schon ein Komplex von mehreren Beziehungsbegiiifen mit dem Zahl- 
begriffe ist Wennjnan sich also etwa entschliessen wollte zu schreiben 
y — (1) statt y — 1, so könnte man von einem kombinirten Vorzeichen 
sprechen; es wäre dies aber immer nur eine rein technische Benen- 
nung , nicht eine logische Definition ; was am besten gezeigt wird durch 
die aequivalente Schreibart ( — ^)* (1), welche dann auch zugelassen 
werden mUsste. 

Das Resultat des Vorhergehenden ist also : Alle möglichen Kombi- 
nationen der Denkbegrüfe nach Satz und Gegensatz fllhren zu vier 
heterogenen Bestimmungsweisen. Diese sind also Qualitäten der gebil- 
deten Komplexe, und weil ein beliebiger arithmetischer Komplex nur 
eine zu einem Ganzen verbundene Vielheit von Elementen ist, so kann 
man der Abkürzung halber von qualitätverschiedenen Einheiten spre 
chen. Die Verbindung solcher Einheiten geschieht in der arithmeti- 
schen Symbolik allgemein durch die Zeichen + und — , also in <ie; 
Form (»1 ± a» + «3 ), wobei die Voraeichen vorab nur die Be- 
deutung der Konjunktion und haben, weil wir in dieser allgemeinei 
Form nicht wissen , ob qualitätgleiche oder verschiedene Einheiten vor- 
handen sind, bei welchen letzteren von Summirung keine Rede sein 
kann. Bei allen Foimen jedoch, die nach der Methode der Gleichunge:: 
aufgestellt werden (welches nicht, wie häufig gesagt wird, die einzig:' 
Methode der Kombination ist), wird den Zeichen + und — auch die 
Bedeutung mehr und weniger beigelegt, und deshalb lassen sich iu 
solchen Gleichungsformen die 4 qualitätvei-schiedenen Komplexe nach 
der Summirungsoperation auf die beiden Qualitäten + 1 , + i redu* 
ziren. Ein jeder Komplex, welcher in Gleichungen vorkommen kann. 
lässt sich demnach auf die Foim bringen: 

+ m , 1 + n .€) 
werde dieselbe als ein Produkt oder als eine fiktive Einheit für di'^ 
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Bildung weiterer Produkte angesehen. In dieser Hinsicht heisse sie die 

Allziffer. 

Wenn hier ein neues Woil ftlr den gebräuchlichen Ausdruck 
„komplexe Grösse" eingeführt wird, so geschieht das wiederum wie 
bei früheren Gelegenheiten nicht um dessen praktische Adoptirung 
vorzuschlagen , sondern weil es die Aufgabe einer philosophischen Be- 
handlung ist, nach strenger Definition der Begriffe auch ein logisch 
gebildetes Wort dafür zu prägen, soweit das überhaupt möglich ist, 
wenn der Sprachgebrauch hierin gegen die Logik sündigt. Das ist 
aber bei „komplexe Grösse" in jeder Beziehung der Fall. Die beiden 
Glieder der AllziflFer sind gar nicht additiv verbindbar, also keine 
Summe, wenn es auch in den Gleichungen so aussieht, als wenn dem 
so wäre; und ausserdem ist ja das zweite Glied gar keine Grösse. 
Auch das Attribut „komplex" ist unzureichend zur Bezeichnung der 
Natur der Sache; komplex ist der Ausdruck schon, aber ein jeder 
Bruch oder Wui-zel ist ebenfalls ein Komplex von Begriffen. Die 
Hauptsache ist, dass jene Form der allgemeinste Komplex von Ein- 
heiten ist; welchen die Kombinatorik aufstellen kann; und deshalb ein 
allgemeines Symbol des Rechnens, nicht allein der Zahlen und 
Grössen; also allgemeine Ziffer; kürzer — AllziflFer. 

Wenden wir jetzt auf dieses Symbol den Schlusssatz der Potenz- 
theorie (§ 5) an, so können wir den allgemeinsten Gesichtspunkt auf- 
stellen, unter welchem irgend ein analytischer Ausdruck betrachtet 
werden kann; derselbe wird geschrieben 

g>, = (m + w />" + '^^ oder küi-zer 0" 

das heisst: eine jede Funktion kann als eine Intensitätstufe einer All- 
Ziffer betrachtet werden; diese Stufen geordnet nach Reihen einer 
anderen AUziflfer. 

Man muss nicht einwenden wollen, dass dieser Satz wie auch die 
vorhergehenden für transcendente Funktionen möglicherweise keine Gel- 
tung habe; denn eine transcendente Funktion hat nur insofern Wei-th 
für die logische Betrachtung , als sie sich arithmetisch darstellen lässt ; 
entweder als geschlossener Ausdruck oder als durch einen so grossen 
Theil einer unbegrenzten Reihe, dass ihr Bildungsgesetz erkennbar ist. 
Eine sogenannte transcendente Funktion, welche dies nicht zulässt, 
ist eben gar keine Funktion, sondern eine unlogische Zusammenstellung 
von Forderungen und Begriffen , vulgo Hirngespinnst einer voi'geblichen 
Metaphysik, wenn auch in analytischem Gewände. Weiteres hierüber 
folgt unter „Gleichungen". 
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§7. 

vieldeutigen Symbole. 

Man spricht gewöhnlich von vieldeutigen Ausdrücken, wie Va. 

log a , und vieldeutigen Symbolen , wozu ^ , . oo , 0^ und ähnliche 

andere gerechnet werden. Die Zeichen und oo werden ftlr eindeutig 
angesehen. Jene vieldeutigen analytischen Ausdrücke können aber nur 
der Symbolik diese Vieldeutigkeit verdanken, denn diese Symbole ent- 
standen unwillkürlich; Niemandem würde es eingefallen sein mit Absicht 
ein vieldeutiges Symbol zu konstruiren. Das wäre eine bewusste Ver- 
letzung eines jeden logischen Prinzips bei Ausbildung der Zeichen- 
sprache. Wenn nun aber unabsichtlich im konsequent logischen Fort- 
schritt solche vieldeutige Symbole entstanden, so muss in ihnen ein 
logischer Grund wirksam gewesen sein, welcher diesen scheinbaren 
Fehler gegen das Identitätsprinzip unvermeidlich machte, und hi«*- 
durch anzeigt, dass jene vieldeutigen Werthe eines und desselben 
Symbols in einem logischen Konnexe stehen, welcher durch logische 
Entwickelung erkannt und zur weiteren Kenntniss der unwillkürlich 
entstehenden Gebilde der Kombinatorik verwandt werden kann. Wie 
schon an anderer Stelle bemerkt, ist in diesem Falle das Anheben 
des Identitätsprinzips nur ein scheinbares; in Wirklichkeit ergibt sich 
eine grosse Vereinfachung der Symbolik, und kein Fehler, wenn 
man es nur vei-steht, die Zusammensetzungen derselben richtig zu 
deuten. 

Bei der philosophischen Eröilerung dieser Frage dürfen wir aber 
nicht bei den Formen stehen bleiben, welche induktiv als vieldeutig 
erkannt worden sind, sondern müssen radikal vorgehen dem in K I. 1 
für jede Zeichensprache aufgestellten Prinzip zufolge. 

Die Symbole h- , — , = , 

Bei den Zahlzififern sowie einer jeden Bezeichnung eines bestimmten 
Anschauungsbegriifes durch Buchstaben ist jede Vieldeutigkeit ausge- 
schlossen; die sog. Voi-zeichen, welche zu ihrer Verbindung aufgewaniit 
werden, welche also die verbindende Denkthätigkeit ausdrücken sollen, 
sind uns aber schon in verschiedenartiger Bedeutung b^egnet, der 
Natur dieses Beziehungsbegiiffes Verbindung gemäss. Diese Be- 
deutungen lassen sich zusammenstellen als: 
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1) reine Konjunktion und, oder 

2) Verbindung dem Summenbegriff nach . plus , minus 

3) Verbindung dem Richtungsbegriff nach vorwärts, rückwärts 

4) Setzung der Qualitäten | Positiv, negativ 

I reell, virtuell. 

Die Unbestimmtheit, welche nach Deutung 1) mit den Zeichen + 
— verbunden ; ist eigentlich auf Rechnung der Vieldeutigkeit des 
Zeichens = zu schreiben. Man schreibt nämlich Vieles der Bequem- 
lichkeit halber in Form einer Gleichung, was keine Gleichung ist 
Hierhin geholfen schon solche Gleichungen, welche von geometrischen 
Betrachtungen ausgehen und durch die analytische Behandlung Glieder 
von ungleichem Grade erhalten. Man sagt dann: die Gleichungen, 
welche nicht homogen sind, haben keine geometrische Bedeutung. Das 
ist nicht philosophisch sondern technisch gesprochen. Solche Ausdrücke 
können sehr wohl noch geometrische Bedeutung haben, aber es sind 
dann keine Gleichungen mehr, sondern Agregate von solchen, deren 
jede Einzelne sich aus den respektiv homogenen Gliedern des ganzen 
Ausdrucks zusammensetzt. 

Deutlicher tritt die Vieldeutigkeit des Gleichheitszeichens bei 
Gleichungen hervor, welche heterogene Einheiten enthalten. Eine 
Allziffer in Form einer Gleichung geschrieben, m + ni = o ist sinn- 
los, weil die Einheiten 1 und i nicht, wie das Zeichen + fordert, 
addirt werden können. Dieser Ausdruck spaltet sich aber in die beiden 
logischen Gleichungen 

m = o; n.i = o 

Es versteht sich von selbst, dass diese Bemerkung auch für alle 
Kongruenzgleichungen der Zahltheorie gilt; in diesem Falle besser 
Zifferformtheorie zd nennen. 

In den verschiedensten Abstufungen tritt schliesslich die Vieldeutig- 
keit des s= in den Differentialgleichungen auf. Eine jede solche ist 
streng genommen zu betrachten als ein Agregat von Gleichungen, 
deren eine jede nur Glieder einer bestimmten Differentialordnung, 
Potenz einer solchen Differentialoi-dnung oder Potenz reeller Grössen 
enthalten darL Dies hindert aber nicht, dass in Spezialfällen viele 
solcher Gleichungen nicht allein einzeln, sondern auch als Agregat 
'Ganzes) logisch gedeutet werden können. Hieraus ist schon zu ersehen, 
wie nutzlos es häufig ist, die Intein'ation einer sogenannten Gleichung 
zu versuchen. Anstatt zu sagen: „diese oder jene Gleichung lässt sich 
nicht integriren", müsste es heissen : „es ist keine Gleichung vorlianden, 
keil in sich als Funktion seiner Elemente vollständig bestimmter 

13 
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Ausdruck^ — und dann ist es eben sinnlos, die Integration eines 
solchen Komplexes zu fordeni. s. Foimenrechnung. B. VI. 

Die Deutung der Vorzeichen nach 1) ist also dahin zu präzisiren. 
dass das Gleichheitszeichen ein vieldeutiges ist, und bei dieser An- 
wendung die + — nach den Deutungen 2) 3) 4) gebraucht werden 
können. 

Die Deutung 2) ist die allgemein arithmetische, wobei nur von 
Grössen die Rede ist, welche als eine Vielheit von Gliedern in Zu- 
sammenhang stehend gedacht werden. 

Die Deutung 3) ist die speziell geometrische, auf den Begriff <ler 
Lage oder Richtung sich beziehende. Man kann nicht häufig genu^' 
auAnerksam machen auf die gänzliche Heterogenität von 2) und 3). Wie 
ausgeführt beiiihen auf ihrer Verkennung zum grössten Theil die spe- 
kulativen Irrthümer, welche sich aus der Uebei'schätzung der Analyse 
und den pangeometrischen Formeln entwickelten. 

Deutung 4) wird jedesmal angewandt, wenn ein Ausdruck isolirt 
mit einem Vorzeichen steht; also als Individuum angeführt wird, nicht 
als Theilglied eines zusammengesetzteren Ausdrucks. In der rein quan- 
titativen Auffassung arithmetischer Operationen dtlrfte sie eigentlich 
gar nicht vorkommen. Sobald eine Rechnung auf ein negatives Resultat 
fühlt, ist die qualitative Auffassung schon verschämterweise gebraucht, 
wie sich B. II. 3 gezeigt hat. Man darf also sagen, dass schon mit 
Einfühlung der negativen Einheit die AlleinheiTschaft des Begriffs der 
Quantität aufhört. 

So verschieden nun auch die Deutungen von + — sich unter 2) 
3) 4) herausgestellt haben, so müssen diese doch in einem logischen 
Konnexe stehen, einem gemeinsamen Oberbegriffe unteiigeordnet sein: 
denn sonst wäi*e ihre gelegentliche Vei-tauschung , ihr Uebergehen aus 
einer Deutung in die andere nicht möglich. Dieser Oberbegriff ist 
wie man sieht 

„das kontradiktorisch Entgegengesetzte^' 
wie es sich schon in den am Anfang unter 2) 3) 4) gegebenen Benen* 
nungen ausspricht. Es entsteht jetzt aber die Frage, ob es nicht 
solcher Gegensätze noch mehrei*e geben könnte, welche also in der 
bisherigen Analyse noch nicht gebraucht oder noch nicht entdeckt 
worden sind? Identisch mit dieser Frage ist diejenige nach dem Zu- 
sammenhange der Unterbegiiffe 2) 3) 4) unter dem Oberbegriffe „kon- 
tradiktorische Gegensetzung'', d. h. ihre funktionale Verbindung als 
Elemente in diesem Ganzen. . 
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Die Antwort auf diese Frage können wir nicht in weiterem empi- 
rischen Durchstöbern der analytischen Formen suchen, sondern nur in 
der Tafel der Denkbegriife , in der dialektischen Zerlegung jenes 
(Oberbegriffs. 

Dieselbe ist gegeben worden in dem Schema der Denkformen 
A. Vn. Es wurde dort gezeigt, dass es nur eine bestimmte Anzahl 
von Denkformen geben kann, welche als die inneren Beziehungen 
<ler Denkgebilde „Grösse und Richtung'', und als die äussere 
Form des Ganzen, als Individuum von bestimmter Gestalt d. h. Indi- 
vidual Qualität, aufgezählt wurden. Diesen Begiiifen entsprechen 

nun vollständig die Deutungen von H 1 der kontradiktorischen 

Gegensetzung in allgemeinster Symbolik. Die Grössenbeziehung ist 
repräsentiit durch 2), Richtung durch 3), Qualität durch 4). Die 
Qualität fahrte zu zwei Unterabtheilungen , jenachdem das Gebilde als 
Element (Einheit) oder als Gewordenes (Produkt) betrachtet 
wurde 

als Element zu den analytischen Einheiten +1,-1 
als Gewordenes „ „ „ + i, — i. 

Hiermit ist der Kreis dieser Begiiffe geschlossen, ein jeder hat seine 
Stelle im Ganzen, und eine Lücke zwischen ihnen existii-t nicht. 



» 



Die Allziffersymbole O*", V^, log O*". 

Die arithmetischen Operationen auf wirkliche Grössen angewandt, 
lieferten eindeutige Resultate; ihra Symbole waren demnach eindeutig. 
Wesentlich vei*schieden hiervon ist das Ergebniss, wenn statt der 
Grössen beliebige analytische Formen jenen Operationen unterworfen 
werden. 'Schon das Produkt aus zwei Faktoi*en ergibt sich als zwei- 
deutig insofern in dem gemeinsamen Vorzeichen die der Faktoren ver- 
schwinden. Die Vieldeutigkeit solcher Produkte wächst mit der Anzahl 
der konstituirenden Faktoren. Dies ist zwar gleichgültig, wenn ein 
solches Produkt nur seinem Inhalte, nicht seiner genetischen Ent- 
stehongsweise nach betrachtet wird. Ist aber der einer arithmetischen 
Operation zu unterwerfende Ausdiiick eine Allziifer, so kann von einem 
Gesammtinhalte derselben nicht mehr gesprochen werden; es ist dann 
wesentlich eine Form , welche einer Operation unterworfen werden soll, 
und verschiedene Formen können hierbei zu demselben Resultate füh- 
ren; diese Vieldeutigkeit zeigt an, dass es sich nicht um Grössen han- 
delt Man muss also unterscheiden, den reellen Werth einer Potenz, 
Wurzel, Logarithmus, von der ZifTerfoim, in welcher diese Funktionen 
bei der Rechnung ei-scheinen können. Als Ziffer ist das Symbol 0*" 

13* 
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uDbegrenzt vieldeutig. Ebenso werden die Wurzel und der Logarithmus 
von Grössensymbolen schon vieldeutige, wenn als Lösung dieser Ope- 
rationen eine Allziffer, also eine blosse Form, zugelassen wird. Wnizel 
heisst dann nicht mehr die Qualitätstufe, welche durch eine Bruchzahl 
gekennzeichnet wird, sondern eine beliebige analytische Form, welche 
der Formalgleichung V w = x genügt. Logarithmus gleicherweise ist 
nicht mehr Stellenangabe einer qualitativen Reihe, sondern die All- 
ziffer, welche der Gleichung 

a^ = 1 + X + j-^ + Y^ + genügt 

Es findet hierbei also eine vollständige Umänderung (fehlerhaft 
Erweiterung genannt) der Begriffe statt, welche allerdings gerecht- 
fertigt ist, weil den letzten Aufgaben der Analyse die Form von weit 
höhei*em Werthe ist als der materiale Inhalt Die qualitative Auf- 
fassung der aufsteigenden Reihe 

(m + w.i)" + ''* 
erleidet aber hierdurch keine Veränderung, weil sie eben wesentlich 
formal ist, und nur in Spezialfällen Deutung auf realen Inhalt zulässt 
Das (m -i- n.i) ist ein ebenso qualitativ bestimmtes Individuum wie 
die positiven Zahlen; und ihre Stufenreihe, sei sie geordnet nach ^ 
oder vL oder nach einem gesetzmässigen Wechsel dei'selben, ist in jeder 
Hinsicht qualitativ eindeutig bestimmt 

Die und od 

gesprochen Null (Nichts) und Unendlich Gross; gelten gewöhnlich für 
eindeutige Symbole, sind es aber nicht Die Null muss schon etwas 
Anderes als das Nichts sein, weil es sich in der Kombinatorik immer 
um Etwas handelt; das reine Nichts aber weder erwähnt wird, noch 
ein Symbol verlangt Die Null ist ein Gebilde der Arithmetik, an 
welchem wie an jedem anderen, Inhalt und Form unterschieden wird. 
Der Inhalt dieses Gebildes ist das Nichts, seine Form aber ist eine 
ebenso bestimmte wie diejenige jeder anderen Zahl. Diesem Fonnal- 
werth nach kann die Null eine Stelle der ideellen Zahlreihe — oo , o, 
+ 00 bezeichnen; als solche ist sie ein eindeutiges Symbol. Ausser- 
dem kann die Null noch Resultat einer arithmetischen Operation sein. 
und in diesem Falle ist sie vieldeutig. In letzterem Sinne kann die 
Null an Stelle von + a — a oder auch von + 6—6 stehen. Handelt 
es sicH in den betreffenden Formeln nur um das Ausrechnen des Grössen- 
inhaltes, so ist dieser in beiden Fällen das Nichts. Handelt es sich 
aber um eine genetische Betrachtung — z. B. um die Symbolisinuii: 
eines Ciesetzes, eines periodischen Vorgangs in der Natur, oder um 
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das Auf&nden irgend einer funktionalen Verbindung arithmetischer 
Gebilde — so ist es Hauptziel, bei der Deutung der Formel zu wissen, 
auf welche Weise die Null entstanden ist; es müssen demnach Methoden 
ei*sonnen werden, diese oo vieldeutige Grenesis ausfindig zu machen. 

Genau ebenso verhält es sich mit dem Zeichen oo. Man setzt 
dieses Zeichen an Stelle der Quotienten mit dem Divisor Null, und 
nennt esUnendlich gross. Als technischer Terminus mag der Aus- 
druck hingehen y logisch ist er aber nicht. Das Unendliche hat kein 
Verhältniss zum Endlichen, also auch kein Yerhältniss als G r ö s s e ; das 
x> ist also keine Grösse, ebensowenig wie die Null. Wenn man diesem 
30 den Namen Grenzb^riff gibt, so muss man bedenken, dass diese 
Grenze ganz anderer Art ist als die Grenze von etwa einer in*ationalen 
Zahlbestimmung; bei dieser wird ein Quantum begrenzt, bei dem oo 
soll aber ein Quäle begrenzt werden, nämlich die Qualität „Quan- 
tum". In allen Fällen der Anwendung dieses BegriflFes und Verwen- 
dung seines Symbols auf Vorgänge in der Natur kann man sich aller- 
dings mit dem quantitativen Näherungswerthe „Unbegrenzt gross, so 
^rross, dass ein beliebig Grosses dagegen nicht in Betracht kommt" 
begnügen ; man überzeugt sich jedoch bei solchen Anwendungen leicht, 
dass es sich in Wahrheit um die Aufstellung eines neuen (qualitativ 
verschiedenen) Begriffes handelt. Betrachtet man z. B. den Stoss 
zweier Massen a und b , so wird die Geschwindigkeit der einen Masse 
um so weniger geändert, je mehr ihre Masse verschwindet gegen die 
andere; behält sie nach dem Stosse dieselbe Geschwindigkeit, so sagt 
man , die andere Masse ist unendlich gioss ; obschon unendliche Grösse 
ein falscher Begriff ist. Der richtige Begriff, welchen man unter der 
Maske von Grösse dem ruhenden Gegenstande beilegen will, ist „Un- 
durchdringlichkeit, oder absolute Starrheit oder Ruhe^, also ein von 
der Grösse qualitativ vei-schiedener Begriff. Wir legen dem Köiper 
die Qualität Starrheit, Undurchdringlichkeit oder absolute Ruhe, der 
Qualität Beweglichkeit des anderen Körpei'S gegenüber bei, und 
bedienen uns dazu des analytischen Symbols ;, oo Masse" ; durch wel- 
chen rein technischen Kunstgriff diese neue Qualität scheinbar in 
die Zahl reihe der alten Qualität eingereiht wird, und homogene 
Glieder für die Rechnung erhalten bleiben. 

Zu allen Zeiten haben die ei*8ten Mathematiker dui-ch Verkennung 
der Vieldeutigkeit des Symbols oo falsche Schlüsse gezogen. Ein Bei- 
spiel aus der Neuzeit, welches in mehrfacher Beziehung instinktiv ist, 
w^erde etwas eingehender analysiit, um die Tragweite dieser Bemer- 
kungen zu illustriren. 

Bei Beurtheilung des Weberschen Kraftgesetzes in seinem Unter- 
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schiede zum Newtonschen hat man aus einer mathematischen Form«! 

den Vorzug des ei-steren vor dem letzteren folgendermaassen demon- 

striren zu können geglaubt: 

„Das untei-scheidende Merkmal des Newtonschen von dem Weber- 
sehen Gesetz besteht darin, dass das Potential des Newtonschen unab- 
hängig von der lebendigen Kraft, dasjenige des Weberschen aber ab- 
hängig von der lebendige^ Kraft ist, also auch von der Geschwindigkeit, 
und zwar in folgender Weise. Bezeichnen m und m^ die beiden 
durch eine actio in distans in Wechselwirkung stehenden trägen 
Massen r ihre Entfernung, und v ihre relative Geschwindigkeit in der 
Richtung ihrer Verbindungslinie, so wird die Wechselwirkung zwi- 
schen diesen beiden Massen durch folgende Potentiale ausgedrückt: 



nach Newton: 



r 



nach Weber: — ^ — (l A 



Wenn man über die Dimensionen der beiden Massen h' 
und m^ keine besondere Annahme macht, sondern dieselben, wie 
in der mathematischen Theorie allgemein üblich ist, als Punkte. 
d. h. als Kraftcentra betrachtet, die sich prinzipiell bis zu jedeni 
beliebigen Abstände (r) einander nahem können, sodass also z. B. 
prinzipiell auch r=o werden kann, so ist klar, dass das Newtonsche 
Potential zu Widersprüchen mit der Erfahining führen muss. Das- 
selbe würde nämlich ausdrücken, dass in einer begi'enzten Menge 
von atomistisch konstituirter Materie, z. B. in einem Kubikmillimeter 
Wasser, eine unbegrenzte, d. h. jeden beliebigen endlichen Wertli 
übei-schreitende Summe von potentieller Energie vorhanden sein 
könne 

Man übei-zeugt sich aber leicht, dass die physikalische Bedin^oin!: 
— dass die durch Wechselwirkung zweier Massenelemente in Form 
von lebendiger Kraft erzeugte Arbeitsgrösse nur eine endliche, und 
von der Quantität der wirkenden Massen abhängig sein soll — von dem 
Potentiale des Weberschen Gesetzes in einfachster Weise erfüllt ist. 
Denn sobald die relative Geschwindigkeit r, welche sich die beiden 
Massen m und m^ durch ihre Wechselwirkung ertheilen, den Wertb 

c eiTeicht hat, so wird der Weilh 1 x = o; d. h. von nun an 

sind die beiden Massen nicht mehr im Stande, sich durch gegen- 
seitige Einwirkung eine gi'össere Beschleunigung zu ertheilen, sodass 
hierdurch die von ihnen überhaupt erzeugbare Arbeitsgrösse eine 
endliche und nicht überschreitbare wird. Das Webei^sche Gesetz 



Die yieldeatigen Symbole. 199 

di-fickt daher nur analytisch diejenige Bedingung aus, welche jenes 
Kraftgesetz erfüllen muss, wenn es nicht in Widerspruch mit dem 
Prinzip von der Erhaltung der Kraft treten soll/' 

In dieser Ausfühiiing liegt entweder ein Fehler in Verwen- 
dung der Begriffe, oder in der Deutung der mathematischen Sym- 
bole, jenachdem man das Potential als analytische Form auf- 
fassen will. 

Das Potential ist eine Formel, welche auf dem BegriiT der Wech- 
selwirkung beiTiht. Wechselwirkung ist aber nur möglich, wenn ge- 
trennte Elemente vorhanden sind; für den fiktiven Fall, dass zwei 
Elemente in eins zusammenfallen, hat es gar keinen Sinn mehr von 
Kraftgesetz, Wechselwirkung und Potential zu sprechen. Deshalb 
widei-spricht das Newtonsche Potential auch nicht der physikalischen 
Erfahrung, weil gar keine Erfahiiing über diesen unmöglichen Fall des 
1=2 gemacht werden kann; diese veimeintliche physikalische Er- 
fahrung ist nur ein unstatthafter Analogieschluss aus einer möglichen 
Erfahrung auf eine unmögliche. 

Ebensowenig wie das Newtonsche Kraftgesetz von der logischen 
Betrachtung aus durch sein Potential angefeindet wird, ebensosehr 
ergibt sich die Unzulässigkeit des Webei*schen Kraftgesetzes aus seiner 
Potentialformel; wenn man diese nur vom logischen Standpunkte aus 
betrachtet; denn nach Weber wird bei einer gewissen Entfernung die 
Wechselwirkung unabhängig von dieser Entfernung; das Gesetz von 
dieser Kontinuität der Wirkungen, d. h. das Gesetz der logisch funk- 
tionalen Verbindbarkeit der Ei*scheinungen, soll mit einemmale auf- 
hören. Das ist aber kein Gesetz mehr, sondern ein Wunder'*). Die 
Foimel des Weberschen Potentials mag immerhin eine Reihe von That- 
sachen richtig ausdiUcken, aber es kann kein Ausdruck eines Kraft- 
gesetzes sein, kein Ausdruck ftlr die Verbindung einfach logischer 
Begriffe oder Atomkräfte. Wird das Webei'sche Gesetz bei gewissen 
Thatsachen als mathematischer Ausdinick physikalischer Beobachtungen 
verifizirt, so müssen wir eben schliessen, dass was wir bis dahin für 
Atom, Einzelelement, hielten, kein solches ist, sondern ein Komplex 
von mehreren solcher; denn jeder logische einfache Begriff fordert ab- 
solute Kontinuität in allen seinen Kombinationen, konstanten Werth, 
kontinuirliche Wirkung in allen Produkten wo er als Faktor auftritt, 
und nicht ein plötzhches Verschwinden an einer bestimmten Stelle. 

Dass aber das logisch richtige Potential noch nicht die Richtigkeit 
des Newtonschen Graritationsgesetzes verbürgt, darüber s. Buch E. 
Physik. 
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Die Veranlassung, obigen Fehler zu begehen, lag darin, dass man 
vermeinte, ebensogut wie die Dimensionen der Körper in der Potential- 
foimel annullii-t werden könnten, ebensogut dürfe man auch die Eint- 
fernung dei-selben auf Null reduziren. Dies sind aber zwei ganz ver- 
schiedene Sachen. Der Köi-per wirkt nicht, insofern er ausgedehnt 
ist, sondern insofern er Masse hat. Geometrische Köipei-figuren sind 
ausgedehnt, haben aber keine Masse, und deshalb können sie auch in 
keiner Potenzialformel figuriren; die wirkende Masse hat aber gar 
keine Ausdehnung als Massenbegriff, und deshalb kann man sie räum- 
lich als ausdehnungslos, als in Punkte konzentrii-t fingiren. Ganz 
anders aber ist es mit der Entfemung. Die Entfernung ist reine Aus- 
dehnung, und sobald ihr dieses Attribut genommen wird, bleibt gar 
Nichts übrig. Eine Wechselwirkung zwischen zwei unendlich ent- 
fernten Massen, d. h. die gar nicht zusammen existiren, ist ebenso 
widei*sinnig wie eine Wechselwirkung eines Massenpunktes mit sich 
selbst, oder zweier Massenpunkte, die einen bilden; denn solche wären 
ebenfalls nicht als zweie zusammen da. Ebenso alogisch wie eine 
Kraft, die isolirt bestände, ohne ein Objekt (welches deshalb noch 
kein Ding zu sein braucht), an dem die Kraft ausgeübt wird, ebenso 
alopasch wie die Ursache seiner selbst, ist die Wechselwirkung zweier 
zusammenfallender Elemente. 

Nun kann man aber von allen logischen Betrachtungen absehen 
wollen mit der Behauptung, dass eine richtige mathematische Formel 
— und als solche gilt doch das Potential — auch die GrenzfiLlle um- 
fassen müsse, obschon sie aus realen Vorgängen abgeleitet worden sei; 
und zur Rechtfertigung dieser Behauptung kann man ja viele andere 
Ausführungen der Mathematik vorbringen, wo in ähnlicher Weise der 
Erfolg die unlogische Begriffszusammenstellung gerechtfertigt habe. 
Und in der That, die Potentialformeln lassen sich in dieser Beziehung 
rechtfertigen, auch für den Fall r =^ o\ nur ist es dann erforderlich. 

das Symbol — ^ — = oo, richtig zu deuten; was vorhin eben nicht 

geschah. 

Wie vorhin erwähnt, ist oo in der Analyse ein vieldeutiges Zeichen, 
und hat nur in einem Spezialfälle die Bedeutung, welche man ihm 
gewöhnlich beilegt, nämlich: so gross, dass eine jede andere beliebig 
gross gedachte Form dagegen in der praktischen Rechnung vernach- 
lässigt werden darf. In dem Falle - würde dies eintreten, wenn 

nicht allein r «» o, sondern auch das Produkt m.nt^ schon als oo sich 
ausweisen würde. Solange aber m.m^ eine endliche d. h. bestinunte 
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Abi A^A A 

Grösse bedeutet, muss man, um — ^ — richtig zu interpretiren , die 
gesetzmässig bestimmte Reihe aufsuchen, welche durch die Formen 
— ^ — bei veränderlichem r gebildet wird. Ist die Form dieser Reihe 

T 

Abi A^0 1 

gefunden, so kann man den arithmetischen Werth des Gliedes — ^ — 

T 

ausrechnen für die Nullstelle dieser Reihe; und dieser Weilh ist 
die Bedeutung des Symbols oo für jenen Fall. Das Symbol oo ist 
demnach sehr häufig der unbestimmte Ausdruck flli* einen ganz be- 
stimmten Werth. Es zeigt sich hier also, wie man häufig eine Formel 
genetisch betrachten muss, um ihr eine logische Bedeutung geben zu 
können, während dieselbe als fertige Grösse betrachtet, rein sinnlos 
wäre; also wieder ein Beleg dafür, dass es auch in der Arithmetik sich 
nicht allein um Grössenbestimmungen handelt. 

Um den Paradoxien der Symbole und oo zu entgehen, stellen 
viele Schriftsteller die Regel auf, dass als Divisor überhaupt nicht 

zulässig sei, dass eine Foim -x- in der Rechnung nicht vorkommen 

dürfe. Mit dieser Radikalkur schützt man sich allerdings gegen Miss- 
griffe; man amputirt aber auch ein widei-spenstiges Glied des Rechnungs- 
organismus, welches unter zweckmässiger Behandlung ausserordentliche 
Dienste leisten kann. Man unterbricht mit einer solchen Satzung die 
Kontinuität der arithmetischen Operationen, die doch grade durch die 
Kühnheit, mit welcher sie allen entstehenden imaginären Grössen zum 
Trotz konsequent durchgeführt wurden, einen grossen Theil ihrer Er- 
folge erzielen. Vorhin wurde nun gezeigt, dass diese Verzichtleistung 
auf den Gebrauch eines nothwendig entstehenden Symbols durchaus 
nicht erforderlich ist, wie das logische Gewissen sich vollkommen be- 
ruhigen, richtig rechnen und schliessen kann, sobald man den wahren 
Werth jener Formen zu beurtheilen , logisch zu deuten , gelernt hat ; 
diese richtige Deutung haftet aber nicht am Symbol, sondern ist ge- 
geben durch den Begriff, durch das Denken. Der logische Begriff ist 
die Hauptsache, das analytische Symbol mag sinnlos sein. 

Zu den bekanntesten Beispielen, wo die Symbole und oo einen 
bestimmten Werth anzeigen, gehören die trigonometrischen Funktionen. 
Sie markiren hier die Stellen in der Reihe arithmetischer Werthe, 
ohne dass sie selbst solche wären; sie sind nicht einmal eindeutig, 
sondern markiren unendlich viele verschiedene Werihe in einer fort- 
laufenden Reihe; aber diese Werthe stehen in einem periodischen 
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Konnexe und deshalb sind diese als Grösse sinnlosen Zeichen und x 
als Symbol qualitativ verschiedener Formen werthvoU. 

Der Kalkül kann die Symbole 0, oo, auch in kombinirten Formen 

ergeben , als -77- , — , — , 00 — 00 . In all diesen Fällen muss wie 

U 00 00 

vorhin auf die Genesis dieser Form zurückgegangen und dadurch aus- 
gefunden werden, ob die durch oder — markirte Stelle in den be- 
treffenden Reihen einen Weilh (oder überhaupt eine logische Bedeutung) 
haben ; ist dies der Fall , dann hat auch das zusammengesetzte S}inbol 
einen solchen; ist es nicht der Fall, dann hat meistens schon eiu 
logischer Fehler in der Zusammensetzung des analytischen Ausdruck> 
stattgefunden. 

Bekanntlich werden von der Analyse nur diese kombinirten Formen 

-^ etc. vieldeutige Symbole genannt, und hat die Differenzialrechnung 

auf induktive Weise die Regeln ausgefunden, nach welchen man hierbei 
zu verfahren hat; die bestimmte Form, welche man dem vieldeutigen 

für einen gegebenen Fall zu substituiren hat, wird „wahrer Werth 



00 

00 



jener Symbole" genannt Der logische Ausdruck heisst „Genesis jenet 
Foim" und die logische Entwickelung zeigt, dass eine vielgestaltige 
Genesis schon den Elementen und 00 zukommt; wäre das nicht, s«» 
könnten auch viele ihrer Kombinationen keine Vieldeutigkeiten erzeugen. 



B. KAPITEL IV. 



DIE GLEICHUNGEN. 



§ 1. 

BegrifT der Gleichungen. 

Die Gleichung ist die Hauptform der analytischen Entwickelung. Im 
Allgemeinen werden zwei vei'schiedene Aussagen (Seiten der Gleichung) 
durch die Zeichen der Gleichheit = oder Ungleichheit -< > verbunden; 
Es werden also zwei oder mehrere Setzungen in einem einheitlichen 
Akte verglichen ; die trennende (setzende) und verbindende (vergleichende) 
Thätigkeit ausgeübt; jene Kardinalfunktionen oder Doppelthätigkeit, 
welche man eben Denken nennt. Die Parallele des Denkens über- 
haupt in Satzfoim und des Denkens der Kombinatorik in Gleichungen, 
lässt sich durchgehends verfolgen. Ebensowenig wie im allgemeinen 
Satze (Spezialfälle ausgenommen) eine Identität statuirt wird, ebenso- 
wenig in der Gleichung. Im Satze ist das Subjekt Oberbegriff, und 
die Kopula bezeichnet einen durch das Prädikat bestimmten Unter- 
begriff, als im Subjekte enthalten. In der Gleichung ist ein und der- 
selbe Inhalt in zwei verschiedenen Formen (gegeben durch die zwei 
verschiedenen Seiten der Gleichung) dargestellt. Dieser arithmetische 
Inhalt steht parallel dem Merkmal, welches in der Satzfoim direkt 
durch das Prädikat bezeichnet wird, und gleicherweise in dem Sub- 
jektbegriffe (der anderen Begriffsfonn) enthalten ist. In dem Satze 
„das Eisen ist" schwer" wird der identische Inhalt schwer sowohl in 
der Subjektform Eisen, wie in der Prädikatform schwer statuirt. 

Die Wahl, Was in den Gleichungen als Form oder als Inhalt be- 
trachtet werden soll, ist von der gi-össten Bedeutung für die Entwicke- 
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lung analytischer Gedanken; diese Wahl steht vollständig im Belieben 
des Analysten, weil ein jeder arithmetischer Inhalt eine Form da 
Denkens ist; in der Analysis kann deshalb ein jeder Inhalt als Fonn 
der Entwickelung, und eine jede Form als materialer Inhalt betrachtet 
werden. In der richtigen Wahl, dem zweckmässigen Wechsel dieser 
beiden Betrachtungsweisen liegt die schöpferische Kraft des Analysten, 
welche bei dem Einen instinktiv divinatorisch auftritt, während bei 
einem Anderen eine solche Synthesis vieler Gedanken nicht erscheint 
wenn auch beide über dieselben technischen Htü&mittel und Fertig- 
keiten verfugen. Der schöpferische Mathematiker muss deshalb ebenso 
llber eine gevrisse deduktive Phantasie verfügen können, wie ein jeder 
Denker auf anderen Gebieten. Der logisch richtige Schluss und die 
induktiv gelernten Formeln, mit sammt den sogenannten analytischen 
Künsten bringen ohne Phantasiethätigkeit keine neuen Resultate zn 
Stande. 

Wenn wir überhaupt Etwas von zwei verschiedenen Gesicht>- 
punkten aus betrachten können, und diese beiden Betrachtungsweisen 
sind dem Funktionalbegiiffe nach vollständig, so können sie als die 
beiden Seiten einer Gleichung mit einander verbunden yrerden. Man 
kann dann häufig die Begriffe, welche auf beiden Seiten maassgebend 
waren, ihrem logischen Konnex nach durch die Vermittelung jen»*? 
Oberbegriffs „Etwas, von bestimmtem Inhalte" erkennen, was direkt 
nicht möglich war. 

Wird z. B. ein Kreis Gegenstand der Betrachtung, so kann er 
definirt werden als Gebilde, bestimmt durch einen konstanten Radios: 
und auch, als bestimmt durch ein gewisses Verhältniss zweier Koor- 
dinaten. Die bestimmte Länge des Radius ist ein Grössenbegriff, da.< 
Koordinatenverhältniss aber eine Bestimmung der Lage (Richtungs- 
begriff). Die Konstanz des betrachteten Etwas — Kreis (einerlei oh 
wir ihn Begriff oder Ding tituliren) — ennöglicht nun den Grössen- 
begriff zum Richtungsbegriff in logischen Konnex zu bringen, aus wel- 
chem wir sodann auf alle weiteren Anwendungen dieser Begiiffe auf 
Dinge apriorisch schliessen. 

Um an das berühmte noch beständiger Kontroverse dienende Bei* 
spiel Kants anzuknüpfen, sei die Zahl 12 der Gegenstand. 7 -f 5 = 12 
ist eine Gleichung. Werden ihre beiden Seiten nur dem Inhalte nach 
betrachtet, so ist sie eine Identität, also kein synthetischer Satz. Wird 
sie der Foim nach betrachtet, so sagt sie aus, dass ein Ganzes als 
Summe in sehr vei*schiedene Theile zerlegt werden kann. Man kann 
aber noch weitergehen und die Einzelzahlen als Repräsentanten zahl- 
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theoretischer Qualitäten ansehen ; in welchem Falle die Gleichung aus- 
sagt , dass gewisse Eigenschaften der Zahlen einen gewissen Zusammen- 
hang haben, denen aber die Zahlen als reine Summen betrachtet, sehr 
fremdartig sind. Vielleicht fühlten ähnliche Gedanken Kant zu seiner 
betreffenden Behauptung, die aber, wie in Buch A. ausgeführt, nicht 
zutreffend ist. Hier sollte nur an einem ganz einüachen Beispiele 
gezeigt werden f wie auch ein jedes arithmetische Gebilde symboUsche 
Form qualitativer Unterschiede sein kann; die aber nach dem Satze 
der Identität behandelt — welcher Satz in den mathematischen Ope- 
rationen die Form erhält ,, Gleiches gleich behandelt ei'zeugt Gleiches^ 
— den logischen Konnex zwischen den verschiedensten Fomen (Quali- 
täten der Denkbegriffe) erkennen lässt. 



§2. 

Das Gesetz der Homogenität. 

Dem Identitätsatze gemäss muss sowohl bei Aufstellung wie bei 
Deutung einer Gleichung der Einheit bei allen Einzelgliedern dei*selbe 
Begriff beigelegt werden, denn qualitativ Verschiedenes lässt sich nicht 
nach Einheiten vergleichen; natürlich kann der Begriff, welcher bei 
Deutung der Gleichung jener Einheit beigelegt wird , ein anderer sein, 
als deijenige, welcher bei Aufstellung der Gleichung zu Gmnde gelegt 
wurde. Weil man in der Geometrie gewohnt ist, den vei'schiedenen 
I*otenzen vei-schiedene Einheitsbegriffe (Linie, Fläche, Köiper etc.) 
beizulegen, deshalb sprach man obiges Gesetz in deni Satze aus: „nur 
homogene Gleichungen haben geometrische Bedeutung". Es ist dies 
ein Spezialfall des schon B. III. 7 ausgeführten allgemeinen Satzes. 
Aus der logischen Berechtigung bei Aufstellung einer Gleichung die 
Einheit anders zu deuten, als bei einer späteren, aus dieser Gleichung 
entwickelten neuen Form, entspringt auch die Berechtigung mit nicht 
homogenen Gleichungen zu operiren; dieselben erweisen sich hierbei 
nicht allein als eine abgeküi-zte Manier, viele qualitätvei-schiedene 
Gleichungen als Agi-egat in eine einzige zusammenzuschreiben, sondem 
auch als zweckmässiges Mittel, um die inneren Konnexe dieser Quali- 
täten zu erkennen. 
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§3. 

Fundamentalsätze der Gleichungen. 

Soll ein unbekannter Faktor a eines Gebildes (ps (a , h^ c , ) 

bestimmt werden, so ist dazu noth wendig, dass sowohl das Ganze <fj 

wie alle übrigen Bestimmungsstttcke h, c , cZ , desselben bekannt 

seien. In diesem Falle kann a den übrigen Faktoren des Gebildes in 
einer Gleichung als Unbekanntes dem Bekannten gegenübergestellt 
und arithmetisch ausgewerthet werden. Die ganze Gleichung ist eine 
Darstellung des funktionalen, d. h. logischen Gebildes 9>,. Sind mehrere 
Elemente des Gebildes unbekannt, so ergibt sich eine Gleichung mit 
mehreren Unbekannten, die deshalb nicht eindeutig bestimmt werden 
können, sondern Systeme von Bestimmungen als sogenannte Lösunu 
zulassen, nach den allgemeinen Sätzen, welche zwischen logischen 
Produkten und ihren Faktoren gelten. Dass bei der algebraischen 
Schreibweise der Gleichungen die Bestimmungsstücke nicht immer in 
der arithmetischen Faktorenform, sondern auch als additive Glieder etc. 
vorkommen, ändert hieran Nichts; denn in logischem Sinne ist ein 
jedes Gebilde ein Produkt; keine richtige Gleichung macht hiervon 
eine Ausnahme. 

Mehrere solcher Systeme von Lösungen dargestellt durch ver- 
schiedene Gleichungen (vei-schiedene Gesammtgebilde , welche aus den 
bekannten und unbekannten Elementen ei'zeugt werden) ergeben die 
eindeutige Bestimmung der Unbekannten, wenn die Anzahl der ver- 
schiedenen (pg gleich der Anzahl der Unbekannten ist; aus dem ein- 
fachen Gininde, weil in diesem Falle das System der vielen Gleichungen 
mit mehreren Unbekannten in einer jeden nur eine andere Schreib- 
ai*t ist für ebensoviele neue fg mit je einem unbekannten Faktor. 

Man ordnet die Gleichungen nach Potenzen des unbekannten 
Faktors. Nui* diejenigen Gleichungen, welche denselben einfach (in 
der ersten Potenz) enthalten, sind bestimmte Gleichungen, in wel- 
chen der ai-ithmetische Weilh jenes Faktors (nach üblichem Ausdruck 
der unbekannten Grösse x) ausgerechnet werden kann; denn eine 
höhere Potenz der x ist ein arithmetisches Produkt (zu untei-scheitlen 
von einem logischen Produkt) und als solches nicht eindeutig. 
Gleichungen höherer Grade sind deshalb im Allgemeinen nur Formal- 
gleichungen, d. h. ihnen kann durch gewisse Foimen (algebraische 
Komplexe) genügt werden, abgesehen von jedem materialen Inhalt, 
welcher diesen Komplexen gegeben wird. Ist es Zweck der Gleichungen, 
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arithmetische Werthe auszurechnen, so muss das x schliesslich in eine 
Gleichung ersten Grades gebracht werden — wenigstens dem logischen 
Sinne nach. Eine Gleichung ersten Grades in logischem Sinne ist 

aber auch x = V m, wenn unter jener Wurzel die positive Zahl m*' 
verstanden wird. 

Logischer Beweis des Satzes, dass Jede G^lelehung eine 
Wurzel hat. 

Aus der Definition der allgemeinen (algebraischen) Gleichung als 
Daretellung eines Gebildes der Kombinatorik durch eine symmetrische 
Funktion bekannter und unbekannter Glieder (Formen) ei-gibt sich 
sofort der Satz, dass „jede Gleichung eine Wurzel haben muss, deren 
allgemeine Fonn die Allziffer ist". 

Wurzel nennt man einen arithmetischen Ausdi-uck, welcher, an 
Stelle des unbekannten x gesetzt, sich mit den bekannten Theilen der 
Gleichung zu einer Identität beider Seiten auflöst. 

Die allgemeine Gleichung wird geschrieben: 

In dieser Gleichung kann ein jeder Buchstabe nichts mehr noch 
weniger bedeuten, als eine arithmetische Foi-m, also durch eine All- 
ziffer darstellbar. 

Auch das x kann gar nichts Anderes bedeuten, wenn es über- 
haupt einen Sinn haben soll. Das Hinschreiben einer symmetrischen 
Funktion wie oben hat also zur Voraussetzung, dass x und ein jeder 
andere Buchstabe eine Allziffer bedeutet. Die Frage der quantitativen 
Betrachtungsweise — ob eine jede Gleichung eine Wurzel habe — 
ändert sich nach dem Vorherigen in: 

Ist es fllr alle Fälle erlaubt, eine solche Verbindung von All- 
ziffem wie oben, der Null gleichzusetzen? 

Zu ihrer Beantwoitung dient der früher gefundene Satz, dass 
der Nexus einer symmetrischen Funktion durch zwei ihrer Glieder 
vollständig bestimmt ist, obige Frage reduzirt sich dadurch auf die 
einfachere: 

Ist (wi -f- nAy + (/i + v.t)? = 

oder vielmehr, können ihre homogenen Bestandtheile 

^« 4- B* = 

(CAy + (2).»y = 

für alle Fälle richtige Gleichungen sein? Dass dies der Fall ist ergab 
B. ni 5. 
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Dieser logische Beweis ist ebenso streng wie die komplizirten 
analytischen Beweise von Gauss, Cauchy u. A.; er hat aber ror 
diesen den Vortheil, einen unmittelbaren Einblick in den logischeD 
Zusammenhang arithmetischer Foimen zu gewähren, währenddem die 
analytischen Beweise auf ihren verwickelten Umwegen wohl den 
Zusammenhang technischer Operationen, aber nicht denjenigen der 
auch diesen letzteren zu Grunde liegenden Begriffe verfolgen lassen. 

Das Gauss mit diesem Beweise zufrieden gestellt worden wäre, 
dttifte sich aus seinen eigenen Betrachtungen als wahrscheinlich 
ergeben'®). 

Durch obigen logischen Beweis wird natürlich das analytische 
Interesse an den technischen Beweisen nicht im Geringsten geschmälert, 
und ebensowenig die weiteren Erfolge der Analytiker, welche sich an 
jene Beweise anschlössen, in ihrem Werthe herabgesetzt 

Man hat mehrfach die vorliegenden Fragen unnöthigerweise kom- 
plizirt dadurch, dass man von transcendenten Gleichungen sprach, 
auf die möglicherweise die obigen Schlüsse nicht anwendbai* seien. 
Dem ist zu erwidern, dass transcendente Gleichungen, welche keir 
Wurzel haben, eben dadurch aller Logik gemäss den Beweis liefai: 
dass sie keine Gleichungen sind, sondem ein willkürliches Zusamnnen* 
schreiben heterogener AusdiUcke. Ebensowenig entsteht durch da? 
der Null Gleichsetzen eines solchen Schriftzuges eine Gleichung, wie 
durch das Hinschreiben von „schwarz ist weiss" ein logischer Sau 
entsteht, obschon Subjekt, Prädikat und Kopula zusammengebracht 
wurden. 

Anzahl der Wurzeln einer Gleichung. 

Der Satz, dass eine Gleichung genau so viele Wuraeln hat wie die 
Zalil des Grades der Gleichung angibt, dass die Gleichung vom Grade 
m sich darstellen lässt als ein Polynom von m Faktoren, wirf in den 
Lehrbüchera bewiesen durch successive Division der Gleichung, uml 
den Nachweis, dass nach m maliger Division kein Rest bleibt Diesen 
analytischen Beweis kann man durch eine synthetische Betrachtung 
ersetzen, welche wie die des vorhergehenden Satzes den Vortheil 
hat, einen unmittelbaren Einblick in die Natur der Gleichungen zu 
gestatten. 

Während die analytische Technik die Betrachtung der Gleichungen 
untemimmt, als wenn es möglichei-weise geheimnissvolle SchiifUüge oder 
vom Himmel gefallene Thatsachen wilren , muss die logische Auffassung 
stets voraussetzen, dass es symbolisclie Darstellungen eines Komplexe> 
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von Denkoperationeii sind, die wir nur deshalb analysiren können, 
weil wir gie vorher synthetisch aufgebaut haben. Alles, was nicht 
apriori konstruirt werden kann , ist kein Gegenstand der Kombinatorik ; 
von einer logischen Untersuchung solcher in Formeln gebrachter Be- 
bauptung kann also keine Rede sein. Die Frage ist also: 

Wie kann das Gebilde 

Aar + + ^ = 

entstanden sein; welches sind seine einfachsten Pllemente, und durch 
welche Denkoperationen gruppirten dieselben sich zu obiger Form? 

Die foimale Bedingung, welche diese Gleichung stellt, ist, dass x 
ein irreduzibles Bestimmungsstück in dem Ganzen sei, man also von 
dem X als einem Elemente des Gebildes ausgehen muss; und weiter 
sagt die Gleichung, dass wenn an Stelle dieses x eine gewisse AU- 
zi£fer gesetzt wird, sich das Ganze zu einer Identität auflösen muss. 
Dieses Element finden wir nun als Potenzen von x in der Schlussform 
der synthetischen Konstiiiktion. Es gibt aber keine andei'e Art, um 
aus :r ein rr* zu konstruiren als durch m fache Multiplikation mit ihm 
selbst. Jede andei'e Operation, welche aus x das oi?"" erzeugt, muss 
sich auf diese m fache Multiplikation zuiilckführen lassen. Wir brauchen 
auf alle anderen Operationen, welche ausser dieser mfachen Multipli- 
kation möglicherweise noch stattfanden, gar keine Rücksicht zu nehmen ; 
mögen deren stattgefunden haben oder nicht, jedenfalls musste auch 
die m fache Multiplikation ausgefühi*t worden sein. Ausgehend von 
dieser conditio sine qua non können wir die anderen noch möglichen 
Operationen in Betracht ziehen, welche gleichzeitig mit jener mfachen 
Multiplikation stattfinden konnten. 

Die allgemeinste Form aller möglichen begleitenden Operationen 
wird ausgedrückt, indem man bei jeder der m Multiplikationen einen 
von X abhängigen und einen von x unabhängigen Operations- 
kreis mitwirken lässt; oder kui'z algebraisch gesprochen, indem man 
statt m einfache Multiplikationen von x^ m Binome von der Form 
{±: ax + b) voraussetzt, welche diese Multiplikation zu Stande gebracht 
haben. Ein jedes in Form der Gleichung bestimmte, analysirbare 
Gebilde , welches die m^ Potenz eines irreduziblen Bestimmungsgliedes 
enthält, ist demnach konstruirbar als Produkt von m Faktoren bino- 
mischer Form, welche ein jeder einen von x abhängigen und einen 
von X unabhängigen Theil enthält, welche beiden Theile symmetrisch 
verbunden sind. Diese Binome können identisch sein, und in diesem 
Falle enthält die Gleichung gleiche Wurzeln. Wenn blos mit einem x 
multiplizirt wird, ohne ein begleitendes Glied 6, so entsteht keine 

höhere Gleichung. 

U 
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Andere Wurzeln als die durch eine bestimmte Anzahl Binomien 
gegebenen, kann die Gleichung nicht haben, weil ein jedes Produkt nur 
durch eine bestimmte Anaahl Faktoren erzeugt werden kann, sofern 
das Produkt selbst ein bestimmtes sein soll. 

Wenn man nach dieser genetischen Betrachtungsweise die BilduDn 
der Gleichungen verfolgt, so sieht man nach einander alle die Satze 
der Theorie der Gleichungen, die Bedeutung der einzelnen Koeffizienten, 
entstehen. 



\ 



B. KAPITEL V. 

QÜALITATRTS BETRACHTUNG DER 

ZAHLEN. 



§1. 

Leitprinzip. 

Es wurde B. III. 2 angedeutet, dass auch einfache Summen, als 
Individualganze aufgefasst, einer qualitativen Betrachtung unterworfen 
werden können. Die Zahlen sind solche Summen. Die Elementar- 
arithmetik sieht in ihnen weiter nichts als Anzahlen, quantitative 
Summen, und benutzt sie demgemäss zur Bestimmung des materialen 
Inhaltes kombinatorischer Gebilde. Aber schon die heutige Zahltheorie 
betrachtet sie auch von einem qualitativen Standpunkte, indem sie die- 
selben au£fasst als Produkte von Faktoran. Hierbei gelangt sie schliess- 
lich zu in*eduziblen Faktoren, den Primzahlen. Die Primzahlen sind 
also die letzten Elemente der Zahlgebilde, und machen sich dieselben 
in zusammengesetzten Zahlen in ähnlicher Weise bemerklich, wie die 
chemischen Elemente in zusammengesetzten Körpern. Man wird des- 
halb die Eigenschaften der zusammengesetzten Zahlen schon in der 
heutigen Kongruenzentheorie erklfti*en müssen aus den konstituirenden 
Primzahlen und ihrer Verwendung als Faktoren zur Bildung der zu- 
sammengesetzten Zahlen. Die Eigenschaften der Piimzahlen sind bis- 
her nicht untersucht worden; hauptsächlich weil hierbei nur qualitative 
Betrachtungen gefordeil werden können, zu welchen sich die Mathe- 
matiker bis jetzt nicht entschliessen konnten in der Meinung, dass 
dies Gebiet der exakten Wissenschaft fem liege. 

In der Arithmetik wurde aber schon der Begiiif der Qualität bei 

den verschiedenen Einheiten angewendet; dieselben werden B. III. 6, 7 

14 • 
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vollständig definirt und durch qualitative Verbindung ineinander über- 
geführt. . Ganz dieselbe Aufgabe steht auch der Zahltheorie bevor; sie 
wird aber hier unendlich weit komplizirter und mannigfaltiger 
ausfallen, weil statt der vier einzig möglichen Einheiten der Arith- 
metik eine un^dliche Anzahl von irreduziblen Elementen, den Prim- 
zahlen, auftreten. 

Der Inbegriff aller Eigenschaften einer Zahl — einerlei ob die- 
selben sich durch quantitative Zerlegung nach Faktoren, Angabe der 
konstituirenden Primzahlen, begriffliche Auslegung der Primzahlen, 
oder wie immer sonst sich angeben lassen — werde zahltheore- 
tischer Charakter der beti-effenden Zahl genannt, im Gegen- 
sätze zur arithmetischen Definirung der Zahl als Summe von Ein- 
heiten. 

Eine jede Zahl stellt sich in dieser Betrachtungsweise als ein 
spezifisches Individuum dar, ungleich (qualitativ vei*schieden) zu jedem 
anderen Zahlindividuum. Bei dieser Betrachtung der Zahl kann man 
unterscheiden ihre (äussere) Form als Ganzes anderen Zahlfonnen 
gegenüber, und ihren Inhalt als Gesammtheit von vielen Einheiten 
oder sonstigen irreduziblen Elementen (etwa Primzahlen), welche sidi 
zu vielfachen Unterkomplexen gliedern können, und solcherweise in 
vielfältiger Kombination diesen Inhalt dai-stellen, ohne doch die Gleich- 
werthigkeit der Einheiten aufzuheben. Eine jede Zahl wird kraft ihres 
bestimmten Inhaltes nur eine bestimmte Anzahl von Unterkomplexen 
zulassen. 

Diese Betrachtung der Zahl ihrem Inhalte nach werde genannt 
als ZahlkKrper; ein Ausdi-uck, welcher in ähnlichem, wenn auch 
vorläufig viel speziellerem Sinne schon in der Zahltheorie gebraucht 
wird. Diese qualitative Betrachtung des Inhaltes eines Zahlkörpers 
ist also wohl zu untei*scheiden von dem quantitativen Inhalt der Zahl. 

Man wird nun fragen, was denn unter weiteren Eigen- 
schaften als denjenigen der heutigen Zahltheorie zu denken sei; 
ob vielleicht die Pythagoräischen Zahlideen in weiterer Ausdeh- 
nung vorgeschlagen werden sollten? Das letztere wird nicht 
beabsichtigt, obgleich es möglich ist aus dieser Zahlmystik einen 
logischen, wenn auch sehr spärlichen, Kern herauszuschälen. Das 
.Pythagoräische Prinzip war, „dass die Zahl das Wesen aller Dinge, and 
die Organisation des Universums überhaupt in seinen Bestimmungen 
ein harmonisches System von Zahlen und deren Verhältnissen sei**. 
Zur Aufstellung dieses Prinzips wurden die Pythagoräer veranlasst, 
durch die vorhergegangene unbewusste Annahme eines anderen Prin- 
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zips, was ebenso der Begründung ermangelte; nämlich eines Gegen- 
satzes von „Sinnlich und Geistig**. Weil zwischen diesen beiden 
Entitäten die vermittelnde Brücke fehlte, wurde versucht, dieselbe 
durch das Mathematische herzustellen, welches sowohl Geistiges wie 
Sinnliches zu enthalten, von dem Einen in das Andere übergehen zu 
können schien. In den Entwickelungen hier ist dagegen jedes dogma- 
tisch hingestellte Prinzip, und besonders der Gegensatz von „Geistig- 
Sinnlich" abgelehnt worden. Was aber gesagt werden darf und muss, ist, 
dass alles Wirkliche nach den beiden korrelativen Begriffen „quantitativ- 
qualitativ" bestimmt wird, und dass aus solchen Bestimmungen sich 
erst richtige oder falsche Prinzipien entwickeln. Ueberall nun, wo 
eine dialektische Analyse eines logischen Begriffes durchführbar ist, 
d. h. wenn verschiedene logische Begriffe in begrenzter Anzahl ein 
Ganzes bilden ^ kann unter gewissen noch zu erörternden Bedingungen, 
jene Anzahl der verschiedenen Begriffe als Zahl Repräsentant des 
logischen Ganzen sein, oder vielmehr als quantitativer Ausdruck einer 
(Qualität verwendet werden. 

Das Attribut logisch wird hier zu Begriff gesetzt um anzu- 
deuten, dass nur solche Begriffe mit Zahlen in Verbindung gesetzt 
werden dürfen, welche eine jede Kritik der Logik bestehen können. 
Hiei*aus ist schon ersichtlich, dass nur formale Bestimmungen (durch 
Denk- und Beziehungsbegriffe ausdrückbare) zur Anwendung gelangen 
dürfen. Alles aber, was den Empfindungsinhalt betrifft (Gefühls- und 
Sinnesbegriffe) lässt sich nicht apriorisch entwickeln, bleibt demnach 
von einer jeden Repräsentation durch Zahlen, Deutung auf Zahlen, 
ausgeschlossen. Das Mathematische ist demnach durchaus nicht Ver- 
bindungsbrücke zwischen Geistig und Sinnlich, selbst nach Pythagoraei- 
scher Interpretation; deäialb mussten sich auch die richtigen Gedanken 
des Systems in Mystik verlieren. 

Der leitende Grundsatz bei der Zahlenanalyse kann nach dem 
Vorigen ausgesprochen werden: 

Wenn ein Begriff aufistellbar ist, dem als Oberbegriff eine be- 
stimmte Anzahl von Unterbegriffen solchergestalt zugeordnet werden 
können, dass diese letzteren dem Oberbegriffe gegenüber denselben 
qualitativen Werth haben, so sind diese Unterbegriffe als Einheiten 
dem Oberbegriff als Zahlindividuum zugeordnet; jene bestimmte 
Anzahl ist eine Zahl der Zahlreihe , und jener Oberbegriff bezeichnet 
die Eigenschaft jener Zahl, ihren zahltheoretischen Charakter. 

Die Analyse der Zahl als Zahlkörper erfordert jedoch, dass nicht 
allein dieser eventuelle Oberbegriff gefunden werde — in den meisten 
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Fällen lässt sich gar nicht erwarten, dass ein solcher aufstellbar 
ist — sondern dass auch alle Komplexe betrachtet werden, welche 
innerhalb der Zahl aus einer kleineren Anzahl von Einheiten und 
ihren gegenseitigen Beziehungen gebildet werden können; also alle 
Kombinationen , welche innerhalb eines q^g denkbar sind , sodass aber 
diese Kombinationen den ganzen Inhalt der yz aufbrauchen. Diese 
Kombinationen können keine anderen als die in A. VII. S. 76 ausge- 
deuteten sein. 



§2. 

Die Zahlen I, 2, 3, 4, 5. 

Sehen wir hiernach, was sich von den einfachsten Zahlen aus- 
sagen lässt. 

Ausser als Summen von Einheiten, haben die Zahlen eine Bedeu- 
tung als Stellen in den Zahlreihen. Diese Stellenwerthe sind sehr 
vei-schieden je nach der Art der Reihe; sei es die Reihe der natür- 
lichen Zahlen 1,2,3,... oder die Reihe der summirenden Operation 
— 00 , , + 00 oder die Reihe der qualitativen Abstufungen als Potenz 
und Logarithmus. Die Betrachtung der Zahlen als Stellenwerthe fikllt 
also zusammen mit der qualitativen Analyse jener Reihen selbst Diese 
bildet den Hauptgegenstand von B. VI. Foimenrechnung ; wenn auch 
unter anderer Benennung. 

Von dem Individualcharakter der Zahlen können wir etwa Folgen- 
des aussagen: 

Die Eins 

trägt den Begriff der Einheit; ist quantitativer Repräsentant dieses 
EinheitbegriiTs der Vielheit und dem Theil gegenüber, als Setzung des 
einheitlichen Ganzen. 

Deshalb eben ist aber Eins auch noch keine Anzahl; drücken 
wir diese letztere Eigenschaft arithmetisch aus, so müssen wir sagen, 
dass die Eins noch keine Zahl ist, weder eine ungrade noch grade, 
weder eine zusammengesetzte noch eine Primzahl ; ein Resultat, welches 
anzuerkennen die Zahltheorie sich genöthigt sieht. 

Die Zwei. 

Wie die Eins Symbol des Setzens überhaupt, des Denkaktes, der 
Identität etc., ist die Zweiheit als OberbegiiflF Ausdnick der (ein- 
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fachen) Wiederholung, der Denkbewegung, des Satzes und Gegen- 
satzes, der kontradiktorischen Differenzirung (Gestaltung), des Unter- 
schieds überhaupt, der Denkthätigkeit als trennende und verbindende 
Funktion. 

Plus — minus, rechts — links, auf— ab, vor — rückwärts, multi- 
pliziren — dividiren , differenziren — integriren , Produkt — Faktor, 

ki-umm — gerade, Foim — Inhalt all dies sind Spaltungen einer 

Einheit in eine Vielheit (einerlei ob diese Vielheit durch die kleinste 
Anzahl ausgedrückt ist) gleichwertiger Elemente (Unterbegriffe). 
Diese Vielheit wird bei obigen Begriffen nur durch die kleinstmögliche 
Anzahl bestimmt, weil kontradiktorische Gegensätze bestimmt werden 
sollen. Deshalb gibt es nur zwei reale Einheiten 4- 1 , — 1 , und 
zwei Rechnungsqualitäten 1 und i. Dass in der Kombinatorik nur 
doppelperiodische Funktionen (deren bekanntestes Beispiel die ellip- 
tischen Funktionen), nicht drei oder noch vielfachere Perioden 
möglich sind, folgt unmittelbar aus der logischen Unmöglichkeit von 
mehr als zwei Rechnungsqualitäten; ein Satz, an dessen weitläufigen 
sogenanntei) analytischen Beweis unnöthiger Scharfsinn vei-schwendet 
wird. 

Die Zwei ist als kleinste Anzahl auch erste Primzahl, erste 
paarige Zahl, einzig mögliche paarige Primzahl. Deshalb sind auch 
keine anderen Kombinationen ihrer Einheiten als eben zu dem Komplex 
zwei möglich; eine weitere Betrachtung der Zwei als Zahlkörper 
demnach ausgeschlossen. Es ist die einzige Zahl, bei welcher sich 
Form und Inhalt vollständig decken, sowohl in allgemein philosophi- 
scher wie in zahltheoretischer wie in arithmetischer Auffassung. 

Die Drei 

ist die Anzahl der logischen Theile im Satze, und als solche zuweilen 
ganz instinktiv, zuweilen mit mehr oder weniger logischem Bewusstsein, 
als ein personitizirtes Prinzip in die meisten mythologischen und mysti- 
schen Bildungen übergegangen. Stellen wir diese logischen Bestim- 
mungen in ihrer abstraktesten Gestalt zusammen als: 

1. Setzung des Einen 

2. Setzung des Anderen 

3. Verbindung beider Setzungen, 

so zeigt sich , dass die dritte vermeintliche Einheit ungleichartig den ' 
beiden ersten ist, dass also von einer Satzqualität als zahltheoretischer 
Charakter der Drei nicht die Rede sein kann. 

Versuchen wir die Di*ei als Zahlkörper zu analysiren und schreiben 
sie zu diesem Zwecke 
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V« = «1 «2 «3 

womit aasgedrttckt werden soll, dass jede Einheit in der Zahl denselben 
Werth dem Ganzen gegenüber haben soll, aber auch gleichzeitig indi- 
vidual bestimmt bleibt bei etwa möglichen Unterkomplexen innerhalb 
der Drei. 

Bilden wir nun alle Veränderungen und Unterkomplexe, welche 
aus dieser q)g hervorgehen können, so erhalten wir: 

(h <h <h (h <h <h 



Ct^ Ck^ Ol Ol O) Os 



Oj Ol a$ i 



als Peimutationen, 



} als Unterkomplexe. 
a% Ol (h ^i 03 Ol J 

Diese vollständige Aufzählung der in einer Anzahl von Einheiten 
möglichen Beziehungen und Formkomplexe möge heissen: 

»synthetische Darstellung: des Zahlkörpers^. 

In diesem graphischen Bilde sind alle Bewegungen des Gedankens 
(Denkmöglichkeiten) dargestellt, welche der Zahlkörper Drei beher- 
bergen kann. 

Dieses Bild können wir wesentlich vereinfachen, übersichtlicher 
machen, indem wir es in Foim einer cyclischen Permutation schrei- 
ben, als: 

Ol 

/ \ = y, (3) 
o, — 03 

in der Form eines gleichseitigen Dreiecks. 

An dieser Figur können wir alle Einzelheiten ablesen, welche in 
der ausführlichen synthetischen Darstellung des Zahlkörpers 3 ange- 
zeigt werden. Wir bemerken dabei als charakteristische Eigenschaft 
der Zahl Drei, welche keiner anderen Zahl zukommt (ausgenommen 
die Zwei, von der man in beschränkterem Sinne dasselbe sagen 
könnte) 
dass in allen Variationen eine jede Einheit auf dieselbe Weise, 
nämlich unmittelbar, in jede andere Einheit übergehen kann — oder 
in anderer Ausdrucksweise: dass in allen Variationen zwischen je 
zwei beliebigen Einheiten nie eine andere stehen kann. 

Die vorher geschriebenen Permutationen mOssen natürlich als 
cyclische gelesen werden; denn nur in einer solchen, worin von dem 
Endgliede zum Anfangsgliede zurückgekehrt wird, kann der Charakter 
der Zahlen ausgedrückt werden; nämlich als der eines Ganzen, inner- 
halb dessen eine jede Einheit denselben Werth und dieselbe Beziehung 
zum Ganzen hat; wo also jeder Einheit der Charakter alslndividuam 
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zakommt, anerkannt durch einen Zi£ferindex; worin aber keine 
Einheit auch etwa einen Stellenwerth hat, der Zifferindex also 
nicht auf einen solchen zu deuten ist. 

Graphisch wird diese Natur der Zahlen ganz gut ausgedrückt 
<Iurch Setzung der einzelnen Einheiten einer Zahl auf eine Kreis- 
Peripherie in gleichmässigen Distanzen. Dem Ganzen der Zahl gegen- 
über, werde nun als Repräsentant dieses Ganzen die Kreislinie, die 
Kreisfläche oder der Mittelpunkt angesehen, hat eine jede Einheit als 
Distanzpunkt oder auch als Kreisliniensegment, Polygonalseite, Ki'eis- 
flächensegment , denselben Werth. Während nun bei der Zwei und 
Drei alle Distanzen gleich ausfallen — alle direkten Beziehungen 
zwischen je zwei Einheiten — findet dies bei allen anderen Zahlen 
nur für eine bestimmte Folge derselben statt. 

Dieser Charakter des unmittelbaren Uebergangs von einer Bestim- 
mung in die andere ist Nichts Anderes, als was wir Stetigkeit der 
Veränderungsmöglichkeit nennen; den Oberbegriff solcher Stetigkeiten 
bezeichnen wir als 

„absolutes oder allseitiges Kontinnum". 

Suchen wir nun unter den vermeintlich empirischen Wahrnehmun- 
gen Etwas heraus, was dieser foimalen Bestimmung des absoluten 
Kontinuums entspricht, so begegnen wir gleich dem Raum und seinen 
drei Dimensionen, als di*eier gleichwerthiger Unterbegiiffe , welche in 
ihrem Verein den Raum als Ganzes konstituiren , sich ihm als Ober- 
begriff subsumiren. Ein jeder dieser Unterbegriffe On dm hat in dem 
absoluten Kontinuum neben seiner Gleichwerthigkeit noch die Bedeu- 
tung einer mittleren Stellung zwischen seinen Nebenbegriffen, 
und als Komplex von je zwei Elementen a» und a^ trägt er auch das 
Merkmal des kontradiktorischen Gegensatzes; einer Beziehung von o» 
auf o«, , und einer entgegengesetzten von Om auf 0«. Die synthetische 
Darstellung der (3) ist also identisch mit vollständiger Analyse des 
Raumbegi-iffes. 

Die Thatsache , dass die Zahl 3 die einzige ist, deren synthetische 
Darstellung sich in einer Figur auf ebenem Papier wiedergeben lässt, 
zeigte schon ihre enge Verbindung mit dem Raumbegriffe. 

Nun könnten zwar die Anhänger des n Dimensionen-Raumes sagen : 
ja wenn wir einen anderen Raum empirisch hätten , so würde uns auch 
ein anders konstruirtes Papier zu Gebote stehen, auf welchem wir 
dann hoffentlich noch höhere Zahlen in derselben Weise figuriren 
könnten wie in unserem jetzigen dreidimensionalen Räume die 
Zahl (3). 
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Dieser formale Einwand zugegeben, so \vürde eine solche Raum- 
gestalt aber gar nichts an der Natur der Zahl Drei ändern, welche, 
wie dargelegt, die Möglichkeit des unmittelbaren Uebergangs, oder 
Verbindbarkeit, der konstituirenden Einheiten aussagt; jener ndimen- 
sionale Raum würde gar nichts an der logischen Thatsache ändeni. 
dass nur eine einzige solche Zahl existiren kann, d. h. logisch gebildet 
werden kann ; denn der Raum konstruiit nicht die Zahlen , sondern die 
denkende Setzung konstruirt dieselben, die Wiederholung des Denk- 
aktes dem Satze der Identität gemäss. Die Künsteleien eines sog. 
Logikkalkuls glauben zwar die Aufstellung einer neuen Soite arith- 
metischer Spezies fertig gebracht zu haben; sie würden sich aber 
vergeblich abmühen, eine neue Art Zahlen zu schaffen, wobei etwa 
zwischen 2 und 4 mehr als eine Zahl läge, welche zu jenen denselben 
üntei-schied 1 hätten. Solange nicht bewiesen wird, dass der ndimen- 
sionale Raum den Satz des Widei'spi'uchs aufhebt und zugleich eine 
andere Manier des Denkens möglich macht, wird ein solcher Raum 
auch nicht die Natur der Zahl 3 verändern, oder was dasselbe sat.'t 
„den logischen Begriff des absoluten Kontinuum." Dass die n dimen- 
sionale Hypothese den Satz des Widerspruchs, damit aber zugleich 
alle Möglichkeit des Denkens, alle Möglichkeit richtiger und falscher 
Hypothesenbildung aufhebt, ist schon in Buch A. bewiesen worden. 

Die Vier. 

Die Vier kann vorab betrachtet werden als 

= 1-Hl— 1 + 1= Summe 
= 2.2 = Produkt 

(f, (4) = 2« = Potenz 



(Ol a^\ 
= X 



= cycliche Permutation. 



In der cyclischen Permutation stellt sie sich dar als ein Gebilde, 
dessen Elemente in zwei gleiche und entgegengesetzte Paare geschieden 
werden können; Paare, welche je nach ihi*er Zusammenstellung sich 
aneinanderachliessen , gegenüberstehen oder durchkreuzen. Hierdurch 
ist die logische Natur des kombinatorischen Einheitsbegriffes ausge- 
sprochen; der Symbole + 1, — 1, + t, — *. Weil diese Einheiten 
(qualitativ) von einander vei'schieden sind, deshalb müssen sie Stufen 
in einer qualitativen, also Potenzreihe sein können ^^). 

Weil dieser Einheiten nur eine bestimmte Anzahl logisch möglich 
sind, und eine jede eine mittlere Stellung (mittlere qualitative Bedeu- 
tung) zwischen zwei anderen Einheiten hat, deshalb muss diese Potenz- 
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reihe zugleich eine cyclische sein. Dies Resultat muss ihre arith- 
metische Potenzirung ebenso ergeben wie ihre logische Definition. Wir 
erhalten : 

Stufe — 00. ..5 4 3 2 1 1 2 3 4 5....+oo 

Zahlqualität od. Basis -f i 

quantit Werth —t+1 +i —1 — t +1 +i —1 — i +1 +t 

Man könnte nun fragen, ob nicht die Aufstellung des + i als 
Basis der Potenzreihe eine willkürliche Wahl sei? Dem ist nicht so. 
Voi-ab kann nur eine positive Einheit als wirkliche Qualität gelten; 
sonst würde man gleich die reale Konstruktion negiren. Es handelt 
sich also nur um -*- 1 oder + i bei jener Wahl. Ebenso nun wie nur 
die Allziffer das allgemeine Symbol der kombinatorischen Gebilde sein 
kann, weil sie alle logischen Gegensätze in sich enthält, ebenso kann 
auch nur das + i als Basis der qualitativen Einheitsreihe gesetzt 
werden, weil es die logischen Gegensätze in sich enthält. Aus der 
absoluten ewig unveränderlichen Einheit kann nie etwas Anderes 
werden als sie ist; soll eine Vei'schiedenheit durch Stufensetzung zum 
Vorschein kommen, so muss schon eine Verschiedenheit in der Basis, 
und in der Einheit der Stufensetzung dieser Basis liegen. Die einzig 
möglichen Verschiedenheiten in der Kombinatorik sind aber die logi- 
schen Gegensätze; wird demnach eine Einheit als qualitative Basis 
gefordert, so muss diese symbolische Einheit obige Gegensätze schon 
enthalten. Deshalb kann nur + i als Basis der Potenzreihe nach den 
Stufen — 00 , 0, + 00 gelten, wenn der Cyclus + 1 4- t — 1 — t 
erzeugt werden soll. 

Gehen wir zur synthetischen Dai-stellung des Zahlkörpere Vier: 
so erhalten wir, indem im Folgenden statt a„ einfach n geschrie- 
ben wird 

Die Einheiten 1, 2, 3, 4, 

die zweigliedrigen Komplexe 1,2, 1, 3, 1,4, 2, 3, 2, 4, 3, 4, 

die dreigliedrigen „ 1, 2, 3, 1, 2, 4, 1, 3, 4, 2, 3, 4, 
den viergliedrigen „ 1, 2, 3, 4 

und deren verschiedene Pennutationen. 

Da dieser Dai*stellung keine geometiische Figur mehr entsprechen 
kann, so müssen wir auf ein Mittel sinnen, dieselbe übei*sichtlicher 
zu machen. Es scheint mir, dass dieser Anforderung am Besten ent- 
eprochen werden kann durch Schreiben der cyclischen Permutation als 

1, 2, I 2, 3, I |w, 1, 
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eineFoim, welche „geschlossene Reihe^* heissen soll. Diese Reihe 
ist zusammengesetzt aus einer Anzahl von Gliedern, welche die einfachsten 
Unterkomplexe des Gebildes darstellen; und hierdurch ist es möglich, 
die aufsteigende Reihe der höheren Komplexe nach demselben System 
gleichfalls durchzuführen. Man könnte statt eines Gliedes auch einen 
einzigen Buchstaben wie gewöhnlich in der Arithmetik bei cyclischen 
Peimutationen setzen. Bei der hier angewendeten Schreibart Ober- 
sieht man jedoch viel rascher, ob man wirklich verschiedene Reihen 
hat, und ob man auch bei dem ersten Gliede wieder angelangt ist 

Die synthetische Darstellung des Zahlkörpei-s (3) stellt sich in 
dieser Schreibweise als 

12 12 1 
9?, (3)= 12|23|31 = 13|31 



Der Zahlköiper 4 als 



2 3| 3 2 



fi 



h (4) = 



1 2 I 2 3 I 3 1 a. 

• 1 2 I 2 4 I 4 1 ß. 

1 3 I 3 4 I 4 1 y. 

2 3 I 3 4 I 4 2 d. 

Alle Peimutationen einschliesslich deijenigen des viergliedrigeo 
Komplexes können aus diesem Schema abgelesen werden. 

Die Unterkomplexe von je zwei Gliedern sagen Nichts aus zufolpe 
des Charakters der Zahl Zwei, und werden deshalb im Folg^den 
weggelassen. 

Hier begegnen wir einer Eigenschaft, welche wiederum keinem 
anderen höheren Zahlkörper zukommt, wie man sich bald durch Ver- 
such überzeugen kann. In den bei q>z (4) sich ergebenden geschlosse- 
nen Reihen ist nämlich bei einer jeden Reihe, ein jedes Glied zugleich 
auch Glied einer anderen Reihe; und nicht mehr als je ein Glied fbr 
je eine Jede der anderen Reihen. Von der a Reihe steht das eiste 
Glied in /?, das zweite in ^, das dritte in y; und ebenso verhält es 
sich mit den Gliedern der anderen Reihen. Weiter lassen sich aas 
4 Einheiten drei viergliedrige Reihen bilden 

12 23 34 41 

12 24 43 31 

13 32 24 41 
welche denselben Charakter der Begrenzung haben. 

Wir können dies so ausdrücken, dass wir sagen: 

Eine jede Reihe ist vollständig begrenzt durch die Summe der 
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anderen Reihen; es finden also weder Lflcken (freie unbegrenzte 
Seiten der Reihen) in der gegenseitigen Begrenzung, noch doppelte 
oder mehrfache Begrenzungen statt. 

Dies ist wieder ein Ausdruck des allseitigen Kontinuums, 
aber in anderer Weise als sie durch den Zahlkörper (3) zum Ausdruck 
kam. Bei (3) war es die allseitige Ausdehnung, welche durch drei 
Klementarsetzungen zu Stande kam; bei (4) ist es die allseitige 
Begrenzung. 

Dem gegenüber gibt die (3) als 



1 2 I 2 1 
y, (3) = 13,31 

2 3| 3 2 

keine andere Begrenzung, als der Einzelglieder in sich selbst; kein 
Einzelglied begrenzt eine der anderen Reihen. Die (5) dagegen ergibt 
vielfältige Begrenzungen, d. h. mehr Bestimmungsarten, als zu einem 
logischen Kontinuum nothwendig wäi*en. Als logischer Körper vei-sucht, 
wäre die (5) demnach ebenso fehlerhaft wie eine Bestimmung im drei- 
dimensionalen Räume veimittelst eines Dutzend unabhängiger Koor- 
dinaten. 

Das allseitig Begi-enzte nennen wir „geometrischer Körper" ; das 
einfache Korrolar aus dem vorigen ist also: 

„vier Elementarsetzungen machen durch ihre gegenseitigen Beziehun- 
gen einen Körper denkbar" 

woraus natarlich noch nicht folgt, dass 4 Setzungen durch irgendwelche 
beliebige Beziehungen einen Köi'per denkbar machen müssen. 

Bei der obigen Darstellung der (4) war keine Voraussetzung 
^'emacht über die spezielle Natur der Unterkomplexe. Die einfachste 
Verbindung zweier Elemente können wir uns deshalb als einfachste 
Ausdehnungsall denken; und demgemäss die verschiedenen Arten der 
Unterkomplexe als verschiedene Arten der Ausdehnung. Des Weiteren 
müssen wir uns die Ausdehnungen der einzelnen Komplexarten als 
gleich der Grösse nach denken, weil dies der Forderung der Gleich- 
werthigkeit der UnterbegrüFe im Zahlkörper entspricht Durch die 
Substituirung einer kontinuirlichen Ausdehnung an Stelle der diskreten 
Zahleinheit in den Zahlkörpem gewinnen wir die logischen Gebilde, 
zu welchen wir das vorhandene Kontinuirliche — die Empfindungen — 
gruppiren können. 
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Hieraus folgt, dass — ein Einzelglied der geschlossenen ReiheQ 
als einfache Ausdehnung gedacht — ein logischer Körper möglich ist, 
zwischen dessen 4 Elementen gleiche Distanzen stattfinden. 

Des Weitei-en können wir aber auch der Verbindung zweier Glieder 
in einer geschlossenen Reihe einen koiTOspondirenden Begriff beilegen: 
dei*selbe ist wie schon in Buch A. ^die Art des Gegensatzes, 
konträre Verschiedenheit der Beziehungs- oder Verbindungsweise der 
Gliederelemente. " Ist 1, 2 der Gegensatz von 2, 1 der Beziehung 
nach, so muss 2, 3 von den beiden Ei-steren der inneren Beziehun:: 
nach (Richtung) vei-schieden sein. Diese Vei*schiedenheit nennen wir 
„Neigung der Ausdehnungen 1, 2 zu 2, 3 in der Verbindung 1 2 | 2 3. 
oder geometrisch Winkel". Der Analyse des Zahlkörpers entsprechend 
müssen nun auch diese Verbindungen der Unterkomplexe absolut 
gleichwerthig sein. Wenn wir den Zahlköiper (4) also auf einen geo- 
metrischen Körper deuten, wozu wir nach dem vorherigen berechtig 
sind, so ist der Schluss: 

Es gibt einen geometrischen Koi-per, bestimmt durch vier Punkte, 
deren gegenseitige Distanzen gleich sind, und deren durch die Ver- 
bindung je zweier Distanzen gebildete Winkel gleich gross sind. 
Dieser Körper ist zu nennen der absolut regelmässige Zahlkörper, 
geometrisch das Tetraeder. 

Man wird hier gleich an die Kugel als regelmässigsten Körper 
denken. Dieselbe entspricht aber keinem Zahlkörper, welcher letztere 
eine Anzahl von diskreten Einheitbestimmungen voraussetzt. 

Insofern nun kein anderer Zahlköi*per den hier gestellten Anfor- 
derungen logischerweise entsprechen kann, dürfen wir weiter sagen: 

Es ist nur ein einziger durch diskrete Setzungen erzeugter 
absolut regelmässiger Körper möglich , weil nur ein Raum von drei 
Dimensionen logisch, weil nur der Satz vom Widei-spi-uch Prinzip der 
Logik sein kann. 

Die Fflnf. 

Die synthetische Dai*stellung der höheren Zahlkörper bietet keine 
prinzipielle Schwierigkeit Die (5) würde sich schieiben als fünf Kom- 
plexe analog dem (jp^ (4), in welchem die resp. Elemente 

12 3 4 

12 3 5 

12 4 5 

13 4 5 
2 3 4 5 
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ZU figuriren haben. Aus diesen in Fonn des regulären Ftinfseit ge- 
schriebenen Komplexen von je 4 Reihen von je drei Gliedeni, wären 
die viergliedrigen Reihen (Komplexe) durch einen als algebraische 
Funktion des Gebildes ausdiückbaren Rösselsprung abzulesen. Man 
erhält dabei folgende geschlossene Reihen. 

4 sechsgliedrige 

12 fbnfgliedrige 

15 viergliedrige 

20 dreigliedrige. 
Die einzelnen Glieder sind im Allgemeinen fünffach begi*enzt; d. h. 
ein jedes findet sich in sechs verschiedenen Unterkomplexen derselben 
Ordnung; also zuviel des Guten, um eine logische Begrenzung aus- 
zuführen. Mit der Aufstellung solcher Schemata wird man allerdings 
warten bis eine bestimmte Aufgabe vorliegt , welche dieselbe erfordert. 
Dergleichen stehen in naher Aussicht bei der Betrachtung der regel- 
mässigen Körper und der damit zusammenhängenden algebraischen 
Gleichungen höherer Gi-ade. Die hier vorliegende Aufgabe war das 
Raumproblem, und dem entsprechend die Betrachtung der Zahlen 2, 3, 4. 



§3. 

Die allgemeinen Gleicliungen und der Zahlcharaicter ihres 

Grades. 

Der logische Charakter der Zahlkörper (2) (3) (4) — im Sinne 
einer eindeutigen Bestimmtheit der Elemente in einem Ganzen — zeigt 
sich auch bei den algebittischen Gleichungen. Bekanntlich sind die 
allgemeinen Gleichungen der ersten vier Grade lösbar, die höheren 
aber nicht; oder vielmehr nur in Spezialfällen, welche im logischen 
Sinne heissen : in den Fällen , wo die formal höhere Gleichung auf eine 
allgemeine niedere reduzirt werden kann; im algebraischen Sinne: 
wenn die Resolvente einer Gleichung von niedei-em Grade als die vor- 
gelegte ist Es handelt sich darum, den technischen Ausdruck: „die 
Gleichungen der vier ersten Grade sind lösbar", in einen philosophi- 
schen umzuwandeln. 

Die Lösbarkeit einer Gleichung wie einer jeden Frage ist dadurch 
bedingt, dass uns nicht allein Unbekanntes, sondern auch Bekanntes 
in einem gewissen Gegenstande (hier einem arithmetischen Komplexe) 
zur Erklärung vorgelegt wird. Die allgemeine Gleichung 
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erfüllt nun die zu einer logischen Bestimmung zureichenden Bedingunireii 
nicht; denn die ausser dem x noch gegebenen Buchstaben (genannt 
Koeffizienten) sind keine unzweideutigen Bestimmungen, arithmetische 
Werthe, sondern dieselben bedeuten nur bestimmte symmetrische Ver- 
bindungen der möglichen Wui-zeln, wie in der Arithmetik nachge- 
wiesen wird. 

Wie B. IV. ausgeführt ist nur die Gleichung ersten Grades eine 
bestimmte dem Werthe nach; es ist die Aufsuchung eines Faktors aus 
einem bestimmten Produkte, dessen übrige Faktoren bekannt sind — 
diese Ausdrücke in qualitativem Sinne zu vei'stehen. Eine reine 
Gleichung, in welcher der Form nach x potenzirt vorkommt, in welcher 
aber nur reale Werthe (positive Zahlen) als Lösung acceptirt werden. 
ist ebenso eine Gleichung ei-sten Grades. Werden aber arithmetische 
Formen überhaupt (Allziffem) als Lösung zugelassen, so heisst dies: 
nicht Werthe, sondern Formen sollen gesucht werden. Werden 
4 Zahlen gesucht, deren Summe einer gewissen Zahl A gleich ist, so 
bleibt die Aufgabe sehr unbestimmt, weil nicht der Weilh dieser 4 
Zahlen gesucht wird, sondern 4 Formen, welche die durch jene ZaU 
A begrenzte Form ausfüllen sollen. Wird ausserdem noch die tiedingunn 
gestellt, dass jene 4 Zahlen als Produkt einer anderen Zahl B gleich 
sein sollen, so wird die Aufgabe schon bestimmter. Nun liegt es in 
der Eonstniktion des Gebildes, welches wir allgemeine Gleichung' 
nennen, dass nur solche foimale Bedingungen gestellt wei*den, denen 
die gesuchten Foimen (Wui*zeln der Gleichung) genügen sollen, t^ 
wird in der Arithmetik bewiesen, dass die gesuchten AllzifTem durch 
obige Koeffizientenbedingungen vollständig bestimmt werden können, 
wenn ihre Anzahl nicht die Zahl 4 überschreitet. Der logische Grunii. 
weshalb ein solcher Beweis aber überhaupt geführt werden kann — 
also sozusagen, der Nerv des Beweises — liegt darin, dass 4 in jeder 
Beziehung formal gleichberechtigte Bestimmungen sich zu einem Ganzeii 
zusammenschliessen können, dass aber dieses Ganze Unbestimmtheiten 
enthält, nach einem vorher gebrauchten Ausdrucke: nicht allseitig 
einfach begrenzt ist, wenn mehr als 4 gleichberechtigte Elemente 
zusammengefügt werden. Oder umgekehrt: weil, wenn mehr als 4 
Formen zu einem allseitig begrenzten Ganzen zusammengefügt werden, 
diese n Fonnen nicht mehr gleichberechtigt (gleichwerthig der Form 
nach) in Beziehung auf das ganze Gebilde sein können, nicht denjenigen 
Charakter tragen können, welcher „Wurzel der Gleichung" genannt 
wird. 

Hiermit ist die Natur des Tetraeders gekennzeichnet, und so barock 
es klingen mag, sind wir vollständig zu dem Satze berechtigt: 
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„Die Unmögliehkeit eines regelmässigen Körpers von 5 gleichen 
Bestimnmngen ist identisch mit der Unmöglichkeit der Lösung der 
allgemeinen Gleichung fbnften Grades. Der Raum kann nur drei 
Dimensionen haben, weil die Gleichung ffinften Grades nicht lösbar 
ist; oder besser gesagt: weil eine Gleichung fünften Grades kein be- 
stimmtes Ganzes ist." 
In dem arithmetischen Beweise von der beschränkten Lösbarkeit 
der Gleichungen tritt auch der Charakter der Zahl 3 wiederholt und 
als nächste Veranlassung des Charakters der Zahl 4 zu Tage. 

Seien a^ o, o, »4 . . . die Wurzeln einer allgemeinen Gleichung, 
so zeigt jener Beweis, dass die Lösbarkeit der Gleichung dritten Grades 
dadurch bedingt ist, dass der Ausdiiick 

(öl + Q^ a^ + Q Oj,)» 

bei allen möglichen Vertauschungen der Elemente ci^ a^ <h i^^i* zwei 
von einander verschiedene Allziifem ergeben kann; und dies ist so, 
weil eine cyclische Peiinutation von 3 Elementen nichts an dem Ge- 
bilde (3) ändert; weil der Natur der (3) gemäss ein jedes Element 
unmittelbar in irgend eines der anderen übergehen kann. 

Die Lösbarkeit der Gleichung 4. Grades hängt in ähnlicher Weise 
davon ab, dass der Ausdruck 

1) («l + Ol — «S — «4) («l - «t + Ö3 — «4) («1 — «hf — ÖS + «4) 

ein bestimmter, eindeutiger bleibt, trotzdem seine Elemente permutirt 
werden. Dies findet in diesem Falle statt, weil, wenn bei den be- 
treffenden Peimutationen die drei Faktoren des obigen Ausdrucks ver- 
tauscht werden, ein jeder in den nächstfolgenden übergeht; was eben 
nur bei den Zahlen 2 und 3 möglich ist Bei den anderen beiden 
Ausdrücken, welche die Lösbarkeit der biquadratischen Gleichung 
bedingen 

2) (ai -f o, — 03 — 04)« + (oi — o, + Oj —a^y+ (»i — «t — «s + «4)* 
3 {a^ + ai—a^— a^y (»i — «« + «s — 04)* 

+ («1 + «, — Oj — a^)« (»i — «t — «8 -»- Ö4)* 

-t- (oj — o, + Os — aj« (oi — o, — (ij + 04)* 

zeigt sich ihre Bestimmtheit ebenso als Folge des Zahlcharakters 3. 

LSsbarkelt hOherer Olelehungen in SpezIalAUen. 

Weiter zeigt sich der logische Grund der Lösbarkeit einer jeden 
reinen Gleichung 

X = y ö 

Eine solche sagt aus, dass ein reines Produkt aus formal gleich- 
berechtigten Elementen gebildet werden soll, in welcher aber ein jedes 

15 
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Element nicht allein gleichberechtigt dem ganzen Gebilde g^enOber. 
sondern auch in einer arithmetischen Stufenfolge der BeKiehnngeD in 
seinen Mitelementen liegen soll ; während in der allgemeinen Gleiehune 
die absolute Gleichberechtigung der Wurzeln, also sowohl id Be- 
ziehung auf das Ganze wie in Beziehung zu den Mitelementen geordert 
wird. Durch diese Beschränkung wird im geometrischen Bilde die 
Gleichung von einem regelmässigen Köiper zu einer regelmässigen 
ebenen Figur, welche zuweilen als Projektion des Zahlkörpers auf eine 
Ebene betrachtet werden kann, reduzirt. Dadurch bleibt die logische 
Lösung der Aufgabe bestimmt, einerlei wie hoch der Grad der Gleichung, 
wie gross die Anzahl gleichberechtigter Elemente im Ganzen ist. 

Die nächsten Beispiele von Gebilden, die eine bestimmte Anzahl 
formal gleichbei^chtigter Elemente enthalten, bieten uns die regel- 
mässigen Körper, welche Anlass geben zur Aufstellung von Gleichungen 
des so vielten Grades als sie gleiche Flächen, Ecken, Kanten, Winkel 
Diagonalen oder sonstige Bestimmungen enthalten ^^). 

Wenn die jetzt ziemlich allgemeine Ansicht aber die atomistische 
Konstitution der Molekeln chemischer Elemente begillndet ist, wonach 
alle Elemente nur Gruppii-ungen einer Vielheit von qualitätgleichen 
Atomeinheiten wären, so würde sich die Zahlqualität dieser Vielheiten 
auch in dem physikalischen Verhalten der verschiedenen Elemente 
bemerkbar machen; es würde dann an zahlreichen Anlässen nidit 
fehlen, die hier begonnenen Betrachtungen fortzusetzen. 



§4. 

Die Zahlcharaktere e und tt. 

Als Beispiel der Repräsentation qualitativer Begriffe durdi 
cendente Zahlen seien 7t und e erwähnt 

Die Begriffe gerade—krumm in der bestimmteren logischen Defi- 
nition: Konstanz der Richtung, konstant veränderte Riehtang — ., sind 
qualitative Heterogenitäten ; was nicht verhindert, dass diese beMea 
Bestimmungen auf einen anderen logischen Begriff „die AusddimiDg** 
angewendet, begrifflich mit ihm kombiniii; werden können. Die ge- 
wöhnliche Bezeichnung aber als Grössenbegriffe , weil • wie man sagt 
eine gerade und auch eine krumme Linie unter den Begriff der Grösse 
subsumirt werden können, ist zweideutig, d. h. logisch unzulässig. 
Dieser inkoiTekten Subsumtion der Begiiffe entstammt der nnfracht- 
bare Logikkalkul. Die neuen Spezies, welche dieser Kalkül erfand. 
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zeigt schon, d&ss seinem Prinzip ein Fehler zn Grunde liegt, und dieser 
16t der Begriff der Subsumtion, welcher in der logischen Klassifikation 
zulässig ist, bei der mathematischen Behandlung aber durch den Begriff 
der Kombination ersetzt werden muss'^). 

Ebenso wie Identität und stetige Veränderung absolut heterogen, 
ebenso mtlssen „es ihre quantitativen Symbole 1 und n: sein; mit 
anderen Worten n muss eine transcendente Zahl sein*'. Man wird ein- 
wenden, dass es auch rektifizirbare Kui*ven gibt. Allerdings, aber das 
sind keine Kurven von stetig und konstant, d. h. absolut regelmässig 
veränderter Kiümmuug. Ebensogut wie das Produkt zweier Irrational- 
zahlen die Stufe der Irrationalität erniedrigen oder gar eine rationale 
Zahl herstellen kann, ebensogut kann die nicht gleichmässig, konstant 
veränderte Richtung, als Pi-odukt zweier Modi der Verilnderung ein 
rationales Maass der Ausdehnung ergeben. Diese philosophische Be- 
trachtung macht die noch ungelöste Forderung eines arithmetischen Be- 
weises für die Transcendentalität der Zahl durchaus nicht Oberflüssig ^®). 

Die Zahl e wird bestimmt durch die Gleichung 

1 X* 

geschrieben {if{f = if, fordert sie: man solle eine Zahl suchen und 
als Funktion der Einheit bestimmen in solcher Weise, dass sie zu 
einer beliebigen Potenz erhoben, dasselbe Resultat ergibt, als wenn 
jener Bestimmungsmodus 9) auf die Potenzzahl statt die Einheit ange- 
wendet wird. 

Diese Zahl e ist also quantitativer Repräsentant einer Funktion, 
eines Gesetzes kombinatorischer Bildung, welches Gesetz den logischen 
Konnex ausdrückt zwischen den aufsteigenden Potenzwerthen und den 
arithmetischen Stellenwerthen der Zahlen; sie ist das beständige Be- 
haupten des logischen Zusammenhanges, welcher zwischen quantitativer 
und qualitativer Deutungsfähigkeit der Zahlen stattfindet, — und kann 
deshalb nur eine einzige bestimmte Zahl sein, weil ja sonst der 
B^riff dieses Zusammenhanges nicht ein identischer, d. h. logischer, 
eindeutiger, wäre. 

Dass diese Zahl als Ausdruck eines absolut der Quantität hetero- 
genen Begrifis in quantitativem Gewände eine transcendente sein muss, 
scheint mir noth wendig. Denn eine Abstufung der Qualitäten unter- 
einander wie in den Potenzen ist eine Yerhältnissetzung homogener 
Begriffe. Hier dagegen ist die heterogene Verhältnisssetzung ge- 
fordert. 

15 • 
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Das Entwickelangsgesetz e irird ausgedrückt durch 

^""^"*"T"^r:2"^ OTs "^ 

Wir bemerken hier einen regelmässig diskreten Fortschritt yer- 
bunden mit einer stetigen Aenderung dieses Fortschrittes nach dem- 
selben aufsteigenden Qualitätsverhältniss. Unwillkürlich denkt man 
hier an eine gewisse Verbindung der beiden Begriffe gerade und 
konstant gekrümmt 



B. KAPITEL VI. 



DIE FORMENRECHNUNG. 



§1. 

Dynamische Arithmetik als Aufgabe. 

Die Rechnung der Alten beschränkte sich auf die Behandlung 
fester, diskreter Gebilde, wie sie die Natur der naiven Beobachtung 
darzubieten scheint; Gebilde, welche durch eine in sich abgeschlossene 
Kombination des Elementarbegriffs Denkakt mit Beziehungsbegriffen 
erzeugt werden. Die Behandlung der Irrationalbrüche machte hieiTon 
keine Ausnahme, denn sie geschah lediglich nach quantitativer Be- 
trachtungsweise. 

Als aber die dynamischen Fragen der Mechanik eine Lösung for- 
derten — wodurch auch die dynamische Betrachtung geometrischer 
Gebilde angeregt wurde — konnte man sich nicht mehr auf jene un- 
veränderlichen Gestaltbestimmungen beschränken ; nicht allein die dis- 
kret verschiedenen Erscheinungen mussten betrachtet werden, sondern 
auch die Wandlung dei-selben, die Veränderung selbst Essteilte 
sich also das Bedür&iss ein, eine Methode zu ersinnen, welche die 
stetig sich verändernden Gestalten der Beehnang zugänglich 
macht, was nur durch diskrete Symbole möglich ist 

Im Vorherigen wurde gezeigt, wie es möglich ist, die qualitativ 
verschiedenen Begriffe „Produkt, Verhältniss, Potenz'' durch Ziffern, 
d. h. durch Symbole des rein quantitativen Summenbegrifb auszu- 
drücken. Die Lösung war dort ziemlich einfach, weil nur bestimmte 
(unveriinderliche) Verhältnisse stetiger und diskreter Grössen in Betracht 
kamen. Jetzt aber soll das diskrete Symbol den Begriff der 
stetigen Veränderung selbst ausdrQcken; sozusagen den Seins- 
grund, wodurch eine Grösse sich als stetig charakterisirt , ab und 
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zunimmt, entsteht und vergeht. Die Aufgabe erscheint dem zu Gebote 
stehenden Mittel diskreter Symbolisirung so heterogen, dsas 
manche Philosophen den Erfolg einer hierzu ersonnenen Methode daraus 
erklären zu dürfen glaubten, weil gerade der Widerspruch der gewal- 
tigste Alles beherrschende Begriff sei, demzufolge alles Werden nur 
durch die Wechselwirkung solcher Heterogenitäten wie „Sein und 
Nichtsein" zu Stande komme. Die Empiristen bezeichnen zwar eine 
solche (Hegels) Philosophie für die ungenttgendste. Dennoch st^t das 
metaphysische Dogma, auf welchem sie unbewust stehen, obgleich 
sie behaupten gar keine Metaphysik zu treiben, ihre Konstruktion der 
Unendlich kleinen Grössen auf einer ganz ähnlichen Basis; denn ob 
das Sein aus dem Nichtsein, oder das Stetige aus dem Diskreten ent- 
stehen soll , ist ziemlich Dasselbe ; dieser Widerspruch wird weder ge- 
hoben noch gemindert durch Einführung eines Zwischendinges „Un- 
endlich Kleines''. Dem sinnlichen Vorstellen ist dieses Wort aUerdings 
eine Hälfe, als Begriff ist es abä- ein Bastard, ein Produkt heterogener 
Verschmelzungen, die in der Naturgeschichte am Platze sind, aber 
nicht in der Logik. 

Die Aufgabe ist also: 

Der Begi-iff Veränderung, welcher historisch aus den dyna- 
mischen Problemen hei-voi-ging — von dem ganz dahingestellt bleibt, 
ob er in der Natur eine objektive Existenz hat insofern Dinge sich 
wirklich verändern, welcher aber ein logischer Begiiff unserer Auf- 
fassungsweise ist — dieser Begiiff soll durch Zeichen diskreten 
Setzens, d. h. quantitative Symbole, ausgediUckt und dadurch der 
Rechnung dienstbar gemacht werden. 

Wir müssen fest im Auge behalten, dass alles Rechnen auf dis- 
kreter Setzung beruht; alle Ziffern und Verbindungszeichen arith- 
metischer Operationen sind diski*et; sog. transcendente Bezeichnungen 
können in die Rechnung nur eintreten, sofern sie diski'ete Gestalt 
(gewöhnlich in Föim unbegi*enzter Reihen) annehmen. All dies ge- 
schieht aus dem logischen Grunde, weil zur Ausrechnung bestimmter 
Resultate unserem Urtheil bestimmte Ober- und Untersatze unter- 
breitet werden müssen; dies letztere geschieht in der Zeichensprade 
durch diskrete Symbole, gemeiniglich Grössen genannt Wenn nna 
an dem Dogma von der AUeinheiTSchaft des Grössenbegrifb in der 
Mathematik festgehalten wird, so ist obige Aufgabe ein WiderqnmdL 
Man muss dann in den Gleichimgen die stetige Veränderung emer 
Summe von diskreten Aenderungen gleichsetzen; — was nichts 
Anderes hdsst als Behaupten, dass ein logischer Begriff (Steti^rait) 
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durch eine sehr grosse Anzahl von Wiederholungen seines Gegentheils 
(Diskretion) erzeugt werden könne. 

Bei dieser Aufgabe ist nun wie bei so vielen anderen Gelegen- 
heiten die Praxis der Theorie vorausgeeilt, und hat eine zu richtigen 
Resultaten führende Methode ersonnen, ohne sich Rechenschaft von 
dem Grunde dieser Richtigkeit geben zu können. Die wichtigsten 
dieser Methoden entstanden durch die Vergleichung der TheilstQcke 
gi'össerer Gebilde, die man um so ähnlicher werden sah, je 
weiter die Zertheilung der primären Gebilde getrieben wurde. Man 
bemerke in dem gebrauchten Ausdrucke — ähnlicher werden sath — 
die Verwendung des nicht quantitativen Begrifüs ähnlich und des 
anderen „werden sah", welches ein Empfindungs- und nicht ein 
Denkbegriff ist, welche letztere doch ausschliesslich in der Mathematik 
gebraucht werden sollen Der in der Sprache vorhandene und für den 
Ausdruck des Empfindungslebens durchaus berechtigte mystische Un- 
endlichkeitsbegriff bot sich dabei als das Medium um die rein 
technische Methode des Differenzirens in eine begriffliche Form zu 
kleiden. 



§2. 

Kritik des Unendlicii Kleinen. 

Die sprachlichen Elemente kennzeichnen diesen Begriff schon als 
einen negativen, der also nicht eine Bestimmung, sondern das Ab- 
sprechen einer solchen ausdrückt Die negative Definition ist aller- 
<lings der positiven ebenbürtig, wenn es sich um koiTclative Begriffe 
innerhalb eines Oberbegriffs handelt. Die Einheit z. B. kann ebenso- 
gut positiv definirt werden als „bestimmte Setzung^ wie negativ als 
^Setzung ohne innere Unterschiede**. Das Unendliche steht aber als 
Denkbegriff nicht in einem solchen Gegensatz gegen das Endliche, 
denn beide liegen nicht zu einem Ganzen abgeschlossen. Das Gemüth 
spricht allerdings von Endlich und Unendlich innerhalb der Welt 
inclusive Himmel; in der Logik handelt es sich aber um Denkbegriffe. 
Das Endliche hat nur einen Gegensatz, insofern es als das Exi- 
stirende aufge&sst wird; dieser Gegensatz ist aber nicht das Un- 
endliche, sondern das Nichts. Für die Denkbewegung (Kombina- 
torik) ist die Anwendung des Unendlichkeitsbegriffs schon deshalb 
unzulässig, weil er die Bestimmbarkeit negirt. Verbindet man 
ihn nun noch mit dem Grössenbegriff, welcher aussagt, dass Etwas 
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als grösser oder kleiner bestimmt werden könne, so hat man das 
hölzerne Eisen fertig. Das unendlich Grosse oder Kleine heisst ,|Onbe- 
stimmte Bestimmtheit" — nicht endlich, aber dennoch endlich Be- 
stimmtes. Da zwei verschieden tönende, aber in diesem Sinne syno- 
nyme Wortwurzeln in der Sprache vorhanden waren, endlich and 
bestimmt, so wiegte man sich in dem Glauben, mit der lautlicfaen 
Aenderung eines wiedersinnigen Begriffs einen logischen Begriff kon- 
struii-t zu haben. Etwas ganz Anderes ist das Unbegrenzt, wie in 
B. m. 7 definirt. Dies galt doit, um das uneingeschränkte Fort- 
schreiten der Denkbewegung zu signalisiren ; gibt es auch keine 
unendlich grosse Grösse, so gibt es doch eine unbegrenzt fortschreitende 
Denkthätigkeit , welche wohl eine grössere als jedwede bestimmte 
Grösse, aber nie eine im metaphysischen Sinne unendliche Grosse er- 
zeugen kann. Insofern war das Symbol oo berechtigt, sowohl mit dem 
negativen wie positiven Bichtungszeichen. Weiterhin war das oo ein 
zweckmässiges Symbol zur Kennzeichnung, dass ein qualitativer Begriff 
durch einen anderen ersetzt werden müsse; Biegsamkeit durch Starr- 
heit, Beweglichkeit durch Ruhe. Diesem unbegrenzt grossen Fort- 
schritt steht aber kein Unendlich Kleines gegenüber, denn bei dem 
kleiner werden gibt es eine ganz bestimmte Grenze und diese ist die 
Null, Grenze aller Grösse, aber selbst keine Grösse. Wollte man das 
00 und d(x) für Grössen nehmen, so entstände für die Logik das 
drollige Schauspiel, dass zwei kontradiktorische Gegensätze + oo und 
— 00 genau in ihrer Mitte zwei andere solcher Gegensätze -t- d() 
und — c2() hätten, welche letzteren wiederum für identisch erklärt 
werden müssten. Das wäre so ziemlich die chinesische Dreieinigkeit 

Jedes noch so wenig von der Null Verschiedene ist eine endliche 
Grösse. Hieiiiach gestaltet sich die Kritik der bisherigen philosophi- 
schen BegiUndungsvei-suche des Infinitesimalkalkuls folgendermaassen. 



§3. 

Erklärungsversuche der quantitativen MotbodeiL 

Leibnitz. 

Leibnitz erfand eine abgekürzte Differenzenrechnung. Als solche 
war seine Methode durchaus k)gisch, um Veränderungen mit jedem 
gewünschten Grade von Genauigkeit zu berechnen. Er suchte nie 
durch logische Gewaltstreiche die absolute Genauigkeit zu behaupten, 
obschon sie thatsächlich stattfand. Als geschulter Logiker konnte er 
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die Newtonsche Fluxionserkr&nmg nicht fbr eine philosophische Lösung 
des Problems halten. Sein Unendlich Kleines war ein sehr Kleines, 
ein Sandkorn am Meere. Es ist nur konsequent, wenn auch unter 
den Neueren viele zu dieser Auffassung zurückkehren und die Diife- 
renzialien für redliche endliche Grössen erklären; hiermit ist wenig- 
stens die Logik gewahrt, und jeder Sprung vom Endlichen zum Un- 
endlichen, von der Grösse zur Ungi'össe als falsch anerkannt; denn 
die Geringfügigkeit des Sprunges, seine relative Gi'össe, vermindert 
nicht seine Fehlerhaftigkeit als logisches Auskunftsmittel. Man kann 
sich ja immerhin dabei beruhigen, dass die bei Diiferenzirung und In- 
tegrirung gemachten Fehler sich gegenseitig aufheben , und die Diffe- 
renzialien etwa eine Durchgangstufe wie die Imaginärziifem darstellen. 
Allerdings ist hier der grosse Unterschied, dass die absolute Kompen- 
sation bei den Imaginärziffem logisch bewiesen wird; aber nicht bei 
den Diflferenzialien. Ausserdem hinkt diese Parallele auch noch in 
anderer Beziehung. 

Newton 

führte den logischen Sprung vom Diskreten zum Stetigen aus, mit 
Verwendung des Begriffe der Bewegung. Er erreichte damit eine an- 
schauliche Darstellung mathematischer Ausdrücke; durch seine demon- 
stratio ad oculos konnte man sich schon veranlasst fühlen , an die ab- 
solute Genauigkeit der Rechnung zu glauben, aber deshalb blieb die- 
selbe doch ebenso unbewiesen wie unbegriffen. Die diskrete und 
stetige Bewegung blieben als disparate Begriffe einander gegenüber, 
und nur dem oberflächlichen Denken schien dieser Gegensatz gemildert 
dadurch, dass bei beiden Begriffen dasselbe Hauptwort stand. Fliessende 
Symbole zur Darstellung der Stetigkeit zu gebrauchen, ist nun einmal 
nicht möglieh, weil dadui*ch aller Zweck der Symbole vereitelt würde. 
Newton brachte auch keine brauchbaren Symbole zu Stande. Es ist 
alogisch zu sagen: die Geschwindigkeit, welche ein Punkt an einem 
gewissen Punkte der Bahn hat, soll ausgedrückt werden durch 
„Fluxion x^ ; denn an einem bestimmten Orte der Bahn hat ein Punkt 
oder Körper gar keine Geschwindigkeit, wie schon die Floaten wuss- 
ten. Der Begriff „Geschwindigkeit" setzt eine Zeit und eine Ausdehnung 
voraus, welche während jener Zeit durchmessen wird. Der Ausdruck 
„Geschwindigkeit an einem Punkte" ist »ar in der Mechanik allgemein 
üblich geworden, und mag als abgeküi-zte Redensart gelten; nur darf 
man mit solchen Redensarten keine Logik konstruiren wollen. Schon 
Lagrange sah dessen Fehlerhaftigkeit, 
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^i] faat avouer qu'on na pas mtime une id^e bien nette de ce que 
c'est qne la vitesse d'nn point k chaque instant, lorsqne cette ▼iteaae 
est variable^. 

Es liegt aber hier ein gi'össerer Fehler als eine unklare Idee Tor, 
nämlich die unlogische Verbindung von Geschwindigkeit und Punkt 
Einen Sinn kann diese Zusammenstellung nur haben, wenn man den 
Punkt als Repräsentant einer gewissen Ausdehnung ansieht, welche 
mit jener Geschwindigkeit durchmessen wird. Ist aber die Bewegung 
stetig veränderlich, so ist auch diese Interpretation der Redensart 
unmöglich. 

C^renzmethode. 

Die in der Neuzeit beliebte Grenzmethode stellt den Begriff eines 
Verhältnisses der Zuwachse (Inkremente) zweier veränderlicher Grössai 
auf für den Fall , wo diese Zuwachse selbst Null werden. 

Es wird hier derselbe logische Fehler begangen wie bei der 
Fluxion, welche nicht allein eine Geschwindigkeit, sondern sogar dne 
variable Geschwindigkeit an einem Punkte fordert. Zwei bestimmte 
Grössen haben ein quantitatives Verhältniss, und bestimmte Funktionen 
können gleichfalls ein solches haben, solange ihnen der Begriff der 
Quantität noch zukommt. Werden die Inkremente aber auf Null 
zurückgeführt, so heisst das: die Quantität wird ihnen abgesprochen, 
und damit hört alle Berechtigung auf, dieselben nach arithmetischen 
Operationen zu behandeln und zu beuilheilen. Es macht hierbei gar 
keinen Untei-schied ob, wie man sagt, in nächster Nähe der Null jenes 
quantitative Verhältniss noch stattfindet. Die sinnliche Vorstellung 
mag sich hierbei beinihigen, aber nicht der logische Begriff; dieser 
letztere aber ist es, was vom mathematischen Beweise gefordert wiid. 

Um diese Grenzmethode plausibler zu machen, hat man eine aus- 
gedehntere Definition der Unendlich kleinen Grösse vei'sucht, wdche 
bei Neueren lautet: „Unendlich klein oder gross werden veränderliche 
Grössen genannt, wenn die ihrer Veränderlichkeit gesteckten Grenzen 
derart sind, dass sie über resp. unter jede willkürlich vorgelegte ein 
filr allemal gleichbleibende Zahl hinausgehen kann"*. 

Diese Definition ist die ängstlich an das Grössendogma sich an* 
klammernde Auslegung der sdion von Ohm gegebenen Definition: 

«Die unendlich kleine Zahl ist nie im Sein vorhanden, sondern 
nur im Werden begiiffen; ihre Existenz kann aber nicht bezweifelt 
werden." 
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Glaabt man denn wirklich, dass ein Begriff, welcher allen diesen 
verschiedenen Bedingungen genügen soll, noch ein reiner Grössenbegrifi 
ist, ein einfaches Quantum? Und wenn es ein solches wäre, wie kommt 
denn die quantitative Unterscheidung all der verschiedenen Unendlich 
Kleinen, ihrer Ordnungen etc. zu Stande, da sie doch eigentlich alle- 
sammt am Rande der Null liegen. Oder wenn sie alle insgesammt 
unter jede beliebige Grenzzahl gebracht werden können, wo- 
durch sollen sie sich denn noch unterscheiden? doch wahrhaftig nicht 
durch ihre Grösse! 

Etwas ganz Anderes ist es, wenn man vpn einer Funktion von 
Grossen spricht, die in ihrem quantitativen Inhalte sich ändert, wenn 
jene Grössen sich ändern. Ein Baum bleibt ein Baum, mag er klein 
oder gross geworden sein; seine Grösse darf aber nicht absolut ver- 
schwinden, nicht Null werden, sonst hört er sowohl auf, Baum als 
Grösse zu sein. Oder nehmen wir ein mathematisches Ding; zwei 
Zylinder, eine gewisse Art geometrischer (qualitativer) Formen, können 
ihrem Volumverhältnisse nach durch einen arithmetischen Quotienten 
verglichen werden; dieser Quotient kann derselbe bleiben, wenn auch 
die Volumina durch alle Grössenstadien wachsen; werden sie aber 
Null, so hören sowohl Zylinder wie Quotienten auf. 

Noch haltloser wird die Rechtfeitigung der Grenzmethode, wenn 
Imaginäi*ziffem als Grössen eingefühlt wei-den ; denn hier verliei*t sogar 
der reale Grenzbegriff, das Quantum, welches ideal erreicht aber nicht 
tiberschritten werden kann , seinen Sinn. Ueber die prinzipielle Frage, 
ob denn hier der Imaginärfaktor so ganz gleichgültig für seine Ver- 
bindung mit einer veränderlichen, werdenden etc. Grösse sei, ging 
naan hinweg, weil der Erfolg das zu erlauben schien. Für Lagrange 
war allerdings auch diese letztere Betrachtung hinreichend, um der 
Grenzmethode jeden logischen Werth abzusprechen. Alle späteren 
Deuteleien haben hieran nichts verbessert. Was vorerst zu beweisen 
war: dass bei allen arithmetisch konstruirbaren Funktionen auch fOr 

die Fälle — arithmetische Operationen angewendet werden dürfen, 

wurde vorausgesetzt, weil — man jenes -j- ein Grössenverhältniss 

nannte. Im besten Falle wäre die Methode eine Rechtfeitigung der 
Technik zu nennen gewesen; einen Einblick in den logischen Zusam- 
menhang konnte sie nimmer gewähren. 

Interessant ist es aber, den Gründen nachzuspüren, welche 
die Mathematiker bewogen, sich bei dieser Methode zu beruhi- 
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gen; denn hiermit wird schon die logische Lösung des Problems an* 
gedeutet. 

Vorerst war es die Erscheinung, dass bei der Ausrechnung ge* 
fanden wurde, dass jedesmal, wenn die Inki'emente Null werden, der 
Quotient derselben doch noch in Gestalt einer Ziffer erhalten werden 
kann. Man nannte das den mathematischen Beweis Ton der EUchtig* 
keit der Methode. Sodann die Leichtigkeit, womit die sinnliche Vor- 
stellung durch sogenannte Grenzanschauungen von einem Begriffe zu 
einem qualitativ verschiedenen übei-zugehen sich betrogen filhlt; vom 
Polygon zum Kreise, von der konstanten zur variablen Geschwindigkeit 
Weil alles dies in quantitativen Symbolen verfolgt werden konnte, und 
der Erfolg die Richtigkeit nachwies, deshalb glaubte man mit dem 
anerkannten greif- und messbaren (deshalb exakt in jeder Beziehung) 
Grössenbegriffe zu operiren, wähi-enddem ganz andere in diesen Sym- 
bolen verdeckt liegende Begriffe jene Erfolge erzielten. Li einem 
Zeichen wurde gesiegt, aber nicht mit der Grösse. 

Lagrange 

endlich fand den Generalbeweis von der absoluten Richtigkeit der Id- 
finitesimalformeln , indem er die Identität der Differenzialkoefiizienten 
mit gewissen arithmetischen Funktionen nachwies. Dem metaphysischen 
Bedürfnisse nach Einblick in den logischen Zusammenhang jener Ope- 
rationen war damit allerdings nicht gedient. Die Mathematiker klagten, 
dass man sich nicht vorstellen könne, wie das zugehe; warum gerade 
die derivirten Funktionen jene Resultate erzielten, ob nicht eine un- 
entdeckte Funktion noch Bedeutenderes leisten würde. Diese letztere 
Frage hat Riemann in einer Studie: „Versuch einer allgemeinen Auf- 
fassung der Litegration und Differentiation'' G. W. 331 — behandelt, 
und damit die Lagrange'sche Theorie in Hinsicht ihrer praktischen 
Bedeutung erweitert. Aber Lagi-ange liess nicht allein die logische 
Frage ungelöst, sondern er griff wieder zurück auf die Symbolik Leib- 
nitzens, weil sein eigener Mechanismus zu mühsam arbeitete; und 
warum? • 



§4. 

Logische Lösung des Problems. 

Die logische Lösung wird nahe gelegt, wenn wir im Auge behalten, 
was eigentlich die Natur der Aufgabe ist. Diese ist, nicht Grössen 
zu bestimmen — das geschieht in der Elementararithmetik — sondern 
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Veränderangen ; z. B. in einem Spezialfälle, nicht die Ausdehnung 
einer durchlaufenen Bahn des Planeten soll gemessen werden, sondern 
die Art und Weise des Durchlaufens jener Bahn, das Gesetz der Be- 
wegung soll logisch dargestellt, nicht gemessen werden. Dies 
schliesst nicht aus, dass der Ausdinick jenes Gesetzes zum späteren 
Ausmessen der Bahn dienen kann. Die Veränderung ist ein Begriff 
ganz anderer Art wie die Grösse, qualitativ verschieden von ihm. Die 
beiden Begriffe können aber verbunden werden, und dann erhält man 
vei-schiedene Qualitäten, die sich verändeni. Die qualitativen Ver- 
änderungen sollen nun durch quantitative Zeichen ausgedrückt werden, 
und das ist in gewissen Grenzen möglich nach B. lU. 

Es können zwei Wege zur Lösung des Pi-oblems eingeschlagen 
werden. Entweder muss der Begiiff Veränderung in logischen 
Konnex zum Begriff Grösse gebracht werden, ähnlich wie etwa in 
A. VII. die Begriffe „Richtung, Entfernung*', oder aber die logische 
Bedeutung der arithmetischen Funktion überhaupt und der derivirten 
Funktion insbesondere muss ergründet werden. Beide Wege führen 
zu demselben Resultate und erweisen darin ihre logische Verbindung. 



§5. 

Qualität arithmetischer Formen. 

Nach den gegebenen Definitionen . speziell Ausführungen B. ID. 2, 
ist, was man gemeiniglich veränderliche Grösse nennt, keine reine 
Grösse mehr (in quantitativem Sinne). Irgend eine Zahl kann sich 
nicht verändern, ohne aufzuhören, jene Zahl zu sein. Der Grössen- 
begriff kann aber mit qualitativen Begiiffen verbunden werden; ein 
Stein, ein Pferd kann seine Grösse verändern, und solche Begriffs- 
verbindungen sind auch die veränderlichen Grössen der Analyse. Es 
sind im Allgemeinen Funktionen, Foimen, welche eine spezifische 
Qualität als diese oder jene Form haben, welche Qualität als Ein- 
heit gesetzt wii-d in weitei*en formalen Verbindungen: ist aber die 
abstrakte arithmetische Eins jene Einheit, so hört alle Qualität 
auf und damit zugleich die veränderliche Grösse. Eine der einfachsten 
arithmetischen Formen, welche als eine solche spezifische Qualität 
gesetzt wird, ist der Quotient als quantitatives Symbol des Ver- 
hältnissbegriffes. Dies Symbol ist seiner Struktur (arithmetische 
Form) nach die Verbindung zweier Grössen durch einen Beziehungs- 
begriff (das Divisionszeichen), welcher aussagt, dass jene beiden Grössen 
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als SpezialbegriiFe sich gegenseitig determiniren , in einem Ganzen 
funktional einander bestimmen. Diese Qualität der arithmetisdien 

Foiiu , bleibt nun ganz dieselbe, ob sie einmal oder unbegi-enzt viele 

male gesetzt wird, ob es heisst 1. j- oder oo. — ; ganz verkehrt wäre 

es aber, den letzteren Ausdruck 

00 . -j- gleich setzen zu wollen dem -,- 

nach den gewöhnlichen arithmetischen Regeln, wenn man den Aus- 
druck zu begiifflichen Deutungen benutzen will. Soll quantitativ ge- 
deutet werden , so ist jene arithmetische Regel 

a 00 

richtig. Aber in verhältnissmässig wenigen Fällen wird eine solche 
Deutung gefordert. 

Wenn wir in der Zahltheorie Zahlen suchen, welche in dem g^zen- 
seitigen Verhältniss 2 : 3 stehen , so dürfen wir in dem Ausdruck 
f (I) den eingeklammei*ten Bruch nie nach arithmetischen Regeln ver- 
ändern, um irgend einen einfacheren Ausdruck hervorzubringen, weil 
das die ganze Aufgabe zerstöi-en würde; weil wir es hier nicht mii 
Zahlgrössen, sondern mit Zahlqualitäten zu thun haben. Die Grösse 
8 kann ein Symbol für ganz verschiedene Begriffe sein; sie kann 
heissen 2.4, 8 . 1, 4 + 4, 2 . 2*, 2^ — Deutungen, welche alle 
identisch werden, solange es nur auf quantitative Ausmessung ankommt 
welche aber eine jede heterogen der anderen bei Fragen der Zahl- 
theorie sind. 

Gehen vrir zu einigen kompliziiteren Formen über; vorerst der 
einfachst möglichen funktionalen Bestimmung, dem arithmetischen 
Konnex ei'sten Grades zwischen zwei Elementarformen 

y = ax + c 

Dieser Ausdruck gibt uns zunächst die Möglichkeit, einzelne Be- 
stimmungen des Gebildes 

fs (y, X, c) = [y = ax + c] 
nach Zahlweithen auszurechnen, also eine gewisse Reihe von 
Zahlen anzugeben. 

Der Ausdruck als Ganzes ist aber zugleich Symbol eines von dem 
Quantum ganz vei-schiedenen Begiiffs, wenn wir ihn schi-eiben 
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und damit aussagen, dass in einem Gebilde der qualitative Verhältniss- 
begriff der beiden Elementarbestimmungen ein konstanter sein soll 
Dies sagt aus , dass zwei Elemente zu einem Ganzen systematisch ver- 
bunden sind, dass ihr Verhältnissbegriif ein konstanter ist, und die 
logische Deutung dieser arithmetischen Foim ist der Begriff Gerade. 
Die Buchstaben y^ Xy a haben ihrei-seits auch Qualitäten; y und x be- 
deuten räumliche Ausdehnung, die Einheit des a dagegen ist die ab- 
strakte Zahleinheit. Durch die Verbindung dieser durch die Buch- 
staben bezeichneten vei-schiedenen Begiiffe entsteht jetzt als logische 
Deutung des ganzen q^, ein neuer qualitativer Begiiff, welcher heisst 
Geradheit. Von Grösse der geraden Ausdehnung ist hier gar nicht 
die Rede; ob die Buchstaben y, rr, a etwas Grosses oder Kleines be- 
deuten, ist einerlei; aber die Qualität der Form ist bestimmt durch 
die Verbindung von y und x zu einem Quotienten, und die weitei-e 
Bestimmung , dass der quantitative Werth (der materiale Inhalt) dieser 
Form ein konstanter sein soll. Hierdurch ist der Charakter obiger 
Form als Begriff Gerade bestimmt zum Untei-schiede von Allem, was 
nicht Gerade ist, nicht zum Untei-schiede von Etwas, was klein 
oder gross ist 

Betrachten wir die Form 

y, = — [x^ 4- y« = r«] 
und suchen den Charakter derselben auszufinden, logisch zu deuten, 
ganz abgesehen von dem materialen Inhalt, welcher in dieser Form 
vorgefunden werden kann. 

Abstrakt ausgedrückt sagt jene Form : 

Ein Begriff soU dadurch charakterisirt werden, dass von vielen in 
ihm enthaltenen ünterbegriffen die Summe zweier immer statt eines 
dritten gesetzt werden können, wenn eine quantitative Deutung statt- 
finden soU. Die Buchstaben x^ y, r mögen reine Zahlen bedeuten, 
Vielheiten der arithmetischen Eins. Statt der arithmetischen Eins 
können wir aber auch eine qualitative Einheit wählen , z. B. die 
räumliche Ausdehnung. 

Die Gleichung bleibt bei dieser veränderten Einheitsetzung absolut 
homogen und sagt aus: 

,»Die verschiedenen Ausdehnungen o;, y, r bestimmen durch 
ihre formale Verbindung als 

g>M == [ff* + X* = r*] 

einen Oberbegriff qfg, welcher heisst „i-echtwinkeliges Dreieck^^ Durch 
ihre spezielle Verbindungsweise in obiger arithmetischer Form, 
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d. h. durch ihre Verbindungsweise als Summe zweier Quadrate 
einem dritten Quadrate gegenüber, demnach als binlr quadra- 
tische Form 

bezeichnen sie nicht allein Verhältnisse der Grösse, sondern gewisse 
innere Beziehungen der Elemente in (f^; also Beziehungen der 
Richtung sowohl als der Entfeniung, und von jenen Beziehungen der 
Richtung (der Lage) darf durchaus nicht abstrahirt werden (wie Rie- 
mann vermeinte), wenn nicht die wahre Natur jener Form, ihre 
Qualität, zei-stört oder absichtlich ignoriit werden soll. 

Dadurch, dass zwei vei-schiedene Ausdehnungen in Form eines Quo- 
tienten zusammengestellt werden, ist auch der Begriff Ebene schon 
konstiniirt oder postulirt. Dieser Begriff hat keinen Ziffer massigen 
Ausdruck in dem Gebilde y = ax., aber wie wiederholt bemerkt, die 
Symbole der Addition, der Gleichsetzung, der Faktoren Verbindung etc, 
sind ebensogut Begriffskonstruktionen wie die Buchstaben und Ziffern. 
Die Qualität der additiven Verbindung von Quadraten ändert sich 
ihrei-seits wieder mit der Anzahl der Quadrate, welche verbunden 
werden, in allen Fällen, wo der Einheit jener Quadrate eine andere 
Bedeutung beigelegt wird als diejenige der diskreten arithmeti- 
schen Eins. Heisst die Deutung wie vorher „kontinuirliche Aus- 
dehnung'^, so involviit die additive Verbindung dreier Quadrate, wenn 
diese als unabhängig vorausgesetzt werden, den Begiiff Volum. Werdoi 
aber mehr als drei Quadrate von der Einheit „kontinuirliche Aus* 
dehnung" additiv verbunden , so kann die Fordeining der gegenseitigen 
Unabhängigkeit nicht mehr aufrecht erhalten beiben zufolge des zah]> 
theoretischen Charakters der Zahl (4) wie bewiesen. B. V. 2. 

Wenn die Pangeometrie vermeint durch ihr Krümmungsmaass Noll 
die Ebene auf Grössen, die Lageverhältnisse auf Grösseverhftltnisse 
reduzirt zu haben, so vergisst sie, dass ihr Begriff „allgemeine Fläche"* 
durch die Form einer Kombination zweier veränderlicher Grössen 
schon symbolisirt ist. Die neueren Studien über binäre, temäre ete. 
Foimen, komplexe Zahlen der Zahltheorie etc. sind der Anfang eines 
induktiv gefundenen Systems, dessen Leitprinzip im Obigen sowie in 
der ganzen Entwickelung der qualitativen Auffassungsweise aasge- 
sprochen ist. 

Je nach der Natur der arithmetischen Foimen kann nun die kon- 
stante Ziffer (gewöhnlich Parameter genannt), die eine solche arith- 
metische Form zu einem materialen Inhalte bestimmt, sehr verschiedene 
Qualitäten ausdrücken; denn es wird ja immer stillschweigend voraus- 
gesetzt, dass die Zahleinheit des Parameters sich auf eine spezifisch 
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bestiininte arithmetische Fonn bezieht In der Kreisgleichung heisst 
diese Qualität „regelmässige Krümmung" und die verschiedenen Ab- 
stufungen (Grade) dieser Qualität werden angegeben durch die Zahlgrösse 

des Halbmessei's. Wenn wir also die Zahlen 1, 2, 3 nennen und 

damit deren qualitative Bedeutung als Halbmesser verbinden, so denken 
wir uns unter jenen Zahlen eine Reihe von ähnlichen Figuren , deren 
Grösse des Umfangs wie jene Zahlen, deren Fläche wie das Quadrat 
derselben wächst 

Verbinden wir dagegen mit jenen Zahlen die Bedeutung des Para- 
meters der Form x^ = py^, so denken wir uns eine Reihe von unähn- 
lichen Figuren, deren Grad der Unähnlichkeit aber regelmässig wächst 
(Abstufungen durchläuft), wie die Stellen der arithmetischen Zahlreihe ; 
sie bilden eine Reihe von Parabeln von stufenmässig fortschreitender 
Oeffnung. In dieser Unähnlichkeit der Figuren der vorherigen Aehn- 
lichkeit gegenüber, ist der qualitative Untei-schied der arithmetischen 
Foiinen 

(y X* + y') versus ( — ) 

ausgespi-ochen , wenn ihre Ziffereinheit dieselbe Bedeutung in beiden 
Formen hat 

Schliesslich werde noch das bekannteste Beispiel von Qualität 
aritlimetischer Formen erwähnt: Darstellung der Qualitäten Linie 
durch einfache Zahl, Fläche durch Produkt aus zwei, Körper durch 
Produkt aus drei Zahlfaktoren. Das Resultat der Multiplikation dieser 
Zahlfaktoren gibt eine gewisse Maasszahl an ; die Qualität dieser Maass- 
zahl aber wird gleichzeitig durch die Form jenes arithmetischen Kom- 
plexes eindeutig und nach logischen Regeln bestimmt Das letztere 
wird begründet in B. VI. und C. I. 8. 9 vergleiche auch A. XIL S. 128. 

Wenn Jemand haitnäckig behauptet, nichts Anderes als Zahl- 
«a'össen in der Kreisgleichung sehen zu wollen, so bleibt ihm das un- 
verwehrt; ein solcher kann dann aber auch nie zum Begriff eines 
Ki*eises gelangen. Zur weiteren Verdeutlichung dieses Grundprinzips 
in der Verwendung der Zahlen zum Ausdruck qualitativer Untei-schiede 
diene die Hinweisung auf die „charakteristische Zahl"" einer 
jeden Fläche oder Kurve, welche sich nicht ändert, wenn das betref- 
fende Gebilde durch eine lineare Substitution umgeändert wird; auf 
das durch einfache Zahlen ausgedrückte Geschlecht der Kurven etc. 
Bei all diesen Fragen dient eine jede Zahl als Ausdinick eines be- 
stimmten Charaktei-s der Kurven, als Symbol eines qualitativen Begriffs ; 

16 
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diese Zahl ist die möglichst vereinfachte Repräsentation eines gewissen 
analytischen Foimkomplexes. 

So finden wir schon an allen Ecken und Enden der mathemati* 
sehen Foi-schungen den Begiiff der Qualität auftauchen, wenn auch 
maskiil; die öffentliche Anerkennung desselben wird dazu dienen, das 
stellenweise Auseinandergehen jener Einzelfoi-schungen wieder zu einem 
geschlossenen System zu vereinigen. 



§ 6. 

Ausdruck der Qualität kombinatorischer Gebilde durch 
Symbolisirung des BegrifTs ,,Veränderung^ 

Die analytische Formel eines Gebildes der Kombinatorik soll 

1) eine begriffliche Definition des Gebildes, eine vollständige Dar 

. legung seiner Elementarbegriffe und ihrer Yerbindungsweifie 
geben ; 

2) ermöglichen, eine jede Einzelbestimmung fQr jeden Fall auszu- 
messen, wenn dem betreffenden Gebilde eine bestimmte Gross«? 
gegeben wird. 

Die erste Aufgabe ist die theoretisch wichtigste; denn bei deo 
prinzipiellen Untersuchungen geben wir den Buchstaben der Formeln 
gar keine Bestimmung der Grösse nach. Unteimichen wir die Natur 
der Kreislinie , so bleibt es ganz gleichgültig , wie gross der betrachtete 
Kreis ist. Die obigen Zwecke einer Formel können nun auf sehr 
mannigfache Weise erfüllt werden, welche eine jede fbr bestimmte 
Fälle die zweckmässigste ist. Wenn wir z. B. den Kreis definiren als : 

a) y* + x^ == r« 

so sagt diese Gleichung in rein quantitativer Deutung nur aus: 

man solle das Quadrat einer bestimmten Zahl ausdiUcken als Summe 
zweier beliebiger anderer quadrirter Zahlen, und alle möglidieo 
Zahlen aufsuchen, welche dieser Bedingung zu entsprechen ver* 
mögen. 

Diese quantitative Gleichung lässt sich als Definition des Kreises^ 
deuten, wenn wir den einzelnen Buchstaben neue Begriffe beilegen. 
Erstens, soll eine jede Zahl räumliche geradlinige Ausdehnung be- 
deuten; ausserdem wii-d der binären arithmetischen Form, dieser 
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spezifischen Verbindungsart zweier Quadrate durch das Additionszeichen, 
der Begi-iff Ebene — oder was hiermit gleichbedeutend ist — die 
rechtwinklige Stellung der Ausdehnungen y und x untergelegt. Das 
▼ersteht sich weder von selbst noch ist es noth wendig; man könnte 
diesen Verbindungsmodus noch ganz anders deuten. Wenn man ihn 
aber in dieser Weise deutet, so ergibt sich aus den A. VII. dar- 
gelegten logischen Gründen eine konsequente Konstruktion der Gebilde 
der ersten drei Potenzen. 

Dem Anschein nach viel einfacher ist die Definition des Kreises 
durch die Gleichung 

b) Q =i C in Worten : der Radius ist von konstanter Gi'össe. 

Doch um diese Gleichung als vollständige Definition gebrauchen 
zu können, muss in dem Begriff Radius oder seinem Symbol q schon 
der Begiiff Ebene und Winkel enthalten sein. Diese Gleichung wjrd 
deshalb nur für einige Spezialfälle wirklich zweckmässiger sein als die 
frühere. 

Die beiden Definitionen a) und b) können als statische be- 
zeichnet werden, insofern sie immer nur für einen bestimmten Fall, 
wenn die eine Bestimmung y so und so gi*oss gesetzt wird, angeben 
wie gross in diesem Falle die andere Bestimmung ist; also 
feste (ruhende) Bestimmungspunkte innerhalb des Gebildes kenn- 
zeichnen. 

Man kann aber auch eine dynamische Definition der Gebilde 
versuchen; und dieses ist nach logischem Gesetz die einzige neben der 
statischen noch mögliche. Die dynamische Definition kommt darauf 
hinaus, dass wir angeben, auf welche Art und Weise sich die Be- 
stimmungsstücke verändern, wenn wir das Gebilde seinem ganzen 
Umfang (im logischen Sinne^> nach entstehen lassen. Dass der BegiifF der 
Veränderung auf alle Funktionen anwendbar ist, geht aus dem Begriff 
dieser hervor, definirt als: 

Ein Produkt von Faktoren; oder ein bestimmtes Gebilde, welches 
mannigfaltige Bestimmungen innerhalb seiner zulässt, welche Bestim- 
mungen aber alle von einander abhängig sind, in Wechselwirkung 
stehen, eben weil sie ein logisches Ganzes bilden. 

Dass diese genetische Betrachtungsweise der Gebilde ebenso be- 
rechtigt ist wie die statische, geht daraus hervor, weil die Gebilde der 
Kombinatorik, werden dieselben als arithmetische oder als geometrische 
Formen gedeutet, durchaus keine vom Himmel gefallene Thatsachen 
sind, die wir nachträglich vermittelst einer, man weiss nicht woher 
uns Übermächten Brille betmchten, sondern weil eine jede solche Form 

16 • 
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selbstthätig von uns erzeugt werden muss, damit sie überhaupt in^ 
Dasein gelange; ein Satz der des Weiteren in Buch A. bewiesen wurde. 
Wenn zwar der Mathematiker mit seiner Feder ein willkürliches Kon- 
glomerat von Symbolen aufbaut, so kann etwas herauskommen, was 
nicht logisches Gebilde heissen darf, was also durch logischen Prozes> 
nicht genetisch verfolgt werden kann; so z. B. das Dififerenzial von 
( — 1)', oder Logarithmus von — oo bei imaginärer Basis. Von 
dergleichen Spässen der Zeichenkunst, die mathematischen Technikern 
vielleicht als polygene Funktionen vorschweben, ist aber hier nicht die 
Rede, sondeni nur von logischen Gebilden. 

Wenn wir in obigem Sinne die Veränderungen der analytischen 
Foi-mel betrachten, welche die statische Definition des Kreises gibt, so 
erhalten wir 

(y + JyY + (^ -h Jxy = r« 

wobei Jy als die Veränderung (Zuwachs) gilt, wodurch ein bestimmtes 
y zu einem anderen wird , wenn der Prozess der Erzeugung des ganzen 
Kreisgebildes vor sich geht. Es wird also nach der allgemein üblichen 
Bezeichnung 

y zu (y + Jy) wenn x zu {x + Jx) wird. 

Dieses Werden heisst hier also sowohl Zunehmen wie Abnehmen. Der 
Begriff der Veränderung bleibt dei'selbe bei additiver wie subtraktiver 
Verbindung. 

Die Bestimmungen werden in diesen Symbolen nicht als feste Aus- 
dehnungen, sondeni als Etwas betrachtet, was sich verändert hat, ge 

Ja 

wachsen ist Wenn wir aus dieser Gleichung nun den Ausdruck • 

herausschälen und ihm ein bestimmtes Symbol als aequivalent ent- 
gegenstellen, so haben wir den Begiiff der gegenseitigen Veränderung 
von X und y, wie diese im Kreise stattfindet, durch ein quantitative^ 
Symbol ausgedi-ückt , welches demnach in allen weiteren Rechnungen 
als Repräsentant der Natur des Kreises auftreten darf und muss. 
Führen wir die* angedeutete Rechnung aus, welche sich sehr einfach 
bewerkstelligen lässt durch die Betrachtung, dass die Art der Ver- 
änderung unabhängig davon sein muss, ob dieselbe als Zuwachs odei 
Abnahme arithmetisch ausgedrückt wird; dass also die Gleichungen 

(y + ^yy + (a; + Jxy = r« 

{y — JyY + {X — Jxy = r« 
zusammen bestehen müssen, so erhalten wir 



c) ^ = _ £. = _ "*-?- ~ y'' 

Jx y y 
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Diese Gleichung ist eine ebenso korrekte Definition des Kreises 
wie die a) und b). Sie kann ebenso wie jene quantitativ und qualitativ 
gedeutet werden. 

Bei der letzteren Deutung, welche hier hauptsächlich interessirt, 
sagt sie aus : dass das arithmetische Verhältniss der korrespondirenden 
Verändei-ungen Jy und Jx, wenn es durch eine arithmetische Foiin 
von X und y ausgedrückt werden darf, ganz unabhängig ist von der 
OrSsse dieser Veränderungen; dass dies Verhältniss fQr alle Stellen 
des Kreises und alle Grössen der Veränderungen durch das konstante 

Symbol repräsentirt, resp. durch die diesem Symbol zu Grunde 

liegenden Begriffe definirt wird. 

Betrachten wir nun die Struktur des Symbols , so sagt dies 

in der Gleichung 

^y _ _ ^ 

Jx y 

Die Verhältnisse der Elementarbestimmungen x, y stehen reziprok 
den Verhältnissen ihrer Veränderungen gegenüber; und weil in dem 

Ausdruck kein fremder Faktor mit den x und y verbunden ist, 

y 

weil demnach der Ausdi*uck der Veränderung ganz unabhängig von der 
Stelle ist, an welcher das x und y sich ändert, deshalb ist der Ver- 
änderungsprozess , welcher das Gebilde erzeugt, ein absolut regel- 
mässiger, uniform an allen Stellen des Gebildes; dieser uniforme 
Prozess heisst, weil es sich hier um eine binäre arithmetische Form 
handelt, „regelmässige ebene Krümmung". Diese Krümmung wird 
durch das Minusvoi'zeichen als eine konkave definirt. 

Will man die Veränderungen quantitativ berechnen, so braucht 
man statt der allgemeinen Symbole nur bestimmte Grössen in die 
Gleichung zu bringen. In ähnlicher Weise lassen sich die Gleichungen 
von Ellipse und Hyperbel diskutiren. 

Die gestellte Aufgabe , die Natur eines Gebildes durch den Begriflf 
der Veränderung in analytischer Weise zu definiren und demnach eine 
jede Bestimmung oder Betrachtung der Gebilde der Rechnung zu unter- 
werfen, ist hiermit für Formen zweiten und ersten Grades gelöst. Man 
spricht das Resultat in der Mathematik durch den logisch unverständ- 
lichen Satz aus: „die unendlich kleinen Inkremente einer Funktion 
zweiten Grades haben ein endliches Verhältniss*'. 
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Für Formen höherer Grade scheint die Lösung schwieriger zu 
werden, ist es aber nicht, wenn man nur logisch fortschi-eitet , und in 
den Symbolen nicht andere Sachen sucht als was sie. sagen können ; 
aber auch Alles was sie aussagen können. 



§7. 

Dialektische Analyse der Funidionen nacli dem BegrHr der 

Veränderung. 

Der in B. UI. 6 allgemein bewiesene Satz war, dass eine jede 
Eigenschaft der kombinatorischen Gebilde (arithmetischer Funktionen) 
durch eine Allziffer ausgediUckt werden kann. Zu diesen Eigenschaften 
gehört ebensowohl die Grösse der ganzen Funktion, oder Ausdehnung 
irgend eines Theiles derselben (was allgemein materialer Inhalt derselben 
genannt wurde), wie auch eine jede formale Eigenschaft, welche sich 
an dem Gebilde auffinden Iftsst 

Betrachten wir den allgemeinsten Ausdruck einer Funktion, wobei 
wir jedesmal nur zwei sog. Variable (sich gegenseitig bestimmende 
Eigenschaften oder auch Grössen) berücksichtigen; denn hat man ein 
Gebilde von mehreren Variablen, so muss dasselbe als ein Komplex 
Vieler von je zwei Variablen betrachtet werden, ähnlich wie ein System 
von vielen Gleichungen mit mehreren Unbekannten. Aus diesem 
Grunde, weil bei einer jeden Analyse jedesmal nur zwei Variable be- 
trachtet werden können , kann man sich die ganze Funktion unter dem 
Bilde einer in der Ebene gezogenen Linie denken, und deren Variable 
als die einem jeden Punkte dei*selben zugehörigen Koordinaten , seien 
dies nun Linien, Winkel, bestimmte Grössenverhältnisse oder sonst 
welche Bestimmungsstücke. Man kann natürlich auch ii^end eine 
andere Kombination von Denkbegiiffen wählen, um den Fortgang der 
Bestimmungen helfend zu fixiren; die Ebene ist aber das geläufigste 
Bild. Der allgemeine Ausdruck sei also 

y = j^. 

Wenn nun y und x entsprechende Veränderangen erleiden 

(y H- Jy) = (x + JxY 
so zeigt die Elementararithmetik, dass die rechte Seite des Ausdrucks 
sich entwickeln lässt als eine im Allgemeinen unbegrenzte Reihe von 
Gliedern, welche nach ganzen Potenzen von Jx geordnet werden 
können, also als 

y + Jy ^ ^ ^ ioX^-^ Jx -H io ^Jf"'- Jx* + 
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Diese EDtwickelung ist allgemein gültig, weil ganz davon abgesehen 
wird, was die Buchstaben möglichei-weise bedeuten können; vielleicht 
Grössen, vielleicht aber auch ganz andere Sachen, inuner aber 
Setzungen des Denkaktes, und demnach den Gesetzen der Kombinatorik 
unterworfen. 

Hieraus ergibt sich als Ausdruck Air das Verhältniss der gegen- 
seitigen Veränderungen Jy : Jx 

1) -7^ = waf-i + u)^x^-^ j/a; -K 

^ Jx 



Hier sehen wir, dass die ziffermässige DarsteUung des Verände- 
rungsverhältnisses einer jeden Funktion ein Glied enthalt, iax*"-\ 
welches ganz unabhSngig ist von der (rrOsse der VerSn- 
derungen, welche stattgefunden haben, denn es enthält weder Jy 
noch Jx, Ebenso unabhängig ist dieses Glied von der Stelle der 
Funktion, an welcher die Veränderungen stattfinden. Was dieses 
Glied also aussagt, gilt für den ganzen Umfang, jeden einzelnen 
ausgedehnten Theil und jede Stelle oder Punkt der Funktion. Dieses 
Glied ist also der ziffermässige Ausdi-uck der allgemeinsten 
Eigenschaft der Funktion, bezeichnet einen Begiiff. 

Bei den einfachsten Funktionen, welche von dem alltäglichen 
Denken gebraucht werden, hat die Sprache Wörter für diese Begriffe 
geprägt. Bei der geraden Linie ist jenes Veränderungsverhältniss 

—iL s= a = konstant 
Jx 

und diese Ziffer a heisst in der Sprache konstante Richtung oder 

gerade. 

Bei dem Kreise erhielten wir 

r/y = __ ± 

Jx y 

X 

und dies unter dem Verständniss, dass es aus der Ereisgleichung 

herstammt, heisst „konstante Verändeinmg der Richtung, regelmässige 
KrOmmung"*. 

Bei der Ellipse ist - .^ = — -^- und dies heisst Krümmung, 

jj X ^y 

abhängig von zwei Faktoren, welche ihre Wirkung rechtwinklich zu- 
einander geltend machen. 

Auch bei komplizirten Funktionen, welche im Leben häufig vor- 
konunen, hat die Sprache diese Charakteristik durch Worte begrifflich 



248 B. Kap. VI. Die Formenrechnung. 

ausgedrückt. Z. B. Ganghöhe bei der Schraube ; Abüallen vom Log 
bei der Schiffsrechnung etc. 

Wenn wir beabsichtigen, uns nur mit dieser allgemeinsten 
Eigenschaft einer Funktion zu beschäftigen, so dürfen wir nur dieses 
erste Glied der arithmetischen Entwickelung berücksichtigen, alle 
anderen Glieder sind indifferent dieser Betrachtung gegen- 
über. In dieser qualitativen Betrachtung ist die Formel 1) ebenso- 
wenig eine quantitative Gleichung wie die Fonn m + n,i = o. Sie 
ist ein Aggregat von heterogenen Gliedern , eine Zusammenstellung von 
verschiedenen Begriffen, die allerdings durch die Konjunktion 
und aber nicht durch die Summirungszeichen plus und minus ver- 
bunden werden können. Die einzelnen Glieder dürfen nicht mehr als 
quantitative Werthe, sondern müssen als Foimenkomplexe betrachtet 
werden. Sie sind deshalb doch der Rechnung zugänglich; wenn sie 
aber arithmetisch behandelt werden sollen, so dürfen nur homogene 
Glieder vereinigt werden ; die Formel muss also in so viele Gleichungen 
zerfällt werden, als sie verschiedene Formbegriffe enthält, und dann 
erhält man eine Anzahl von arithmetischen Gleichungen, während der 
Ausdi-uck 1) eine logische Gleichung genannt werden muss, d. h. 

eine vollständige Zerlegung des Begriffs -^ - in seine ünterb^griffe. 

Der Ausdinick 1) ist allerdings eine Gleichung^ wenn er quantitativ 
entwickelt werden kann; gegenwärtig aber handelt es sich um die 
qualitative Deutung der kombinatorischen Entwickelung überhaupt 

Wenn wir dagegen den Ausdruck 1) quantitativ beti*achten, so 
ist er eine richtige Gleichung; und wir können daraus die Ausdehnung 
der Funktion berechnen, welche einer gewissen Grösse der Verände- 
rungen -^ entspricht. Wir haben dann einfach nachzusehen, ob 

die rechte Seite der Gleichung eine konvergirende Reihe ist, und be- 
gnügen uns mit einer solchen Anzahl von Gliedern, wie sie zu dem 
beabsichtigten Zwecke hinreicht. 

Wenn wir die qualitative Betrachtung anwenden, so ist es zweck- 
mässig, dieses symbolisch anzudeuten: wir schreiben demgemäss 

2) ^*- = wx^-^ statt 4- = 

dx Jx 

und dies bedeutet, dass die allgemeinste Eigenschaft der Funktion 
y =z x^ dui-ch den Fonnalkomplex waf"-^ symbolisirt wird. Der- 
selbe ist weder eine Grösse, noch hat er eine Grösse; sondern ist eine 
Charakteristik der Funktion, eine qualitative Einheit jedem 
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anders gebildeten Formalkomplexe gegenüber. Aber als solche quali- 
tative Einheit kann er in die Rechnung eingeführt, mit seinem viel- 
fachen verglichen werden, und deshalb kann der Komplex 2.wx*'-^ 

als das Doppelte von -v- gelten. Allerdings muss er nicht als das 

Doppelte gelten, denn aus einer ganz anderen Funktion kann dieses 
2.ce>j?*^-i vielleicht auch als Charakteristik einer anderen Stufe der 
Ordnung, also eines weniger allgemeinen Begiifiis, hervorgehen. Hier 
keine Unordnung oder Vieldeutigkeit eintreten zu lassen, ist Auf- 
gabe der Integralrechnung. 

Man kann deshalb die vorgebliche Gleichung 

dx 

auch folgendermaassen auslegen: Es handelt sich um eine gewisse 
qualitative Einheit, ein spezifisches Individuum, dessen Yisitenkaile 
lautet (ax'^-'^ , um auszudiUcken , dass diese Chi£fi*e sich nicht auf eine 
Körperlänge oder irgend eine Nummer der Statistik bezieht, sondern 
seinen Charakter symbolisiren soll gemäss den logisch aufzustellenden 
Regeln einer Symbolik durch arithmetische Foiinen, deshalb schreiben 

wir vor die obige Chiffre das Vorzeichen ij'- ^=\ ebenso wie man die 

Vorzeichen + und — auch zu einer qualitativen Bestimmung der Ein- 
heit benutzt.. 

Man ist gewohnt bei dem geometrischen Bilde den ersten Diffe- 
renzialkoeffizient einer Funktion sich als die trigonometrische Tangente 
des durch Tangente und Koordinate gebildeten Winkels vorzustellen. 
Das ist quantitativ richtig; nur muss man nicht vermeinen, an dieser 
Tangente ein Ding zu haben, was mit dem hier aufgestellten allge- 
meinsten Begriff der Natur jener Funktion in Konflikt käme. Jene 
Tangente ist ein veränderliches Verhältniss, keine Grösse. 
Eine Grösse wird es nur bei Bestimmung eines Punktes der Kurve. 
Bei der Betrachtung der Kurve als Individualganzes darf man demnach 
nicht behaupten, dass eine Tangente das Aequivalent ihres Differen- 
zialkoeffizienten sei; sondern dies wahre Aequivalent ist ein Begriff^ 
der alle in der Kurve möglichen Tangenten als Unterbegriffe ein- 
schliesst. 

Das Resultat also ist: 

Die charakteristische Natur einer Funktion, der allgemeine Ober- 
begriff, welchen sie ausdrückt, hat als arithmetisches Symbol das von 
der Grösse und Stelle der Veränderungen unabhängige Glied in der 
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Entmcklungsreihe nach Potenzen dieser Veränderungen; was ans dem 
logischen Grunde so sein muss, weil ja sonst kein Oberbegriff durch 
jenes Symbol ausgedrückt wäre. Die Einführung von unendlich 
kleinen Grössen und ähnlichen mystischen Begriffen ist ebenso logisch 
falsch wie auch unnöthig, sobald man dazu übergeht in den arith- 
metischen Formeln, nicht allein den quantitativen Inhalt, sondern anch 
die foimale Gestalt zu betrachten, in welcher dieser Inhalt als analy- 
tischer Ausdruck v o n spezifischer Form gegeben ist. Diese beiden 
Betrachtungsweisen sind gegeben und nothwendig, weil in einem jeden 
Gebilde der Kombinatorik (wie in jedem anderen der Logik) Form 
und Inhalt untei'schieden werden müssen, bei einer Deutung also 
von gleicher Bedeutung (gleich bedeutsam) sind^^). 

Die Entwickelung 1) ist in qualitativer Hinsicht eine Darlegung 
aller Eigenschaften einer Funktion. Im Falle dieselbe in begrenzter 
Foim stattfinden kann, hat man eine aufsteigende Reihe von Eigen- 
schaftsbegriffen, deren ein jeder Untei'begriff unter dem durch die 
niedere Potenz ausgedrückten Oberbegriff, und wieder Oberbegriff über 
die durch die nächst höhere Potenz des Zuwachses dargestellten Unter* 
begriff ist. In gewöhnlicher Teinninologie : ein jedes Differenzial ist 
Integi*al seines Differenzials ; also eine vollständige (und exakt mathe- 
matische) dialektische Analyse. Wenn die Entwickelung nur in unbe- 
grenzter Reihe gegeben werden kann, so verhindert das nicht einen 
jeden Begriff (Charakteristik einer jeden Stufe) aufeusuchen, welche 
von Interesse sein sollte; denn ein bestimmtes Gesetz in dem Fort- 
schritt der Reihe muss vorliegen, sonst hat man es überhaupt mit 
keinem funktionalen d. h. logischen Gebilde zu thun. Der Taylorsche 
Lehrsatz ist das allgemeine Schema einer solchen Entwickelung, und 
bedarf in der qualitativen Betrachtung ebensowenig eines Beweises wie 
etwa die Entwickelung der Potenzen eines Binoms in der quantitativen. 
Quantitativ kann aber der Taylorsche Satz gar nicht allgemein bewiesai 
werden, wie dies auch Gauchy ehrlich eingestanden hat 

Werden die Eigenschaften von Funktionen verschiedener Grade 
verglichen, so ist das Gesetz der Homogenität zu beobachten; aber 
nicht wie bei der geometrischen Deutung , welche nur die Vergleichung 
gleicher Potenzen zulässt, sondern es dürfen nur gleiche Stufen der 
Veränderung also gleiche Differenzialordnungen verglichen werden; 
denn diese drücken die homogenen Stufen des Verändei-ungsbegriffes 
aus, wenn auch ihre arithmetischen Symbole verschied^e Potenzen 
der Variablen enthalten. 

Aus der dialektischen Zerlegung einer Funktion nach dem Begriff 
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der Verändeining in eine Stufenreihe von Gliedern , welche ein jedes 
eine Eigenschaft der Funktion ausdruckt, die unabhängig ist von der 
Grösse und der Stelle der Verftndeiamgen , welche in den vorher- 
gehenden Gliedern der Abstufungen möglich sind, folgt: 

dass jene Entwickelung uns auch die vollständige Aufzählung aller 
Eigenschaften gibt; welche in jener Funktion überhaupt zu finden sind, 
die also hinreichen, um eine jede Frage betreffs jener Funktion zu 
beantworten; denn diese Eigenschaften liegen nicht heterogen neben- 
einander wie weich, sauer, grün etc., sondern folgen stufenweise aus- 
einander. 

Bei den Gebilden ersten Grades ist der Differenzialkoeffizient nicht 
allein Symbol des allgemeinsten Begriffes, sondern auch des ein- 
zigen, welcher in jenem Gebilde vorhanden sein kann. Verschiedene 
Arten der Geradheit, wie etwa die Hypergeometrie will, wider- 
sprechen deshalb schon einer allgemein logischen Intei-pretation 
der Formen. Wenn wir aber vei-schiedene Alten der Geradheit aner- 
kennen wollten, so müsste doch dem Gesetz einer jeden logischen Sym- 
bolik zufolge das analytische Gebilde ei-sten Grades mit einem absolut 
einfachen stets identischen Begriff gedeutet werden. Die entsprechende 
Umkehrung dieser Fordeiiing s. S. 145. 

Im Allgemeinen drückt ein Differenzialkoeffizient beliebiger Ordnung 
die geometrische Aehnlichkeit der Gebilde aus, deren qualitative Ein- 
heit sein Formalkomplex angibt. Deshalb sind alle Kreise ähnliche 
Gebilde; bei den Ellipsen aber nur solche von gleichem Verhältniss 
der Axen. 

Es ist schon ein geläufiger Ausdi-uck geworden von der Aehnlich- 
keit in den unendlich kleinen Theilen zu sprechen. Diese Kleinheit 
der Theile hat aber gar Nichts mit der Ae&nlichkeit zu thun. Zwei 
Kurven, welche sich in einer grösseren Ausdehnung unähnlich, sind 
es ebensogut in einer kleineren; wir bedüi-ften dazu nur besserer 
Miki*oskope, um diese Wahrheit auch ziemlich greifen zu können. 
Aber die Aehnlichkeiten, welche durch die Differenzialkoeffizienten aus- 
gedrückt werden, sind ganz verschiedener Art, je nach der Ord- 
nung jener Differenzialen. Eine Ellipse als Ganzes (Individualgebilde) 
ist einem Kreise viel ähnlicher als einer Schraubenlinie, obschon man 
aus der letzteren ein dem Kreise viel ähnlichei-es Stück als der Ellipse 
herausschneiden könnte, wenn man sich nur auf die sinnliche Be- 
obachtung beruft. Diese Aehnlichkeit liegt im Begriffe der;Kurve; 
bei der Schraubenlinie ist der Begriff der räumlichen Ausdehnung 
noth wendig, welche bei Kreis und Ellipse nicht vorhanden ist; und 
deshalb sind bei den beiden letzteren auch die Differenzialkoeffizienten 
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einander ähnlicher, verglichen mit dem ei-steren. Deutlicher wird es 
noch, was eigentlich dem alogischen Ausdrucke „ Aehnlichkeit in den 
unendlich kleinen Theilen" zu Gnmde liegt, wenn man diese Ver- 
gleichung zwischen der geraden Linie und dem Mittelstück der Lem- 
niskate ausführt. Obgleich dies eine Kurve vieilen Grades ist, so 
wird doch Jeder zugeben, dass die anschauliche Aehnlichkeit zwischen 
einem ziemlich grossen Stück gerade Linie und dem MittelstQck der 
Lemniskate viel gi*5sser ist, als zwischen viel kleineren Stücken Ton 
Linie und Kreis. 

Hat man eine Zusammenstellung mathematischer Symbole, welche 
einer bestimmten Zerlegung nicht fähig sind, ei-scheinen gebi-ochene 
oder regelmässig fortschreitende Potenzen der Variablen, so zeigt dies, 
dass eine bestimmte Funktion in logischem Sinne nicht vorliegt. So 
ist'z. B. eine reduktibele Gleichung insofeiii schon nicht mehr eine 
logische Funktion, als sie Lösungen zulässt, welche auch schon von 
einer Gleichung niedei-en Grades gegeben werden; insofern also in d«r 
analytischen Definition des Gebildes ein unnöthiges Zuviel von Bestim- 
mungen, eine zu hohe Qualitätstufe, ein zu allgemeiner Oberbc^rriff 
verwendet wurde. In der Riemann'schen Konstruktion als Blätterfigur 
erscheint deshalb eine solche Gleichung als mehr oder weniger isolirte 
Ginippen von Blättei*figuren, welche in Einzelpunkten zusammenhängen, 
aber kein logisches System mehr bilden. Riemann hat im Allgemeinen 
die Aufgabe gelöst, alles was man in mathematisch-technischem 
Sinne Funktion nennt, in diejenigen Systeme zu zerlegen, welche 
man in logischem Sinne Funktion nennen darf; es stellen sich 
dabei in seinen Blätterfiguren die ersteren dar in den meisten Fällen 
als ein mehr oder weniger lose zusammenhängendes Konglomerat von 
geometrischen oder auch imaginären Figuren. Wenn bei den letzteren 
die Verbindungsweise der imaginären Gebilde geometrisch ist, so kann 
man sie als logische Funktionen bezeichnen; denn der Name dieser 
Gebilde, heisse er imaginärer Punkt, Kurve oder Körper, hat keine 
Bedeutung; er bezeichnet nur eine gewisse, konsequent festgehaltene 
Einheit von bestimmter Qualität, eine analytische Form zur Einheit 
gemacht und mit einem ziemlich willkürlichen Worte benannt. 

Die alleinige Diiferenziation der Funktionen hat schon sehr bedeo* 
tende Resultate ei-geben , z. B. bei dem Tangentenproblem, den Fragen 
nach Maximum und Minimum, den Untersuchungen über Krümmung 
etc. Man schrieb dies gewöhnlich der Vereinfachung der Gleichungen 
zu, welche durch die Differenziation erfolgt; weil man in der verein- 
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fachten Gestalt die Gebilde bequemer analytisch behandeln und ihre 
Natur Studiren könne. Diese rein technische Erklärung des Erfolges 
verkennt vollständig die logische Ursache desselben. Diese letztere 
liegt darin begründet, dass durch die Diflferenziation neue Begiiffe 
entwickelt werden. Wäre ihr Sinn nur die Auflösung der Gebilde in 
sehr kleine Theile, so könnte man erst von der Integration ein Resultat 
(1. h. die Herstellung eines vernünftigen Objektes erwarten. 

In allen gegebenen Deduktionen war es nicht nothwendig, speziell 
von dem Symbol V — 1 und seinen Verbindungen zu sprechen , denn 
die Allziffer blieb überall vorausgesetzt. Die quantitative Auffassung 
würde jedoch keinen einzigen Schritt hierbei rechtfertigen können, 
selbst wenn man ihr Beweisveifahi'en bei Differenziation von Zahl- 
gebilden gelten Hesse; denn von einer Konvergenz komplexer Reihen 
sprechen ist ebensowenig logisch, wie von der Konvergenz der Bäume 
und Wolken , weil solche in Summationsform zusammengestellte Reihen 
unsummirbare Glieder enthalten ; als technischer Ausdmck ist so etwas 
zulässig, nicht aber als logische Erklärung. Es ist aber in diesem 
Falle auch nicht zulässig, die Reihe in zwei Reihen zu spalten, welche 
homogene Glieder enthalten, weil damit die Funktion als Ganzes 
zerstört würde. 



§ 8. 

Forderung der Yorstellbarkeit einer Erklärung. 

Man hört häufig, es sei nothwendig bei einer Erklärung aufzu- 
zeigen, wie man sich die Sache voi'zustellen habe; z. B. wenn der 
ße^iff der stetigen Verändeiiing kun*ante Münze werden solle, so 
müsse eine Anweisung gegeben werden , wie man sich den Uebei*gang 
des Polygons in den Ki*eis vorzustellen habe ; hierzu gebe es aber kein 
anderes Mittel als die stetige Yerkleinei-ung der Polygonalseiten, bis 
sie beim sogenannten Unendlich Kleinen anlangen, wo jede Seite auf 
einen Punkt reduzirt, alle Katzen grau sind. 

Wer durchaus einer ziemlich gi-eifbai-en Kiücke bedarf, um sich 
zu einem logischen Schlüsse bewegen zu lassen, der mag sie fbr seine 
Individualbedürfnisse gebi-auchen; dergleichen sollte aber nur für 
Kinder nothwendig sein , welche erst denken leinen. Nichts kann aber 
verkehrter sein, als die in obiger pädagogischer Forderung steckende 
Meinung, als wenn dadurch, dass den Sinnen durch solchen Nebelbilder- 



254 ^' K&P* ^« ^16 Formenrechnung. 

prozess Etwas plausibel gemacht, auch für den logischen Schliß da< 
Geringste gewonnen worden sei. Die kombinatorische Betrachtung ab- 
strahii-t ausdiücklich von allem Sinnlichen; es handelt sich bei ihr uni 
Denken und Begi-eifen, nicht um Erweckung eines Glaubens tHr d\v 
Sinne. Dem Denken sind qualitativ vei-schiedene Begriffe, wie Linie 
und Punkt, absolut heterogen, weil gleich und ungleich kontradik- 
torische Gegensätze sind; deshalb sind die Begiiffe „gerade— krumm. 
Polygon — Kreis" durch Vergi-össening und Verkleinening nicht inein- 
ander übeiführbar. Dies liegt nicht an unsei*er Sinnlichkeit, an den 
Schranken der Erfahrung, auch nicht am menschlichen Intellekt; sondern 
an der synthetischen Setzung des Denkens, welche weder vom Thier 
noch Mensch noch Göttern in einer anderen Weise ausgeübt werden 
kann als nach der Regel Ä = A. 

Der gi'osse Beifall, dessen sich der Begriff der qualitativen Ver- 
änderung durch quantitativen Prozess (d. h. der Begriff des Unendlidi 
Kleinen) zu erfi-euen gehabt hat, entstammt allerdings der Bequem- 
lichkeit , welche sinnliches Anschauen dem logischen Denken gegenüber 
gewährt. Die Sinne unterscheiden nicht unterhalb einer gewissen 
Grenze ; unterhalb jener Grenze ist den Sinnen 1=2, Linie = Punkt. 
Dass dem so ist, liegt aber nicht am menschlichen Intellekt, senden 
im menschlichen Blute, seiner organischen Konstitution ; und das Denken 
darf sich ebensowenig bei einem sinnlichen plausibel Machen beruhigen, 
wie es den Identitätsatz „im Unendlich Kleinen und Unendlich Grossen 
der metamathematischen Spekulationen^ aufheben darf. Der Begriif 
„Unendlich Klein" ist für den logischen Uebei-gang von gerade zu 
krumm nicht mehr tauglich als etwa der Begriff Biegsamkeit, 
vermittelst dessen wir auch aus gerader Linie eine krumme machen 
können; im Gegentheil, hierbei wäre der Forderung des vorstellig 
Machens schon viel besser genügt Man darf sich also nicht einbilden. 
dass man durch die beliebte Verkleinei-ung die Symbole Jy, (2x an- 
schaulich gemacht habe. Dieses anschaulich Machen wird aber auch 
gar nicht gefordert von der Mathematik; wäre das für einen jeden 
aufgestellten Begiiff in dies er Wi ssenschaft nothwendig, so wäre zu- 
vörderst geboten, bei dem V — 1 dies fertig zu bringen; denn dies 
Symbol wird nicht allein in Geometrie, sondeiii auch in der Arith- 
metik gebraucht Vergleiche B. VI. 11. 
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§9. 

Der technische und der logische Werth des Symbois ^. 

Es wurde gezeigt, wie das Symbol (-^ =j als Vorzeichen eines 

Formkomplexes wa:**-^ betrachtet werden kann, welches dieser deri- 
virten Funktion eine gewisse Qualität als Einheit verleiht, ebenso wie 
+ und — die abstrakte Einheit l zu einer qualitativen Einheit 
stempeln. Man kann aber auch dem durch die Leibnitzsche oder 

Grenzmethode gewonnenen Diflferenzialquotienten L ~ einen logi- 

sehen Sinn beilegen. 

Wenn zwei voneinander abhängige Bestimmungsweisen kon-espon- 
dirende Grössen markiren, so kann man sowohl das Verhältniss der 
markirten G)*össen, wie auch das Verhältniss der Bestimmungsweisen 
[d. h. des Gesetzes der Entwickelung, des Fortschritts] der Betrachtung 
unterwerfen, d. h.: 

y g + g* + g^ + 

ic" "" fe + 26 + 3fe H- 

kann sowohl seinem arithmetischen Werth nach für bestimmte y, x, 
als auch der Foim nach betrachtet werden, welche eine nach Potenzen 
gegenüber einer nach Vielfachen fortschreitende Reihe besitzt. 

Wenn der materiale Inhalt jenes Quotienten berechnet werden 
soll, so muss man den arithmetischen Werth der Einzelbuchstaben 
kennen. Soll aber der Formalwerth des Quotienten betrachtet werden, 
so ist die arithmetische Zahlgrösse der Buchstaben ganz gleichgültig; 
dieser Foimal werth bleibt derselbe, ob die Buchstaben Millimeter oder 
Siriosweiten bedeuten. Ebenso gleichgültig für den Formalwerth. ist 
es, ob alle Glieder der Reihe aufgeführt sind; es muss nur eine hin- 
reichende Anzahl vorhanden sein, um das Gesetz ihres Fortschrittes 
kennen zu lernen. Ebenso gleichgültig ist es, ob die Reihen im arith- 
metischen Sinne konvergirend oder diveiigirend sind, weil auch eine 
divergirende Reihe ein Entwickelungsgesetz repr&sentiren kann. Es 
reduzirt sich nun obiger Quotient nicht auf Null, wenn den Zuwachsen 
Jy, Jx der Nullwerth beigelegt wird, weil man bei der arithmeti- 
schen Manipulation statt eines Quantums in diesem Falle das quanti- 
tative Symbol des Verhältnisses der beiden Reihengesetze erhält, wie 

schon in B. IIL 4 nachgewiesen. Das Z . .^ = -p ist also nicht, 
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wie die Grenzmethode sagt, die Grenze des Verhältnisses oder der 
Werth des Quotienten der beiden Grössen Jy, Jx^ für denFalK das? 
Jy^ Jx Null werden — (eine alogischere Wortverbindung ist schwer- 
lich fertig zu bringen) — sondern das durch quantitative Symbole 
ausgedi-ückte Verhältniss zweier YerSnderuiigsgesetze. 
welche konstante Gesetze der Entwickelung bleiben, einerlei, ob die 
Gegenstände, worauf sie angewendet werden, klein oder gross sind. 
Die Grössen der entwickelten Gegenstände sind auf die Gesetze der 
Entwickelung von keinem Einfluss; diesen Gesetzen gegenüber sind 
die Grössen indifferent, d. h. arithmetisch Null. 

Der gi'osse Werth, welchen das Symbol -— als Ausdi'uck obigen 

logischen Gedankens für die Technik der Analyse hat, liegt in dem 
Umstände, dass dieser Gedanke in der arithmetischen Form eines 
Quotienten der zwei Variablen ausgedrückt ist; keine andere Bezeich- 
nung hat mit diesem Symbol zu rivalisiren vermocht. 

Das ..— lässt sich wie ein Bruch behandeln, zen^issen; der 
ax 

Nenner auf die andere Seite einer Gleichung übertragen , obschon das 
äy und dx isolirt gar keine Bedeutung haben. Das Zeichen lässt sich 
auch umkehren und ergibt dadurch unmittelbar Resultate der Um- 
kehrungsfunktion, ohne dass man eine ganz neue Betrachtung der Ge- 
bilde wieder durchführen müsste. Auch den weiteren Differenzirangen 

passt sich das Zeichen sehr leicht an , und obschon dx ^ in dem ^- \ 

eigentlich eine ganz andere Bedeutung hat als das Quadrat von dx, 
so lässt es sich doch in den Formeln gleich jenem behandeln. Der 
Grund für all dies bequeme Gebahren liegt in dem logischen Konnexe 
der Begiiffe „qualitativ- quantitativ ** bei kombinatorischer Anwendunu'. 
und in dem strikten Gegensatze der direkten und indirekten arith- 
metischen Operationen. Ausserdem kann man in Problemen der 
Mechanik dem cZy, dx etc. die Bedeutung sehr kleiner Werthe 
im Verhältniss zu sinnlichen Wahrnehmungen geben , und man ist in 
mehreren Fällen berechtigt^ diese thatsächlichen Grössen mit dem 
Entwickelungsbegriff zu vertauschen , wodurch die Rechnungen 
sehr vereinfacht werden. Diese Vertauschung muss allerdings für jeden 
Spezialfall gerechtfertigt werden ; sonst erscheinen jene Paradoxien und 
sogenannten mathematisch richtigen, aber thatsächlich falschen Resul- 
tate, woran die alles berechnen wollende Neuzeit so überaus reich 
ist; es ei*scheint kaum mehr eine Idee widersinnig genug, um nicht 
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auch mit Differenzialien und Integralen ausgeschmückt (vulgo berech- 
net) zu werden. 

Man kann sagen , dass mit Aufstellung des Zeichens ^^ die neue 

(ix 

Rechnung erfunden wurde; nicht eher, denn die Vei-suche, dynamische 
Begiiffe in die Mathematik einzuführen, kann man schon von Galilei 
oder gar Archimedes her datiren; auch nicht später, denn alles Hin- 
zugefügte war technische Verwendung dieses Zeichens. Dadurch dass 
die derivirte Funktion , die Variirung einer Funktion nach dem Be- 
giiflfe der Veränderung, welche als solche alle möglichen Verändeiningen 
in sich schliesst, und demzufolge durch keine andere Funktion ei-setzt 
werden kann, in Form eines Quotienten symbolisiit wurde, dadurch 
war eine lange gährende Idee, ein instinktiv als nothwendig gefühlter 
Begriff zu kurrenter Zahlmünze und Rechenmarke ausgeprägt. In 
diesem Zeichen einten sich alle wahrhaften Bestrebungen, und wenn 
auf Etwas , so können ihm Eulers Worte gelten : 

„Ac si quidem ipsius Analysis praestantiam spectamus, eam 
praecipue soli idoneo quantitates signis denotandi modo tribuendam 
esse deprehendimus." 
Oder in der hier gebrauchten Sprache: Wer uns das Mittel gibt, 
auf die unmittelbai'ste Weise gewisse Denkkombinationen zu einem 
Schlussuitheil zu verknüpfen, das ist unser Mann. Sei die Gestalt 
seiner Instinimente noch so barock, ihre Erklärung noch so mangel- 
haft, sind sie aber nach dem Satz des Widerspinichs konsequent ver- 
wendbar unter allen Verhältnissen, so dienen sie unseren Zwecken, 
und zeigen wenigstens in den Resultaten, dass sie logisch berechtigt 
und erklärbar sind. 



§ 10. 

Die Integration. 

Ebensowenig wie die Differentiation ein Berechnen der unendlich 

kleinen Theilchen einer Funktion, ebensowenig ist die Integiation ein 

Summiren von kleinen Theilchen, sondern sie ist Aufsteigen von einem 

Komplexe allgemeinerer Eigenschaften zu einem solchen von spezielleren, 

und dieses Aufsteigen findet auf allen Stufen nach dem einheitlichen 

Begriff der Veränderung koiTespondirender Bestimmungen statt Aus 

Nullen, mögen sie relativ oder absolut genannt werden, lilsst sich kein 

17 
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Quantum addiren, ebensowenig wie aus einer Unzahl von Linien eine 
Fläche. Aber aus dem Begriff einer Bichtungsänderung, welche nnalK 
hängig ist von Grösse und Stelle der Veränderung von Bestimmungs- 
elementen einer Funktion, lässt sich schliessen auf die arithmetische 
Form oder die geometrische Gestalt der Gebilde, welchen jene Eigenschaft 
zukommt. Weil nun obiger Begriff der einfachsten Richtungs&nderuns: 
gemäss seines Gharaktei-s als Denkbegriff durch analytische Symbole 
ausgedrückt werden kann, deshalb kann dasselbe mit den Gebilden 
geschehen, welchen obige Eigenschaft zukommt; sie heissen arithmeti- 
sche Foimen zweiten Grades, als Symbole der . Kegelschnitte. 

Eine Funktion ist also ein Denkgebilde, in welchem sehr verschiedene 
Ei'jrenschaften zu einem Ganzen vereinigt sind. Ihr letztes Differenzia] 
ist das quantitative Symbol der allgemeinsten Eigenschaft dieser 
Funktion, welche also ausser dieser Funktion noch einer grossen An* 
zahl anderer zukommen kann. Das nächstgeringere Differenzial fdbt 
schon eine weniger allgemeine Eii^enschaft an, und so weiter, bis mit 
dem ei-sten DifferenzialkoefGzienten die Reihe der Eigenschaften erschöpft 
ist, und der Funktion durch ihre Konstanten die bestimmte Grösse 
des Gebildes angegeben wird, in welchem obige Eigenschaften ver- 
einigt sind. Die vei-schiedenen Differenz) alkoeffizienten stehen in einem 
solchen Zusammenhange, dass ein jeder höherer solche Eigenschaften 
angibt, die unabhängig sind von der &r08 8e der korrespondirenden 
Verändei-ungen, welche in dem nächstniedrigeren Differenzialk., als selb- 
ständige Funktion betrachtet, vorgenommen werden können. Hier- 
durch sind wir gesichelt, dass alle Eigenschaften, welche überhaupt 
in der primären Funktion vorhanden sind, aufgefunden werden. Eben- 
sogut wie man nun eine Funktion als primäre, kann man sie auch a]< 
abgeleitete betrachten, und die neue Funktion suchen, deren Charak- 
teristik sie sein soll. Da dieses begriffliche Aufsteigen von einer all* 
gemeineren Eigenschaft zu einer Vielheit von spezielleren aber anbe- 
stimmter ist im Vergleich zu der umgekehrten Operation, der Technik 
des Kalküls also viel weitläufigere Schwierigkeiten verursacht, so lö^ 
der praktische Kalkül obige Aufgabe der Integration dadurch, das^ 
er unter den bekannten Ableitungen der Hauptfunktionen diejeni^se 
sucht, welche mit dem zu integrii-enden Ausdrucke übereinstimmt. 
Dass unzählige Kombinationen möglich sind, welche diese Betrachtungs- 
weise überhaupt nicht zulassen, ist leicht ersichtlich. Von einem beliebig 
zusammengestellten arithmetischen Ausdruck ist ebensowenig zn er- 
warten, dass er Differenzial einer Funktion, als dass die Seitentitel 
eines Wörterbuchs einen logischen Satz ergeben. Ist aber eine Kombi- 
nation nicht Resultat des Zufalls oder Willkür, sondern mathematischer 
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Ausdruck eines Gedankens, einer funktionalen Bestimmung, so kann 
dieselbe, wenn auch nicht als vollständiges Differenzial , so doch als 
Theil eines solchen gelten. Die Kunst der Integration besteht dann 
darin , den fehlenden Theil ausfindig zu machen. Dieses letztere er- 
fordert eine glttckliche Divinationsgabe , wenn auch mit der Zeit die 
Kenntniss von Analogieen diese Divination leiten und erleichtem kann. 

Entreckang eines Formgesetzes. 

Man nennt den Ausdruck .«** kurzweg das Integral von nx^^^dx; 
und den aus der Gleichung y = f{x) gewonnenen Ausdruck Jydx ein 
Flächenintegral. 

In der quantitativen Deutung stellt man sich nämlich eine Funktion 
allgemein unter dem Bilde einer Kurve vor und zerlegt eine von ihr 
und zwei Koordinaten begrenzte Fläche in eine grosse Anzahl Paralle- 
logramme. Ein jedes dieser Parallelogi*amme stellt man sich vor als 
bestimmt durch die zwei Seiten y und cfx, von denen das y eine red- 
lich messbare, das dx aber eine sogenannte unendlich kleine Grösse 
sei; durch Summirung solcher Parallelogramme will man die Grösse 
der Fläche messen. Diese Vorstellung beruht auf folgenden Voraus- 
setzungen : 

1) eine Parallelogrammfläche sei bestimmbar durch das arithmetische 
Produkt zweier Seiten; 

2) ein sejhr kleines Stack Kurve könne als gerade Linie betrachtet 
werden ; 

3) man könne eine endliche Summe bilden aus unendlich vielen 
Gliedern, deren Grösse zwischen endlichen Grenzen variirt 

Voraussetzung 1) ist richtig, bleibt aber unbewiesen. 2) und 3) 
sind falsche Behauptungen ; die technischen Manipulationen aber, welche 
diese Behauptungen ausführen sollen, kompensiren ihi*e gegenseitigen 
Fehler. 

Wenn man die Behauptung, dass ein Parallelogramm der Fläche 
nach gleich dem Produkte zweier Seiten ist, ohne weiteren Beweis 
aufstellen darf, so ist man ebenso berechtigt, dies von dem Integral 
Jydx für eine jede beliebige Fläche auszusagen, und man kann 
sich den auf die fehlerhaften Voraussetzungen 2) und 8) gestützten 
Beweisversuch ersparen. Dies geht aus unserer Betrachtung des Inte- 
grals hervor, womit zugleich der logische Beweis des geometrischen 
Satzes 1) gegeben wird, wie folgt: 

Eine Gleichung zwischen Variabein muss nicht allein 

in der Form aar^ H- hy^ -f- c = o 
sondern auch allgemein als 9), [rr, y, c . .] 

17* 
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betrachtet werden d. h. als ein Gebilde der Kombinatorik, erzeugt durch 

die Wechselwirkung seiner Elemente; ob ein solches nun geometrisch 

interpretirt werden kann, bleibt ganz dahingestellt Wird aber die 

geometrische Interpretation ausgeführt, so muss man sich doch an die 

kombinatorische Begiiffsverbindung halten; dies letztere wird in der 

gewöhnlichen Auffassung nicht strenge durchgeführt. Liege z. B. die 

Kreisgleichung vor 

a:* + t/2 = r* 

so denkt man gewöhnlich , dass damit die Kreislinie analytisch ausge- 
drückt sei ; das ist aber strenge genommen nicht der Fall. Wird der 
arithmetischen Einheit in dieser Gleichung die Bedeutung einer räum- 
lichen Ausdehnung gegeben, so besagt sie: 
in quantitativer Auffassung, ein Verhältniss von Dreieckseiten , oder 
auch Bestimmung der Ausdehnung r durch x, y oder umgekehrt; 
in qualitativer Auffassung, ein Gebilde q^^ {x^ y, r) innerhalb dessen 
drei Elementarbestimmungen sich gegenseitig zu einem Produkt, einem 
Gebilde überhaupt, zusammenschliessen. Dieses Gebilde ist aber nicht 
die Kreislinie, die Bestimmung von Stellen in der Entfernung r 
von einer festen Stelle aus. sondern dies Gebilde enthält die Elemente 
Xy y, r, ist demnach geometrisch als Kreisfläche zu inteipretiren. 
Diese qualitative Auffassung, welche bei der algebraischen 
Gleichung als gleichberechtigt neben der quantitativen steht, ist die 
einzig berechtigte, wenn die algebraische Gleichung in die Differenzial- 
foim umgewandelt worden ist. Denn das 

^Zy = _ ^ 

dx y 

X 

sagt aus, dass in dem Symbol der Charakter des Gebildes au<- 

gesprochen ist. In dem wird demnach ein Formalgesetz (Bil- 

dungs-Ei-zeugungsgesetz) ausgesprochen, welches für alle seine Theile. 

klein oder gross, gültig ist. Das Gebilde wird demnach hergestellt, 

erzeugt dadurch, dass dies Foimalgesetz auf ein bestimmtes Gebiet 

angewandt wird, über eine bestimmte Ausdehnung erstreckt wird. 

Demnach ist der Sinn des Symbols ff{x) dx 

ein Produkt — im allgemein logischen Sinne, nicht im speziell arith- 

metischen — erzeugt durch die Erstreckung des Foimalgesetzes f{x\ 

über ein gewisses Gebiet x. 

Dieses Gebiet, worauf ein Formalgesetz angewendet wird, kann 
sehr verschiedener All sein; sowohl eine stetige räumliche Ausdehnung, 
sei dies Linie oder Fläche oder Körper, oder eine zeitliche Ausdehnung:. 
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oder eine andere kontinuirliche Reihe von quantitativen oder qualita- 
tiven Untei'schieden, oder Kombinationen von solchen. Die allgemeinste 
Foim dieser Kombinationen wird uns durch die AUziiFer gegeben; 
durch zwei Allziffern wird also das Gebiet begrenzt werden müssen, 
über welches das Foi-malgesetz ei-streckt wird. Dies Gebiet ist aber 
nicht eindeutig bestimmt, wenn nur die zwei Grenzziffeiii angegeben 
werden, weil sich durch sehr vei-schiedene kontinuirliche Reihen von 
einer Allziffer zur anderen gelangen lässt. Zur eindeutigen Bestimmung 
wird man also mit dem Symbol ] f\x)dx zugleich die Reihe (Integra- 
tionsweg) angeben müssen, welche von der Grenze x = a zur Gi*enze 
X = b hinführt; d. h. im geometrischen Bilde die Kurve angeben, 
welche die Stellen a und b verbindet. Diese Kurve kann ins Unbe- 
gienzte verlaufen und wieder daraus zurückkehren; wenn es nur eine 
bestimmte Kurve ist, so wird auch das Ausdehnungsgebiet und damit 
der Integralausdruck ein bestimmter sein. 

Es ist aber gar nicht einmal noth wendig, dass obiges Gebiet ein 
kontinuirliches sei ; es kann aus diskreten Stellen bestehen, nur müssen 
diese durch ein gewisses Gesetz verknüpft sein, sodass sie funktional 
miteinander zu einem logischen Ganzen verbunden sind. Ueber eine 
Vielheit solcher diskreter Stellen oder funktional verbundene Einzel- 
gebiete lässt sich ebensogut ein Formalgesetz erstiecken im logischen 
Sinne, und die Symbolik der Integi*ation muss sich dem anbequemen. 
Hieraus folgt die Anwendung, welche die Integralformel auf Fragen 
der Zahltheorie und der Statistik haben kann. Alle Zahlquanta lassen 
sich als Produkte aus verschiedenen und jenachdem beliebig vielen 
Faktoren auffassen ; diese Produkte gleichfalls als arithmetische Reprä- 
sentanten von Bildungsgesetzen, als Integi*ale und Differenziale von 
verschiedenen, zuweilen beliebig wählbaren Ordnungen; daher auch die 
Möglichkeit, Funktionen in Form sogenannter „unendlicher Produkte^' 
darzustellen. Die Wichtigkeit dieser letzteren liegt in der Verwendung 
des Pi-oduktbegiiffes nach einem beliebig wählbaren Gesetz des Fort- 
schrittes. Bei den Zahlen in zahltheoretischem Sinne ist allerdings 
eine Auflösung nur in bestimmte Faktoren möglich ; man kann dieselben 
aber zwischen zwei Zahlquanta als Grenzen (im allgemeinen in-ationale) 
einschliessen und hierdurch auch die starren Primzahlen dem allge- 
meinen Schematismus fügbar machen. 

Wenden wir nun diese allgemein logischen Bestimmungen der 
Foimgebilde auf den einfacheren Fall der geometrischen Interpretation 
eines durch zwei Variable bestimmten Gebildes an, so zeigt sich, dass 
ebensogut wie Jf{x)dx Fläche des Parallelogramms heisst, für den 
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Fall das Formalgesetz der Erstreckung lautet: ^Konstanz des Yerfatit- 
nisses zwischen x und y^ mit demselben logischen Rechte in dem Falle, 
wo jenes Formalgesetz durch eine Gleichung höheren Grades, als» 
durch ein veränderliches Verhältniss zwischen x und y, ausgedrückt 
ist, jenes Integral der arithmetische Ausdruck des Gebildes ist, in 
welchem alle die möglichen x und y liegen, d. h. der durch Kune 
und Koordinaten begrenzten Fläche. 

Die sinnliche Vorstellung hält einen Beweis im Falle des Pan]I^ 
logramms für ganz überflüssig, im Falle der Kurve für nothwendig; 
aber nicht weil sie logisch überzeugt sein will , sondern weil sie in 
das Parallelogramm glaubt; sie glaubt eben, weil sie sinnliche Vor- 
stellung ist. 

Bei dem hier allgemein behandelten Falle der Kombinatorik kamen 
aber gar keine sinnlichen Vorstellungen in Betracht, sondern nur 
logische Schlüsse. Die übrig bleibende Frage konnte also nur die sein : 
ob das, was wir geometrische Vorstellungen nennen, nichts Ander» 
enthält, als jene formalen Gebilde der Kombinatorik? in welchem 
Falle obige logische Bestinmiungen für alle geometrischen Vorstd- 
lungen bindend sind. Dass dem so ist, wurde bewiesen in A. VE 

vra, IX. 

Der oben gebrauchte Satz, dass bei vielen der üblichen geometri- 
sehen Beweise der Glaube der Sinnlichkeit mehr ins Spiel kommt 
als der Schluss des Denkens, erfordert eine AusfQhi-ung. 

Wir glauben, dass ein Kreis entstehen könne durch bestftndiiies 
Verkleinem der Seiten eines Polygons; wir glauben aber in einer dis- 
kreten Zahl reihe nur eine Vielheit von diskreten Bestimmungen zu 
besitzen. Dass nun auf obige Weise niemals ein Kreis fertig werden 
kann, ebensowenig wie Achilles die Schildkröte eiTeichen könnte, wenn 
er seinen Lauf nach der Voi-schrift Zeno's regulirte , ist jedem philoso- 
phischen Mathematiker klar: ebenso klai* muss es bei logischer Be- 
trachtung einer Reihe aber auch sein , dass hierbei nicht allein die 
diskreten Stellen eine Bestimmung sind, oder ihre unendliche Anzahl 
— weil das letztere ein Alogismus — sondei-n dass in der Reihe ein 
Gesetz des Fortschrittes gegeben, welches schon in wenigen Glieder 
derselben konstatirt ist , dass also die Reihe als Statuirung einiger dis- 
kreter Glieder und des dieselben verbindenden Gesetzes ein ebenso 
kontinuirliches Ganze bilde, wie irgend eine Kui*ve in der AnschAU- 
ung; denn hier überzeugt nicht der sinnlich anschauende Glaube, son- 
dern das Bewusstsein, ein widei*spruchfreies Gebilde logischer Bestim- 
mungen gesetzt zu haben. 



Erstreckung eines Formgesetzes. 268 

Es ist ein Irrthum der sinnlichen Anschauung, wenn sie veimeint, 
durch diskrete Symbole ein Polygon genauer bestimmen zu können als 
eine Kurve; dass demzufolge bei analytischer Darstellung der Kurve 
die logische Möglichkeit einer Reihe von unendlich vielen Gliedern 
vorausgesetzt werden müsse. Wir bestimmen ein Polygon nach einer 
Anzahl von Punkten und Richtungen; wenn wir aber das ganze Poly- 
gon ausdenken wollen, so müssen wir je zwei Puckte verbinden, und 
dies geschieht durch die logische Forderung „gerade Linie**, welche 
eine ebenso rein logische (d. h. ideale im Gegensatz zu empirisch) 
Forderung ist wie „Kurve, veränderte Richtung**. Alle Stellen einer 
geraden Linie sind ebensowenig je diskret setzbar wie die Einzelpunkte 
einer KuiTe; bei der einen wie der anderen können wir aber das 
Ganze beherrschen, logisch überblicken, indem wir bestimmen: „auf 
die ganze stetige Ausdehnung, begi-enzt durch zwei Stellen, soll ein 
Formalgesetz erstreckt werden ;** 
im ersten Falle das Gesetz y = ax d. h. konstante Richtung 
im zweiten „ „ „ y = maf*„ veränderte Richtung. 

Empirischerweise, durch sinnliche Anschauung oder mechanische 
Zeichnung, ist es ebensowenig möglich ein genaues Polygon wie eine 
genaue Kurve zu erzeugen. 

Wir denken durch diskrete Setzungen, und deshalb können wir 
alle Einzelbestimmungen eines kontinuirlichen Gebildes nie aus- 
denken. Wir können aber den kontradiktorischen Gegensatz von dis- 
kret gleichfalls als eine logische Bestimmung (Begriff) setzen • eben aus 
dem Grunde, weil wir voi*ei'st den Begriff „diskret"* gesetzt haben und der 
Logik der Satz des Widerspruchs zu Dienste steht Wir können des- 
halb in diskreten Denkakten Formalgesetze der stetigen Veränderung 
setzen. Wenn wir nun den logischen Begriff der Stetigkeit setzen, 
aber seine Kontinuitftt in einzelnen Denkakten nicht ausdenken (zu 
Ende denken), so können wir doch die Stetigkeit empfinden, eben 
weil das Wesen der Empfindung Dauer d. h. Stetigkeit ist; weil 
momentan, im Sinne von „dauerlose Empfindung** eben gar nicht 
empfunden werden kann. Es ist hierbei, wie schon anderawo hervor- 
gehoben, von gar keiner Bedeutung, ob ein Organismus Empfindungen 
für stetig hält, welche der andere als diskrete wahrzunehmen behauptet, 
denn die diskreten Empfindungen des letzteren müssten doch ihrerseits 
wieder Dauer haben. Wegen dieser Natur der Empfindung als Dauer 
kommen wir zur Annahme äusserer Dinge von stetiger Ausdehnung, 
indem wir unsere Empfindungsweise durch ein Formalgesetz ausdrücken, 
und demgemäss die diskreten Sinneszeichen zu einem stetigen Ganzen 
verbinden. 6. A. VIII., XL 
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Wenn wir die Begrenzung eines Gebildes aufeuchen wollen — 
also bei der geometrischen Interpretation zweier Variabein, die Karre 
— so kann dies nur aus der Betrachtung des Gebildes q^t (y, x. c) 
als Fläche gedeutet geschehen. Bei der üblichen Quadratur der 
Kurve wird umgekehrt verfahren. Die Fläche derselben wird bestimmt 
als Produkt von den Koordinaten und der als bekannt vorausgesetzten 
Kurvenlinie, wozu dann der nur anschaulich, nicht logisch bewiesene 
Pythagoraeische Lehi-satz helfen muss. 

Wir dagegen sagen: in dem Gebilde 

(fi (^1 X, c) oder seinem aequivalenten Symbol Jf(x)dx 

ist die Begrenzung ebenso funktional bestimmt, wie das x und y. 
Man kann deshalb das ganze Gebilde ebensogut denken als erzeugt 
durch Ei-streckung eines Formalgesetzes über seine Begrenzung 5, wie 
über die Ausdehnung x^^ bis x^ , deren Integrationsweg als kürzeste 
Ausdehnung zwischen Xq und Xy^ verstanden wird. £s gilt also das 
neue Formalgesetz, welches der Begrenzung entspricht, aufzufinden. 
Hierzu fühii die einfache in Gleichungsform symbolisirte Aufgabe: 

q>M (y, X, c) = ff{x)dx = fq>(x,y)ds =^ bestimmt begi'enzte Fl&che: 

im einfachsten Falle, wo das Foimalgesetz „konstante Richtung'' h^sst 

ei*gibt sich hieraus 

s = y ic* -h y* 
d. h. der logische, von jeder sinnlichen Anschauung unabhängige Be- 
weis des Pythagoraeischen Satzes. 



Aus dem Vorhergehenden ergibt sich, wie es möglich ist, alle 
Resultate des Infinitesimalkalkuls zu erhalten, ohne sich irgendwie 
der Differenzial- und Integralzeichen zu bedienen; nur ist dann genau 
zu beobachten, ob irgend eine arithmetische Form als reine QuantitHt 
oder als Qualität zu verstehen ist; in dem letzteren Falle darf man 
die betreifende arithmetische Form durch quantitative Operationen nie 
in ihrem formalen Nexus ändern; für die Form (5 + 4) darf man 
nicht (9) schreiben; irgend ein Faktor, mit welchem diese Form ver- 
bunden wird, darf nicht arithmetisch mit den innerhalb der Fora 
stehenden Gliedern vereinigt resp. vereinfacht werden, wenn dadurch 
die Form als „symmetrische Verbindung zweier Glieder** 
verändert wird; ein solcher Faktor muss ausserhalb der Form stehen 
bleiben, bis es heisst : bei der Schlussform konrnit es nur auf den mate- 
rialen Inhalt, den arithmetischen Weilh an. Man begegnet zuweilen 
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in den Lehrbüchern, welche fbr den Gebrauch der mit der höhei-en 
Analysis nicht Vertrauten eingerichtet sind, durch elementare Ope- 
i*ationen ei-zielten Ausführungen, welche die ersten Entdecker dieser 
Resultate nur mit Hülfe der Infinitesimalrechnung erlangt hatten. 
Meistens sind es versteckte formale Behandlungen, die jene einfachere 
Gewinnung der Resultate ermöglicht ; logisch haben solche Ausführungen 
viel höheren Werth, als wenn dazu ein komplizirter technischer Appa- 
rat vei*wendet wird. 

Die vei-schiedenen Ordnungen der d und / Symbole haben nun 
den grossen technischen Vortheil, dass sie graphisch neue Arten von 
(imaginären) Einheiten bilden, wodurch der Rechner einer begriflflichen 
Unterscheidung arithmetischer Konnexe ihrem Formalweith nach über- 
hoben wird; dadurch werden die hier spielenden qualitativen Begriffe 
zu einer Art von Quantität gemacht, ein Mechanismus hergestellt, wo- 
durch alles Denken auf das arithmetische Summiren reduzii-t wird. 
Will man aber die verborgene Feder erkennen, wodurch diese Leistung 
der Rechnungsmaschine ermöglicht wird, will man logisch begreifen, 
so genügt es nicht, an dieser Maschine lediglich die Quantitätskugeln 
zu betrachten und die Drähte, an welchen sie hin und her geschoben 
werden; sondern man muss das Prinzip studiren, nach welchem sie 
aufgebaut wurde, das Gesetz, welches alle die an ihr möglichen 
Stellungen zu einem nach dem logischen Funktionalbegriff bestimmten 
Ganzen zusammenschliesst» und ihm Ausdruck verleiht 
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G E M E T E I E. 



C. KAPITEL I. 

GRUNDBEGRIFFE DER GEOMETRIE. 



§1. 

(f, im Nebeneinander. 

„Bekanntlich setzt die Geometrie sowohl den Begriff des Raumes 
als die ersten Grundbegriffe für die Konstiniktionen im Baume als 
etwas Gegebenes voraus. Sie gibt yon ihnen nur Nominaldefinitionen, 
während die wesentlichen Bestimmungen in Form yon Axiomen auf- 
treten. Das Verhältniss dieser Voraussetzungen bleibt dabei im 
Dunkeln. Man sieht weder ein, ob und in wie weit ihi-e Verbindung 
nothwendig, noch a priori ob sie möglich ist.** 

Riemann 6. W. 254. 

Besser als in diesen Woi-ten lässt sich die bisherige Lücke in der 
Geometrie, oder vielmehr — die Lücke zwischen logischen Begriffen 
und den sogenannten geometrischen Vorstellungen — nicht kennzeichnen. 
Soll die Geometrie eine rein logische Wissenschaft, eine Ei*weiterung 
der Logik sein, so müssen alle unbewiesenen oder unbeweisbaren 
Axiome aus ihr vei-sch winden. Sie darf nur von Definitionen ausgehen« 
und was bei diesen die Hauptsache ist, sie darf nur von solchen Be- 
griffen ausgehen, welche a priori durch die Thätigkeit des Denkaktes 
konstiiiiii; werden können. Die Geometrie verwendet speziell die Be- 
gnffe des Nebeneinander, und unterscheidet sich hierdurch von der 
allgemeinen Kombinatorik. In der Symbolik 'ei'scheint sie deshalb als 
ein Spezialfall der Kombinatorik; Spezialfall dieser letzteren daii sie 
aber nicht in logischem Sinne genannt werden, als ob noch ähnliche 
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oder koordinirte Spezialfälle innerhalb einer beliebigen Vielheit mOglicfa 
wäi'en : sondern ihr logisches Verhältniss ist, wie A. Vn. des Weiteren 
ausgeführt, folgendes: 

Das Zusammen — Dasein als Vielheit — kann betrachtet 
werfen 

1) genetisch d. h. subjektiv formal als q^r 

2) inhaltlich d. h. objektiv formal als qfg. 

Die Betrachtung des Inhaltes der Gebilde kann nun wiederum die 
Elemente dei-selben schlechtweg setzen als 

a) gleich werthige Einheiten, deren Stellung innerhalb der Gebilde 
absolut gleichgültig, oder denen die Determination als Stelle 
geradezu abgesprochen wird; dann bleibt nur die relative Grösse 
der Gebilde, also die äusseren Beziehungen derselben oder 
der die höheren Komplexe bildenden Einzelgruppen. 
Die Betrachtung des Inhaltes der Gebilde kann nun wiederum sich 
spalten in 

a) eine solche, welche nur die Sasseren Beziehungen der- 
selben als wesentlich gelten lässt, wobei die Gruppen also nur 
zählen nach der Anzahl von Elementen (Einheiten), welche iu 
dem q>g vereinigt sind — was identisch ist mit der Betrach- 
tung der reinen OrOsse. 

b) Betrachtung der inneren Beziehungen, welche d^ik- 
möglich sind zwischen den Elementen eines jeden Komplexen. 
In diesem Falle sind die Elementareinheiten auch noch gleich- 
wertig der Grösse oder dem Inhalte nach, beanspruchen aber 
eine spezifische Stelle innerhalb des Ganzen. Diese Betrachtom: 
ist diejenige des Nebeneinander ; und die innere Beziehung, welche 
zwischen den Elementen des Nebeneinander möglich ist, erhält 
dieser spezifischen Begriffkombination gemäss den spezifischen 
Namen Richtung. 

Die Antwort auf die Frage: Wainim bei der in der Analysts ge- 
wählten Symbolik das Nebeneinander scheinbar als ein SpeziaÜUI der 
einseitigen Betrachtungsweise des Grössenbegriffo schlechtweg 
auftreten muss, ist B. V. bei der qualitativen Betrachtung der Zahlen 
ausgefühit worden. In dieser Hinsicht ist es unrichtig, die Ana]7si^ 
allgemeine Kombinatorik zu nennen oder allgemeinere Begriffisbildung, 
welche die Fesseln der Lage abgestreift hat etc. — ; sie ist vidmdir 
eine einseitige Kombinatorik, weil sie nicht alle Begriffe verwendet 
welche von dem synthetischen Denken erzeugt werden können, weil sie 
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sich einseitigerweise auf den GrOssenbegriflf beschränkt vorgibt, and 
unversehens doch passende Symbole far den Richtungsbegriff findet 

In der Kombinatorik hier, Buch B., ist dieser einseitige Stand- 
punkt nicht behauptet, sondern gezeigt worden fbr Jeden, der sehen 
will, wie durch qualitative Betrachtung aus den analytischen Formeln 
die Begriffe des Nebeneinander herausgelesen werden können. Diese 
letzteren systematisch aufzustellen , ist die jetzt zunächst vorliegende 
Aufgabe. 

Bei der Wichtigkeit, welche dem Symbol tp, innewohnt, als Reprä- 
sentant zweier komplementärer Begriffe , welche sich zum Umfange der 
Denkmöglichkeiten ergänzen , also einen dritten gleichberechtigten Be- 
griff nicht zulassen, sei es gestattet, nochmals folgendermaassen zu 
resumiren : 

In der Arithmetik entstand die Funktion qp« dadurch, dass die 
in der Zeit gebildeten Reihen fr zu einem einheitlichen Denkgebilde 
vemnigt wurden. Die Einzelelemente eines solchen Gebildes waren 
also zusammen da; von einer Beziehung zwischen diesen Elemen- 
ten wurde aber abgesehen und deshalb entstand auch kein objektives 
Zwischen, d. h. geometrische Ausdehnung. Wurden deshiüb, wie 
bei Betrachtung der Zahlqualitäteu , der Deutlichkeit halber die Ein- 
zelelemente arithmetischer Gebilde getrennt, gi*aphisch ein Zwischen 
oder Beziehungsmodus zweier beliebiger Elemente aufeinander herge- 
stellt, so musste dieser Beziehungsmodus als ein und derselbe 
zwischen allen Elementen — arithmetisch gleich fQr alle — gelten. 
Dieses arithmetische Gleichsetzen ist identisch mit der logischen Ab- 
sti-aktion von inneren Beziehungen. Dieser Auffassung gegenüber 
konstiniirt der Satz des Widerspruchs eine neue Art der Funktion 9)«, 
kontradiktorisch entgegengesetzt der vorigen, in welcher also innere 
Beziehungen zugelassen werden. Die analytische Bestimmung dieser 
Gegensätze heisst also: 

1) q>t in welcher die inneren Beziehungen der Elemente gleich 
sind, und stets gleich sein müssen. 

2) ifs in welcher die inneren Beziehungen der Elemente ungleich 
sind, oder sein kOnnen. 

Dieser Fall 2) ist das geometrische Zusammen, das logi- 
sche Nebeneinander. 

Die Gleichheit der inneren Beziehungen ist natürlich in dem FaUe 
2) nicht ausgeschlossen; sie kann als Spezialfall eintreten; aber die 
Möglichkeit der Ungleichheit erfordert hierbei eine andere 
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Deutung der Symbole als in dem ersteren Falle, wo die Gleichheit 
identisch ist (vielmehr das analytische Symbol ist für) mit der logischen 
Abstraktion von inneren Beziehungen. 

Wenn im Falle 2) die Gleichheit der inneren Beziehungen gesetzt 
wird, so sind ihre Symbole identisch mit denjenigen des Falles 1), und 
deshalb konnten auch aus den QuaUtäten der Zahlen, B. V. die logi- 
schen Bestimmungen des Baumes abgeleitet werden. 



§2. 

Entfernung, Richtung. 

A. Vn. wurde ausgeführt, dass die Denkthätigkeit im Nebenein- 
ander die beiden Begriffe „Entfernung, Richtung'' als komple- 
mentäre Bestimmung der inneren Beziehung bildet, dass demnach alle 
Gebilde der Geometrie sich auf Kombinationen dieser beiden Begriffe 
zurückführen, durch solche Kombinationen synthetisch (a priori) kon- 
struiren lassen müssen. Die Hauptgattungen dieser Kombinationen 
sind jetzt auszuführen. 



§3. 

Der Punkt 

Eine Elementarsetzung im Nebeneinander in dem Sinne, dass sie 
weiter keine Bestimmung enthalten soll, als den allgemeinen absolut 
einfachen Akt des Setzens, heisst in der geometrischen Sprache Punkt 
Wir klassifiziren einen Sinneseindruck nach diesem Begriffe, wenn er 
ein absolut einfacher ist. Der Punkt ist deshalb ebenso Grenze 
eines jeden geometrischen Gebildes, wie die Einheit Grenze einer jeden 
arithmetischen Form , und die Null Grenze eines jeden arithmetischen 
Inhaltes. Zwei Punkte nebeneinander ohne Zwischenraum ist deshalb 
ein Widerspruch; es wäre ein Nichts, welches trotz seiner Nicht- 
Existenz zwei wirkliche Gi'enzen hätte. Diese Bemerkung ist wichtig? 
für manche Deutungsversuche, welche mit dem Unendlich Kleinen an 
geometrischen Gebilden gemacht worden sind^^). 

Ebensowenig wie die Eins eine Zahl, die Null eine Quantität 
kann der Punkt ein geometrisches Element genannt werden; er i>t 
lediglich Grenzbestimmung, und kann nie etwas Anderes werden« Ein 
Punkt lässt sich auch nicht bewegen, und damit geometrisch Etwas 
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konstniiren wie man häufig glaubt oder wenigstens sagt; Erläuterung 
hierzu G. 11. 4. 

Das Elementargebilde im Räume ist 



§4 

Die gerade Linie. 

Wir können ein Gebilde setzen 

9' = (^1» ^» ^»1 .. ..) 
mit der Bedingung, dass die Beziehung der Elemente der Richtung 

nach identiseh zwischen allen ist A. VIL S. 75. Ein solches 

Gebilde heisst „gerade Linie", an welcher gewisse Entfernungen 

durch die Punkte e^ c^ ... bestimmt sind. 

Wir können aber auch in jedem beliebigen Gebilde des Nebenein- 
ander zwei beliebige Elemente unmittelbar aufeinander beziehen, d. h. 
eine gerade Linie zwischen ihnen ziehen, weil wir logisch gar nicht 
gezwungen werden können , zwischen die Setzung o, unmittelbar nach 
Ox ein a, einzuschalten; womit dann auch der Fall ausgeschlossen ist, 
dass Richtung o, o, vei'schieden wäre von o, ^* Wollte man eine solche 
logische Nöthigung fbr gewisse Fälle für möglich halten, so wttrde die 
Möglichkeit des Denkens überhaupt negirt, denn dies hiesse mit ande- 
ren Worten: in gewissen Fällen können wir nicht o^ (h setzen, d. h. 
überhaupt nicht synthetisch setzen, nicht denken. Es können empi- 
rische Bedingungen Yorli^en, z. B. „die empfundenen Sinneszeichen 
lassen sich nicht in Reihen bringen, welche mehrere Punkte nach 
identischer Richtung verbinden'', und in diesem Falle sagen wir, der 
betreffende Gegenstand habe keine geraden Linien; aber das verhindeit 
nicht, dass wir eine unmittelbare Beziehung denken, ideal setzen; diese 
Möglichkeit des idealen Setzens muss uns zu Gebote stehen, wenn es 
ans möglich sein soll, äussere Eindrücke als Objekte zu setzen. 

Wiederholt wurde ausgeführt, dass die Geometrie sich nicht mit 
Vorstellungen, sondern mit Begriffen beschäftigt, nach welchen Vor- 
Stellungen geordnet werden können Die naive Auffassung kann 
sich schwer davon emanzipiren, diese Begriffe wenigstens als haftend 
an jenen Vorstellungen sich vorzustellen, sodass sie als Grenzen 
übrig bleiben sollen, wenn der sinnliche Inhalt (Empfindungsinhalt) 
der Dinge — wie Ton, Farbe, Schwere etc. — weggedacht worden ist. 
Der geometrische Schemen, welcher alsdann vom Dinge vermeintlich 
fibrig bleibt , wird nur deshalb nicht für mne Kombination von Denk- 
bogriffen gehalten, weil man es gewöhnlich nicht fertig bringt, jene 
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Sinneszeichen Yollständig wegzudenken ; es bleibt in nnserem Gehirne 
iminer noch ein sinnlicher Rückstand von jenem Dinge — ein Ding 
konstruirt aus sehr dünnen Drähten, Blättchen, ohne Schwere, sdir 
blass und farblos, denn die absolute Farblosigkeit ist nicht Yorstellbar. 
Wenn aber auch der menschliche Logiker diese Voratellungsblässe in 
seinem Gehirne nicht auf die absolute Null abschwächen kann , so Ter- 
hindeit dies doch gar nicht, dass er seinen Gedanken vorschreibt, 
Yon all den Sinneszeichen abzusehen und sich nur mit den StellongeD 
der Denkpositionen zu beschäftigen. Vorstellbar ist allerdings kein 
logischer Körper, aber denkbar, logisch postulirbar. 

Die gerade Linie ist identisch mit dem Begriff der kürze- 
sten, weil beide Attribute hierbei nichts Anderes besagen als die 
logische Forderung „zwei Elemente (Punkte) unmittelbar im Denken 
zu verbinden^. Diese unmittelbare Verbindung im Nebeneinander kann 
nun nach den beiden komplementären Möglichkeiten heissen: 

unmittelbare = unveimittelte Richtung 
unmittelbare = „ Ausdehnung. 

Der Begriff gerade Linie bedeutet also zugleich identisdie 
Richtung und kürzeste Entfernung, und diese beiden Begriffe kon- 
struiren ein und dasselbe Gebilde, so lange die kürzeste Entfemmig 
keinen weiteren Bedingungen unterworfen wird. Verschiedene 
Gerade Linien, wie sie von der Hypergeometrie postulirt werden« 
sind ebensolche Alogismen wie verschiedene Geradheiten, Ter- 
schiedene Sätze der Identität. 

In einem Gebilde 9« = (o^ o, Og ) wird Nichts dadurch ge- 
ändert, dass wir zwei Punkte solchergestalt unmittelbar Verbundes 
denken, auch wenn die Beschreibung des Gebildes nichts von jener 
Verbindungsmöglichkeit aussagt 

Die gerade Linie ist einestheils ein Grössenbegriff, wefl sie 
nach Entfernung ihrer Grenzen, nach der Ausdehnung, gemessen wer- 
den kann. Als bestimmte Richtung ist sie aber auch ein qualitatirer 
Begriff; denn „Richtung und Geradheit'' kann nicht vermehrt oder 
vermindert werden. Eine bestimmte Gerade ist demnach eine 
Grösse von bestimmter Qualität, verschieden von der Qnalitit 
einer jeden anderen Richtung. Ebenso wie in der allgemeinen Kon»* 
binatorik zeigt sich also auch in der Geometrie, dass schon das enn 
fachste Gebilde die beiden generellen Begriffskategorien „Quantitit» 
Qualität'' nicht allein zulassen, sondern peremptorisch fordert 

Betrachten wir die Linie in quantitativer Hinsicht, so erhellt^ dass 
sie durch eine arithmetische Ziffer symbolisirt werden kann; denn in 
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der Zahlreihe kann eine jede Grösse durch Ziffern , seien dies ganze, 
gebrochene oder irrationale Zahlen, bestimmt werden. 

Aus diesem Grunde gibt man der einfachen Ziffer, d. h. der arith- 
metischen Form, welche nichts weiter ausdrückt als eine Summe von 
Einheiten, in dem Nebeneinander die Deutung der einfachen Aus- 
dehnung; mit anderen Worten: 

„die arithmetische Summiiiingsform ist Symbol der einfachen Aus- 
dehnung'.'. 

Hierbei ist nichts gesagt über die Qualität der Ausdehnung, ob 
als gerade oder krumme Linie, ob in dieser oder jener Rich- 
tung, sondern nur über die Grösse der Ausdehnung, Länge derLinia 
Die Symbolisirung solcher Qualitäten wird Aufgabe von C. UL und 
rV. sein. 



§5. 

Das Dreieck, der Winkel. 

q>M = (ai aji as). 

War die Linie (pt "= {<h (h) d^s einfachste Raumgebilde, d. h. 
Gebilde, an welchem die beiden Begriffe „Ausdehnung, Richtung'S be- 
trachtet werden können, so ist das nächst höhere hergesteUt durch 
den Komplex dreier Elementarbestimmungen. 

In diesem Komplex qp, «= (o^ o, o,) können wir unterscheiden 
ebenso wie im Zahlkörper (8) 

die Elemente Oi o, Oj • 

die Unterkomplexe (h ^ ^ <h ^ ^ 
den Gesammtkomplex 010,03. 

Die geometrische Betrachtung unterscheidet sich von der arith- 
metischen, wie ausgeführt, dadurch, dass die homogenen Komplexe 
nicht konstant als gleichwerthig , sondern auch als ungleichwerthig 
Torausgesetzt werden dürfen, wodurch eben die Begriffe des Zwischen 
sowohl der Entfernung wie der Richtung entstehen. Die Vergleichung, 
resp. Beziehung aufeinander, zweier einfachster Raumgebilde kann 
natürlich wiederum nach keinen anderen Begriffen, als den beiden ge- 
nannten stattfinden. 

Die Vergleichung der Entfernung (Ausdehnung) nach wird zufolge 
§ 4 durch Zahlen ausgedrückt. Was die Richtung anbelangt, so können 
zwei Richtungen, wie zwei Qualitäten überhaupt, nicht absolut mit 

18* 
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einander verglichen werden, sondern nur dadurch, dass sie anf tine 
dritte bezogen und das Maas ihrer Unterschiede von dieser dritteB 
verglichen wird; Messung der Richtung erfordert also BestimmiDg 
einer festen Richtung, von wo aus gemessen werden soll. Der ebfiudistt 
Fall zweier zu vergleichenden Richtungen findet statt, wenn, wie obea 
bei 7f »= (o^ Os Os)« zwei Richtungen denselben Ausgangsposkt 
haben. In diesem Falle kann man die einer von diesen Richtongn 
kontradiktorisch entgegengesetzte, als die dritte feste Richtong an- 
nehmen , von welcher aus die Richtungsunterschiede zu messen siiuL 
Ein Gebilde {Oi a^ (h <h) dessen Elemente einen gemeinsamen Ponk 
Ol haben, wobei aber die Ausdehnungen unbestimmt blefba 
gleichgültig für die jeweilige Betrachtung, nennt man Winkel; besser 
wäre zu schreiben 

Die Messung der Winkel und die Anzahl der Richtungsverschiedet 
heiten wurden behandelt A. VH 

Soll die Betrachtung des Komplexes Oi ^ <h ^^ &^ alle in ite 
möglichen Beziehungen erstrecken, so nennen wir ihn DreieeL 
Sind in diesem Komplexe nur die Richtungen resp. Winkel bestimniL 
so ist das Dreieck nur seiner Qualität nach bestimmt, sdner Aii 
seiner Gestalt nach; sind in ihm gleichfalls die Ausdehnungen, dtf 
Grössen der Unterkomplexe festgestellt, so ist das Dreieck nach G^ 
stalt und Grösse, nach Qualität und Quantität, also vollkommec 
bestimmt 



§6. 

Dimonslonen 

nennt man zu einem System verbundene Richtungen, insofern die- 
selben tauglich sind, um verschiedene Arten der Ausdehnung, — ^ 
qualitativ verschiedene geometrische Gebilde, zu bestimmoL Vendiie 
dene Richtungen können demnach verschiedene Dimensionen marläv* 
aber eine neue Richtung bezeichnet nicht eine neue Dimension, ^^ 
sie nicht innerhalb des logischen Systems mit den alten BichtangQ 
eine neue Qualität von Gebilden schafft 

Hiermit ist streng definirt , was in dem Riemannschen vagen k^ 
drucke „Uebergehen einer Mannigfaltigkeit in eine völlig verachiedeof 
auf bestimmte Art" logisch berechtigt ist 

Da hier nur vom Nebeneinander gehandelt wird, kannns^ 
diejenige Richtung (oder überhaupt geometrische Bestimmung) in caß 
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neuen Dimension li^en, wenn sie ans serhalb der alten liegt, also 
innerhalb der alten Gebilde nicht aufgefunden werden kann. 
Ausserhalb einer bestimmten Ausgangsriditung liegt eine jede 
andere Richtung. Zwei Richtungen liegen also in zwei verschiedenen 
Dimensionen, und geben die Möglichkeit, ein Gebilde zu konstruiren, 
welches qualitativ verschieden von der Qualität ^Richtung oder 
Grerade" ist 

Die Anzahl der qualitativen Verschiedenheit geometrischer Gebilde 
wird bestimmt durch die Anzahl der zu einander senkrechten Rich- 
tungen, welche in einem und demselben Punkte logisch möglich sind. 
Dieser Satz folgte aus A. VII. und wird in den folgenden Paragraphen 
weiter erläutert Auch die Anhänger eines »dimensionalen Raumes 
geben diesen Satz zu. 

,Die vierte Axe des Raumes von 4 Dimensionen steht auf allen 
aus dem Eoordinatenan&ng im Raum von 8 Dimensionen gezogenen 

(Seraden senkrecht". 

Drobisch. B. d. S. A d. W, 

Es werden hier also 4 zueinander senkrechte Linien, ,begiifinieh 
wenn auch nicht anschaulich^, wie man zu sagen pfl^ postulirt 

Ehe der Beweis geliefert worden war, warum der Raum nur 
drd Dimensionen haben könne, duiite man allerdings den Zweifel 
hegen, dass die ihrem Wesen nach noch unerkannte und deshalb un- 
definirte sinnliche Anschauung nicht darüber entscheiden könne» 
ob der Begriff eines Raumes von mehr als 8 Dimensionen nicht zu- 
lässig, d* h. widerspruchsfrei sei; deshalb konnte man es fär einen 
blossen Wortstreit halten, ob man einem solchen Begriff, welcher den- 
selben gesetzmässigen Zusammenhang fbr mehr Koordinaten als dreie 
forderte, auch mit dem Namen „Raum'' benennen dürfe. Der 
Fehler, welchen die Analysten aber begingen, und welcher unabhängig 
blieb von dem Finden obigen Beweises, war die Meinung, dass die 
Bildung einer arithmetisch möglichen Formel 

w^ + x^ + y^ + e* *= r* 
als Ausdruck einer Kugel von 4 Dimensionen analog dem Formelschema 
fbr eine wirkliche Kugel, 
ein hinreichender Beweis sei iür die Widerspruchslosigkeit eines 
4 dimensionalen Kugelbegrifb; die Meinung» dass in dieser Formel 
derselbe gesetzmässige Zusammenhang iür 4 wie für 3 Bestimmungs- 
stficke vorhanden seL 
In obiger Oleichung ist wohl ein Zusammenhang von 4 unabhän- 
gigen Grössen, aber nicht von 4 unabhängigen Richtungen symbolisirt 
Dieser Fehler wurde nicht erkannt, weil man nicht die Vieldeutigkeit 
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der Zeichen + und — anerkannte, und die Eindeutigkeit der dnrdi 
sie symbolisirten Beziehungsbegiiffe bei einer gewissen Anwendung 
unbeachtet liess. Dies war aber die einzige Möglichkeit, um obvit 
Formel auf ihre logische Ausssage, den geforderten Begriff auf seine 
Wiederspruchslosigkeit , zu piüfen. 



§7. 

Parallele Linien. 

Parallele Richtungen nennt man solche, welche zu einer beli^igen 
anderen Richtung als der ihrigen denselben Richtungsanter- 
schied haben, welche also auf sich selbst bezogen, keinen Rieh- 
tungsunterschied ergeben. Parallele Richtungen können keinen 
gemeinsamen Ausgangspunkt haben, weil sie dann nicht yer- 
schiedene Richtungen wären, oder aber einen RichtungsunterBcfaied 
hätten, — was ihrer Definition widerspricht. Anschaulich spricht man 
dies aus, indem man sagt „Parallele Linien schneiden sich nicht^. 
Parallele Linien darf man deshalb nicht Linien von gleicher Richtung 
nennen, wenigstens wenn man koiTekt sprechen will, sondern: LinieiL 
welche keinen Richtungsuntei-schied haben, keinen Winkel bilden: 
denn gleiche und trotzdem verschiedene Richtungen ist ein Wider- 
spruch. Wenn man trotzdem in der Fachsprache sagt : eine jede Linie 
bildet mit sich selbst einen Winkel von 180 oder 360 Grad, so sind 
das eben stenoglottische Alogismen, die zuweilen ganz sinnlos sind, 
zuweilen aber auch einen richtigen Gedanken der genetischen B^radi- 
tung ausdrücken können; und dann bedeuten, dass die Drehung einer 
Linie um einen solchen Betrag von Richtungsunterschieden die Linie 
in ihre Anfangsrichtung zurückfllhrt. Der Gebrauch eines alogischen 
Begriffs wie „unendliche Entfernung'', wo die Linien sich etwa sdmei- 
den könnten, wird bei diesen logischen Definitionen natürlich über- 
flüssig. Alle Schwierigkeiten, welche man in dem Parallelenaxioai 
finden wollte, rühren von der unzureichenden Definition der Linie har. 
Dem Grössendogma zuliebe definirte man sie in der Neuzeit a]s „das 
in sich kongruente durch zwei Punkte bestimmbare Gebilde'^ — eine 
Definition, welche durch die künstlichen Koordinatensysteme gerecht- 
fertigt schien. AUer Unbestimmtheit wurde aber hiermit Zulass ver^ 
stattet. Kreislinie, Schraubenlinie, pseudosphärische kürzeste Linie, ^ 
alle genügen einer solchen Bestimmung, weil hier kein bestimmter 
Begriff vorliegt, welcher einem eindeutigen analytischen Symbol ent- 
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sprechen kann* Die Hauptbestimmong y,Identit&t der Richtung" 
warde vergessen, weil man yermeinte, Richtang auf Grösse zurdck- 
gefbhrt zu haben, weil man Richtung nicht als einen ebenso exakten 
Begriff wie Grösse anerkennen wollte. B. VI. wurde ausgeführt, dass 
die Definition lauten musste: „einfachstes Bildungselement, analytisch 
symbolisirt als „Form ersten Grades". 

Die Geometrie wurde bisher betrachtet als konsequentes Gebäude, 
gegründet auf dem mathematisch unbeweisbai-en Parallelenaxiom. In- 
sofern nur das für mathematisch bewiesen gilt, was aus synthetischem 
Setzen des Grössenbegriffs konstruirt werden kann, ist jene Behauptung 
richtig. Die Logik ergibt aber den Richtungsbegiiff als von derselben 
Denknoth wendigkeit (Exaktheit), wie den Grössenbegriff; sobald man 
dies Resultat anerkennt, verschwinden die vagen pangeometrischen Be- 
griffe, und ein jedes analytische Symbol erhält eine konsequente Deutung. 



§8. 

Die Ebene. 

Das durch zwei Dimensionen in unbeschränkter Ausdehnung be- 
stimmte Gebilde heisst Ebene. 

A. VIL, S. 71 wurde ein Gebilde definirt 
1) Ij 4" ö«-«- l,+öii.».. 2, — fl .... 2, — fl» .... li + fl 

welches in einer geschlossenen Reihe alle Grössen von Richtungsunter- 
schieden enthält Dieses Gebilde ist unbestimmt, weil verschiedene 
Richtungen denselben Unterschied zu einer bestimmten Ausgangs- 
richtung haben können. Diese Unbestimmtheit kann durch verschie- 
dene arithmetisch formulirbare Bedingungen aufgehoben werden. Die 
Bedingungsgleichung, welche obige geschlossene Reihe zur Ebene 
machti ist: 

(ü + a : I, -h o,.) + U + a- : 2, H- Ol») = (i, + fl : i; + Om) 
In Worten: 

bei drei beliebigen Richtungen innerhalb des Gebildes soll die 
Summe zweier Richtungsunterschiede gleich sein dem dritten. 

Es ist nicht nothwendig, dass die betrachteten Richtungen als 
Linien mit gemeinsamem Ausgangspunkte gedacht werden, man kann 
deshalb die Bedingungsgleichung auch schreiben 



280 C. Kqi. I. Die OiundbceriA der Geometrie. 

siehe Figor unten : (oi Oi : o, o«) + (a* a« : 05 o,) -■ (o, o, : o, a^) 
wobei aber der Sinn der Ricbtong, ob Oi a, oder Ot Oi bei dem Ad- 
ditionszeieben beobachtet werden mnss. 




Figuren In der Ebene. 

Ein begrenzter Komplex von Elementen bestimmt in der Ebene 
eine geschlossene Figur-, dieselbe ist vollständig definirt durch die 
Grösse ihrer Seiten und Winkel. 

Die Winkelsumme einer solchen Figur et^bt sich aas der Be- 
trachtung, dass je zwei aneinanderstossende Seiten einen Winke) bfldeo. 
welcher gleich zwei Kechten ist weniger dem von der figor abgewen- 
deten Ausseovrinkel. Also 

Winkel ab]bc=-a = 2R — ß. 

Zählen wir alle Aossenwinkel zusammen, so erhalten wir die 
Summe von 4 R, weil die letzte Seite des letzten Winkels identisch 
mit der ersten des ersten Winkels ist. Die Winkelsomme einer ge- 
schlossenen Figur, welche keine Innenwinkel enthält, ist demnach 
S = n.'iR — 4 R. 

Dies ergibt die Winkelsumme des Dreiecks S ^ 2 R. Hier ist 
die Winkelsumme des Dreiecks vollständig anabhängig von dem be- 
rQchtigten Parallelenaxionu Auch der Begriff der Drehnng oder Be- 
wegung Oberhaupt, woran manche Geometer Anstoss nehmen, kommt 
nicht zur Verwendung, fiondem nur die Begriffe Linie, Winkel. 
Addition. Im Winkel liegt allerdings der B^riff des Richtnng»- 
unterschiedes; derselbe li^ aber gleichfalls im Begriff des Sieh- 
Bchneidens zweier Linien, welcher im Euklidischen sowohl wie in 
allen paogeometrischen Axiomen angewendet wird, wenn anch nnter 
dem Namen von Grenzlinien etc. Alle Schwierigkeiten, welche man 
b^ diesem Problem gefunden, waren keine Schwierigkdten des Be- 
weises, sondern der Definition; diese sind aber vollständig gehoben, 
sobald man Torstellung und Begriff zu unterscheiden gelernt hat. 
£b ist ebenso nutzlos wie unn&thig bei solchen Problemen techniselie 



Ebene. 281 

Kflnste zu Hülfe rufen za wollen; die bestimmte Fassung der Begriffe, 
die Einsicht in ihre logische Struktur leistet hier Alles und un- 
mittelbar. 

Arithmetlsehes Symbol der ebenen FlSchen. 

Ebensowenig wie eine Linie aus diskreten Punkten, kann eine 
Fläche aus Linien summirt werden, weil durch Summation von Grössen 
einer bestimmten Qualität nicht eine neue (heterogene) Qualität erzeugt 
werden kann. Wenn demnach eine Linie ihrer Ausdehnung nach durch 
eine einfache Zahl gemessen oder symbolisirt wird, so kann eine Summe 
solcher Zahlen nicht das richtige Symbol der neuen Qualität Flächen- 
ausdehnung sein. Diese Qualität Fläche ist aber ein Oberbegriff, 
welcher gewisse Systeme von Linien als Unterbegriffe enthält, geome- 
trisch gesprochen: Fläche ist das GebQde, innerhalb dessen alle mög- 
lichen einem gewissen Gesetze entsprechenden Linien ihren Ort haben. 
Diese Liniensysteme sind deshalb funktional verbunden, und bestimmen 
in ihrer Verbindung als Faktoren das Erzeugniss Fl Sc he. Geht 
man also von dem Linienbegriff aus , so ist die Fläche eine Integration, 
Erstreckung eines Bildungsgesetzes über eine gewisse Ausdehnung, 
genannt die Basislinie. Das Symbol der Fläche wird demnach die 
Form eines arithmetischen Produktes haben müssen, weil es das Auf- 
steigen von der durch eine ein£Eu:he Zahl symbolisirten Linienausdeh- 
nung zu dem neuen Begriff ist, welcher durch die Wechselwirkung 
zweier solcher Ausdehnungen entsteht; wie ausgeführt B. VI. 10. 

Interessant ist ein anderes Symbol, welches aus zahltheoretischen 
Betrachtungen sich fbr den Begriff Fläche unbewusst ergeben hat 
Man stellte den Satz auf: 

„In einer Ebene sei eine vollständig begrenzte Figur JP von allent- 
halben endlichen Dimensionen konstruirt, deren Flächeninhalt durch 
Ä bezeichnet werde« Sind X und T zwei aufeinander senkrechte 
Axen und konstniirt man parallel mit ihnen zwei Systeme aequi- 
distanter Parallelen , welche ein aber die ganze Ebene ausgebreitetes 
Gitter bilden, so wird, wenn d der Abstand je zweier benachbarter 
Parallelen, und T die Anzahl der Gitterpunkte ist, welche inner- 
halb JP liegen , das Produkt TS ' mit unendlich abndmienden d sieh 
dem Orenzwerthe Ä nähern.'' Dirichlet, Zahltheorie. 

Diese Gletchmig ji «- Td * ist ein Muster fbr die Verwirrung, 
welche bei den einfachsten Begriffen entstehen kann, wenn die arith- 
metischen Formeln anssehliesslich quantitativ gedeutet werden sollen. 
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Der Beweis obigen Satzes wird mit Hülfe des Begri& Tom Un- 
endlich Kleinen geführt. Nun mässte man nach der gewöhnlichen 
Terminologie sagen: d ist ein Unendlich Kleines; also d' auch ein sol- 
ches, oder gar eins zweiter Ordnung; also auch Td* oder A — was 
doch unsinnig ist. Aber man kann umgekehrt interpretiren und dann 
kommt Sinn in die Sache: 

Ä soll nicht allein eine Zahl, eine Grösse, bedeuten^ sondern auch 
die Qualität Fläche; Td> hat also gleichfalls die Qualität Fläche. 
Das T bedeutet aber eine Anzahl Gitterpunkte, welche in einem ge- 
wissen Falle identisch wird mit der Maasszahl der Fläche. Was 
kann nun unter solchen Verhältnissen d' bedeuten? Nichts anderes 
als Flächenqualität, das Attribut, welches der Anzahl T gegeben 
werden muss, damit sie mit der Bedeutung des Symbols A homogen 
(qualitätgleich) werde. Unter dem Symbol eines alogischen Unendlich 
Kleinen zweiter Ordnung versteckt sich also ein logischer Begriff. 
T zeigt die Anzahl der Quadrate an , welche in dem A nach ursprüng- 
licher Normirung enthalten sind. Dass diese Anzahl sich immer mehr 
der Anzahl der Gitterpunkte nähert, je mehr Parallelen gezogen 
werden , versteht sich von selbst und bedarf gar keines Beweises, denn 

nähert sich immer mehr der Einheit, je grösser x ist, kann 

•4/ 

dieselbe aber nie überschreiten. 

Andere technische Betrachtungen könnten wohl noch ein andets 
gestaltetes Symbol für die Flächenqualität ergeben ; wenn aber logisdie 
B^riffe gebraucht werden, so resultirt stets die einfache Form des 
arithmetischen Produktes aus zwei Faktoren. 

Das Symbol einer Fläche als Produktzahl ist nicht allein ein tech- 
nisch arithmetisches, sondern auch ein logisches, und muss deshalb 
nicht seinem blossen quantitativen Inhalte, s^dem auch seiner Form 
nach gedeutet werden. Haben wir z. B. eine Fläche 

Fläche ^ AX B =^ 2 .S 
so verwischt sich dessen volle Bedeutung, wenn wir das 2 . S 
durch die 6 ersetzen. Die 6 sagt uns allerdings, dass hier 6 Einheiten 
vorhanden sind, sagt uns aber gar nichts über die Qualität dieser 
Einheiten; wollen wir diese kennen, so müssen wir genetisch zurück* 
gehen auf die Form 2 . 3; und diese sagt aus, dass die 6 Bezug hat 
auf ein Produkt aus 2 Faktoren , welchem die Qualität Fläche beizu- 
legen ist, wenn die einfache Zahl auf lineare Ausdehnung gedeutet 
wird. Solche Produkte also einfach Maasszahlen der geometrischeii 
Gebilde zu nennen, ist unrichtig. Maasszahlen sind sie aUerdings ihiem 
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quantitatiyen Inhalte naeb ; ihr spezifischer Formkomplex gibt aber auch 
ihren qualitativen Charakter an. 

Weil dieser qualitative Charakter der arithmetischen Formen be- 
besteht, deshalb ist auch die Anzahl der Faktoren in einem Produkte 
betrefiis seiner geometrischen Deutung von spezifischer Wichtigkeit 
Ebenso wie der Zahlkörper (8) andere Eigenschaften in sich begreift, 
wie der (2), ebenso wird auch ein Produkt von drei Faktoren eine 
andere geometrische Qualität repräsentiren wie ein solches von zweien. 



§9- 

Geometrische Körper. 

Geometrische Körper nennen wir das Gebilde, welches durch die 
Wechselwirkung dreier einfiacher Ausdehnungen entsteht, also eine 
Funktion aus drei Bestimmungen der Ausdehnung. Ebenso wie die 
Flache aus der Erstreckung eines Formgesetzes Qber eine Längenaus- 
dehnung entsteht der Körper durch eine solche Erstreckung über eine 
Flächenausdehnung. 

Dass logisch, kein weiteres Au&teigen zu neuen Begriffen möglich 
ist, ergab sich aus A. VU. Dass aber auch die weitere Anwendung 
des symbolischen Schemas zu höheren Formalprodukten^ wie sie in der 
allgemeinen Kombinatorik zulässig ist, alogisch sein mOsse, ist darin 
begründet, weil wir hier der einfachen Zahl die Bedeutung Aus- 
dehnung geben, während sie in der Kombinatorik nichts weiter als 
abstrakte Anzahl, nicht aber der Qualität nach spezifizirte 
Grösse ist 

Durch diese spezifizirte Deutung als Ausdehnung erhalten auch 

die Beziehungsbegriffe H X : spezifizirte Bedeutungen und 

werden vieldeutig, unbestimmt oder auch ganz sinnlos, wenn sie auf 
mehr als drei voneinander unabhängige Ausdehnungen angewendet 
werden sollen. Sobald man erkannt hat, dass Grösse und Aus- 
dehnung sehr verschiedene Begriffe sind, wird man auch die ver- 
meinüiche Berechtigung aufgeben, mit dem Ausdehnungsbegriff ad libi- 
tum schematische Kombinationen vorzunehmen. 
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§ 10. 

Kongruenz. 

Kongruent heisst der Etymologie nach, was zur Deckung (im 
geometrischen Sinne) gebracht werden kann. Es wird aber beabsich- 
tigt, mit diesem Worte die geometrische Identität der Gebilde zu be- 
zeichnen. Daher rühren die Ausdrücke: „Unabhängigkeit von der 
Lage im Baume, Merkmal der Transportirbarkeit etc.'^ Alle diese 
Bestimmungen sind aber noch nicht logisch eindeutig, und deshalb 
entstanden Paradoxien, an welchen sich der Scharfsinn von Philosophen 
wie Mathematikern yergeblich abmühte. 

Zur Lösung des Problems ist es nothwendig, vorab festzusteUen^ 
was Identität in der Zeit und was Identität im Baume sein 
kann; welchen Bedingungen identische Qebilde genügen müssen. 

Wir nennen eine mathematische Formel oder überhaupt einen 
Begriff identisch, wenn seine Bedeutung dieselbe bleibt, einerlei wmmn 
oder wo wir ihn denken oder die Formel anwenden. Bei einer so 
einfachen Bestimmung scheint der Satz in eine leere Tautologie aus- 
zulaufen. Haben wir statt dessen ein Zeitgebilde von vielen Einzd- 
bestimmungen , etwa eine Melodie, so erklären wir dieselbe fbr iden- 
tisch mit einer früher gehörten , wenn alle Einzeltöne derselben tun 
ein und dieselbe Zeitkonstante von den früheren verschieden sind. 
Formuliren wir die beiden Zeitgebilde nun exakt, so nennen wir 

(M) ti B» Melodie zur Zeit ^ gehört 
identisch mit (N) if >» Melodie zur Zeit ^ „ 

wenn alle Elemente von (M) sich von den homologen der (N) um ein 
und dieselbe Eonstante 4 — ^ unterscheiden. Vergessen darf aber 
nicht werden, dass wir diese Identität konstatiren, dass sie also 
gültig ist in Bezug auf uns. Eine weitere Annahme ist vorderband 
nicht zulässig; die Möglichkeit bleibt allerdings offen, dass jene mathe- 
matische Formel , oder jene Melodie , eine selbstständige Existenz wie 
die seligen Götter haben, einerlei ob sie je gedacht oder gehört wordeo 
sind. Wir sind aber einstweilen nur berechtigt, ihre identische Existens 
zu behaupten, sofern ein Subjekt, ein Ich sie gesetzt hat 

Wenden wir dieselbe Identitätsbestimmung auf Gebilde des Raumes 
an, so heisst sie: 

Identische Raumgebilde dürfen sich in all ihren homologen Ele- 
menten nur um eine und dieselbe Baumkonstante unterscheideo. 

Wie messen, wie symbolisiren wir nun diese Baumkonstante? 
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Ds6 allseitip aofigedehote Kontinniim kann nicht nach ßaum- 
Btttcken gemeseen werden, weil Terschiedene gleich grosse Raum- 
ansdehnuDgeo nebeneinander (zugleich) möglich sind. Die geforderte 
Raomkonstaate ist deshalb in die einfachsten heterogenen Bestand- 
theile zn zerl^ea, welche in ihr mOglich sind; dieselben heissen 
Richtung and Entfernung. 

Identische Raumgebilde werden deshalb solche sein, deren homo- 
loge Bestimmungen durch Hinzufügen einer konstanten Grösse der 
Entfemang und BlchtungsverBchiedeDbeitea ineinander verwandelt wer- 
den kdnneo. 

Führen wir diese Bestinuming bei dem Dreieck aus, so bestimmt 
sich dadurch die R^ fOr alle mO^ehen geometrischen Gebilde. 




Wenn wir das Dr^eck dui-ch Bestimmung der drei Punkte oder 
zweier Winkel und einer Seite oder zweier Seiten und eines Winkels 
fltr vollständig definirt erklären, so mOssen zwei Dreiecke, welche diese 
drei Bestimmungsstücke gleich haben, durch obige Regel ineinander 
verwandelt werden können. 

Bestimmen wir die Dreiecke ahc a„h„c„ durch die Lage der 
Ecken, so l&sst sieh das eine in das andere überfahren durdi Addition 
der Konstante, welche die Entfernung ihrer Mittelpunkte der üm- 
schreibungskreise und Addition der Entfemungskonstanten, welche die 
Grosse der Bogen a,a„ h,h„ e,c„ ausdrückt; diese letztere ist dasselbe 
wie die DrebungsgrOsse oder Eonstante des Richtungsunterschiedes. 

Wird dagegen das Dreieck definii-t durch: 
oi = a,.,h„,\ ac ^ a,„c„.; Z, aä» = ca„,h ^= c,„a„,h,„ 
80 werden dem einen die Konstanten 

Eutfenrang ^ aa„.; Drehung ca.„b, ^ c,„a„.b,„ 
hinzugefügt, um das eine in das andere zu verwandeln. 

Diese Verwandlung ist aber unmöglich bei den Dreiecken ahc, dbc 
obscboD obige drei Bestimmungsstttcke bei ihnen gleich sind ; denn bei 
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einer Drehung wOrde der Schenkel cb unyerändert bleiben, während 
bd einen Winkel von 180^ durchlaufen müsste ; eine DrehungskonsUnte 
kann diese Verwandlung also nicht zuwege bringen, eine Entfemongs- 
konstante noch viel weniger. Solche symmetrische Dreiecke sind dem- 
nach yerschiedene nicht identische Gebilde, und die Geometrie 
würde wohl thuen dies anzuerkennen, indem sie ihnen den Charakter 
der logischen Kongruenz abspräche ^^). 

Hieraus ergibt sich , dass die Definirung eines Dreiecks aus obigen 
drei Bestimmungsstücken unvollständig ist Der logische Grund dieser 
ünvollständigkeit liegt darin, dass man den Charakter dieser Gebilde 
als Produkte des Denkens verkannte, dass man veigass, dass Wir 
die Dreiecke beschreiben, und dass bei jeder logischen Beschreibung 
der Modus des Beschreibens ein und derselbe sein muss, wenn wir 
im Stande sein sollen, ein Uiiheil über die Identität der Gebilde 
zu faUen. Wenn wir dieser logischen Forderung eines identischen 
Modus der Beschreibung nachkommen wollen , so ist es falsch zu sagen 

ab =z bd] ac ^= cd. 

Nur die Gleichung cb = cb ist richtig; denn wir, als Subjekt 
des logischen Setzens, sind mit dabei und beschreiben jene Seiten 
relativ zu einem einheitlichen System von logischen ünterscheidungs- 
möglichkeiten , welches sich A. YII. herausstellte als System dreier 
Koordinaten. Beschreibung kombinatorischer Gebilde ist Erzeugung 
derselben; die Figuren existiren dabei nur in unserer Synthesis, nicht 
in einer Aussenwelt 

Die vollständige Beschreibung muss demgemäss lauten: 

Dreieck ahc bestimmt als + ((^) o (c6) — (ba) 
Dreieck bdc bestimmt als — (de) o (cb) + (6^. 

Hierbei ist das Zeichen o aufzufassen als der Beziehungsbegriff, 
welcher in mittlerem Verhältniss zu den konti*adiktorisch entg^en- 
gesetzten Begriffen „voi-wärts, rückwäits^' steht; an Stelle desselben 
könnte man in gewissen Fällen auch das Symbol i setzen. Näheres 
hierüber & C. HL 2. 

Kants geometrische Paradoxle. 

Jahrtausende wissenschaftlichen Lebens waren verflossen, ehe Jemand 
auf diese Unvollkommenheit der geometrischen Definition aufinerksam 
wurde. Kant fand, dass nach der Methode des Kongruenzenbeweises 
auch die symmetrischen Körper für kongruent erklärt werdra müssten. 
Aber hier wird doch die Vei-schiedenheit gar zu handgreiflich. 
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Die Lösung dieser geometrischen Pai*adoxie fand er nicht, obschon 
sie in seinen Prinzipien der Kritik enthalten war, weil ihm die rein 
logische Natur des Raumes dunkel blieb. 

Kant findet als eine Thatsache, dass symmetrische Körper (der 
rechte und linke Handschuh) yerschieden sind, obschon wir gar keine 
Verschiedenheit an ihnen anzugeben veimögen. Wenn es nun bis zu 
Kants Zeit nicht gelungen war, Verschiedenheiten der symmetrischen 
Körper anzugeben, die Thatsache aber feststand, dass sie yerschieden 
seien, so war eben jenes historische Nichtfinden noch kein Beweis für 
eine logische Unmöglichkeit solchen Findens. Vielleicht konnte noch 
ein solcher Unterschied gefunden werden, oder aber die Verschieden- 
heit lag eben nicht darin, was er innere Unterschiede nannte. 
Kant glaubte dieses historische Nichtfinden unserer intellektualen Be- 
schränkung, unserer Gebundenheit an gewisse psychische Organisationen 
zuschreiben zu müssen. Er sagt: 

„Was ist nun die Auflösung? Diese Gegenstände sind nicht etwa 
Vorstellungen der Dinge, wie sie an sich selbst sind und wie sie der 
pure Verstand erkennen würde, sondern es sind sinnliche Anschau- 
ungen d. i. Erscheinungen, deren Möglichkeit auf dem Verhältnisse 
gewisser an sich unbekannter Dinge zu etwas Anderem, nämlich 
unserer Sinnlichkeit beruht'^ 
Aus dieser Gegenüberstellung eines puren Verstandes zu 
sinnlichen Raumanschauungen geht hervor, dass Kant nicht 
an eine rein logische Auflösung des Raumproblems dachte; dass er 
yielmehr den menschlichen Intellekt fbr eine Verdunkelung oder Be- 
schränkung des puren Veratandes durch eine Sinnlichkeit hielt. Der 
pure Verstand sollte fähig sein, die Dinge an sich zu erkennen. Die 
Dinge an sich bezeichnen bei Kant ziemlich allgemein den irreduziblen 
Rest; sie werden jetzt Grenzbegriffe genannt, ein viel gebrauchtes 
und missbrauchtes Wort. Bei dem hier vorliegenden Problem der 
symmetrischen Körper lässt sich aber ganz genau sagen, was das Ding 
an sich ist, und wird daraus hervorgehen, dass es Nichts weniger 
als ein Grenzbegriff ist. Dieses Ding an sich ist eben die logische 
Wiedersinnigkeit an die Existenz eines Körpers, in diesen oder jenen 
Formen zu glauben, ohne dass zugleich ein synthetisch setzendes, also 
denkendes Wesen, grammatisches Subjekt gedacht werden dürfe, welches 
jenes Dreieck anschaut; die logische Wiedersinnigkeit, die Existenz eines 
Objektes mit dem Charakter Objekt zu denken, ohne zugleich ein 
Subjekt, welches denkt, zulassen zu wollen. 

Die Handschuhe existiren als Handschuhe nur insofern wir Menschen 
sie betrachten und gebrauchen. Was sie ausserdem noch sein mögen, 
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wenn sie anderen bösen oder guten Geistern erscheinen, oder wobr 
sie sich erklären, wenn sie sich selbst anschauen , geht uns Nichts an. 
Die Form der Handschuhe, wie jede rein geometrische Figur, ist aber 
nur ein Erzeugniss des synthetisdien Setzens, und existirt nicht, sobald 
alles Denken inkl. Kants purer Verstand nicht mehr da ist Die sym- 
metrischen Körper sind deshalb nicht vollständig beschrieben, so- 
lange wir nur ihre sogenannten inneren Verschiedenheiten 
betrachten; sondern sie sind erst vollständig beschrieben durch die 

Formeln 

+ (ab) {be) — bä) 

d. L dadurch dass hinzugefbgt wird: sie werden beschrieben durch 
einheitliche Synthesis. 

Das Ding an sich ist in diesem Falle also nicht das (Drdeck äbe) 
Objekt noch das Subjekt (Ich)^ sondern die logische Nothwendi^eü 
eines Zusammenseins (Koexistenz) von Objekt und Subjekt, von Dreieck 
und Ich, ohne welches weder von einem anschaubarm noch dankbaren 
Dreieck die Bede sein kann. 

Geometrisch bedeutet die Existenz eines einheitlich zusanunen- 
fassenden Subjekts gleichzeitig mit einer Baumfigur, die Bezidnmg 
dieser Baumfigur auf drei Koordinatenaxen, welche sich in einem Punkte 
schneiden ; denn wie A. Vn. ausgeführt, kann das synthetische Denken 
drei Koordinaten entsprechende Unterschiede setzen. 

Demselben Grunde wie obige geometrische Paradoxie Kants ent- 
sprangen die Widerspräche, welche C. Neumann in dem Begriff der 
relativen Bew^ung gefunden haben will. Ihre Lösung wird in Bndi D 
bei Feststellung des Begrifib der Bewegung erfolgen. 



C. KAPITEL n. 

METHODEN DER BESTIMMUNG 



§1. 

Synthesis und Analysis. 

Den beiden Elementarbegriffen des Nebeneinander entsprechend 
haben schon ältere Mathematiker eine Geometrie der Lage und eine 
solche der Grösse unterschieden. Auffallend ist es deshalb , das man 
in der Neuzeit geglaubt hat alles auf den Grössenbegriff reduziren zu 
können; es war dies eine Folge der analytischen Behandlungsweise 
geometrischer Fragen, und des metaphysischen Dunkels, welches über 
der Bedeutung analytischer Symbole sdiwebte. Uro dieses Dunkel zu 
verscheuchen, dekretirte der Empirismus, „es solle keine Metaphysik 
sein*^ — konstruirte aber trotzdem seine eigene Metaphysik unter dem 
Namen imaginärer oder höherer geometrischer Gebflde. 

Die Bestimmung im Nebeneinander oder die Lösung geometrischer 
Probleme kann auf zwei logisch und methodisch verschiedenen Wegen 
erfolgen. 

1) Synthetisch; durch Setzung der qualitativ verschiedenen Ge- 
bilde, Linie, Fläche etc. und ihre Verbindung durch Beziehungs- 
begriffe, welche sich unter dem allgemeinen Begriff der Bewegung 
zusammenfassen lassen. 

2) Analytisch, durch Berechnung; durch arithmetische Symbolisirung 
jener Gebilde und ihrer Kombinationen nach dem Satz des 
Widerspruchs. 

Die geometrische Synthesis ist natOrlich ganz unabhängig von allen 
und jeden empirischen Bedingungen; sofern ihre Forderungen keinen 

19 
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Widerq)ruch enthalten, sind sie geometrisch konstniirbar, eineriei ob 
uns je die mechanischen Mittel zu Gebote stehen Jene Fordemngeo 
auszuführen, die wirkliche Modellirung jener Qebilde fertig zu bringen. 

Die Möglichkeit einer analytischen Behandlung geometrischer Ge- 
bUde ergibt sich aus der in B. L, B. n. 2, B. IH nachgewiesenen 
Symbolisiining aller geometrischen Qualitäten durch Ziffern. Ihre Kom- 
binationen durch die Beziehungsbegriffe H X : geschehen strikte 

nach dem Satz des Widerspruchs und entsprechen deshalb allen Ver- 
änderungen, welchen geometrische Gebilde unterworfen werden können. 
Ein falsches Resultat kann deshalb nicht entstehen; wohl aber eine 
geometrisch undeutbare Formel, weil das arithmetisch einfachste Sym- 
bol „Setzung und Wiederholung der denkenden Setzung"' bedentet, 
diesem Setzen aber in der Geometrie die spezifische Bedeutung der 
Setzung einer Ausdehnung gegeben wird. 

Hieraus ergibt sich schon der logische Fehler, welcher belangen 
wird, wenn man die Geometrie einen Spezialfall der Analysis nennt. 
Analysis könnte man die allgemeine Beschreibung der Denkbew^ongen 
nennen; analytische Geometrie ist demnach Beschreibung einer ge- 
wissen Art yon Denkbewegungen, Produkten denkender Setzung. 
Die Geometrie ist deshalb aber ebensowenig ein Spezialfall der Ana- 
lysis, als die Mathematik überhaupt ein Spezialfall der allgemeinen 
Schriftstellerei, der logischen Methode der Beschreibung. Wohl aber 
nennen wir Mathematik einen Spezialfall der Wissenschaften und Geo- 
metrie einen Spezialfall von Wissenschaft der Denkbegriffe« Die Ana- 
lysis steht zur Geometrie vielmehr im koordinirten Verhältniss eines 
anderen Spezialfalles unter den Wissenschaften der Denkbegriffie; 
nämlich wobei dem Element nur die Bedeutung der abstrakten Ein- 
heit gegeben wird; in diesem Falle ist sie Arithmethik, Algebra etc., 
also wohl zu unterscheiden von der analytischen Darstellungsmethode 
einer allgemeinen Kombinatorik der Denkbegriffe. 

Treten während der analytischen Berechnungen geometrisch nn- 
deutbare Formeln auf, so bilden diese kein Hindemiss die Rechnung 
fortzusetzen, weil hierzu nur die logische Kombination der Elementar- 
Symbole erforderlich ist. Dies ist der Hauptvortheil der analytisches 
Methode. Die synthetische Methode kann nur mit ganzen Begrifi- 
gebilden operiren; sie muss abbrechen, wenn es noüiwendig ist ein 
solches in die Elemente des Denkens aufzulösen; sie fbhrt einen Ban 
mit fertig zugeschnittenem Material auf, während die analytische Me- 
thode sich aus kleineren Steinen von einheitlicher Qualität ein jedes 
Maass und eine jede Gestalt aufbauen kann. So ist z. B. bä dar 
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« 

Geometrie die Linie ein Individualganzes , welches nicht in w^tere 
EUemente serle^rt werden kann. Die Analysis setzt aber statt ihrer 
das Symbol jds^ welches die ganze mannigfache Qeschichte erzählt 
Ton den Denkprozessen, aus welchen jene Linie als Produkt hervor- 
ging, und zugleich die Mittel angibt, wie durch Veränderungen in 
jenen Prozessen verschiedene Produkte erzeugt werden können. Jene 
qualitativ verschiedenen Gestalten der Synthesis werden durch die 
analytische Symbolik auf eine einheitliche Qualität reduzirt, wodurch 
die Aufgabe auf ein Additionsproblem gebracht wird, auf die Behand- 
lung eines einzigen, oder einer sehr kleinen Anzahl von BegrififiMi 
wenigstens der Form nach; es wird also die Forderung an die syn- 
thetische Denkthätigkeit durch die analytische Methode bedeutend 
erleichtert. Allerdings kann durch alle Analysis jene synthetische 
Th&tigkeit nie vollständig überflüssig gemacht werden, ebensowenig 
wie durch reine Induktion mit Ausschluss aller deduktiven Phantasie 
je ein wahrhaft wissenschaftliches Resultat erzielt werden kann. 

Eine Formel kann nur Lösung einer geometrischen Aulgabe ge- 
nannt werden, wenn sie konstiiiirbar, geometrisch deutbar ist; aus^ 
genommen den Fall, wenn die Lösung die Aulgabe selbst als eine un- 
lösbare unrichtig gestellte kennzeichnen soll Die Ueberschätzung des 
puren Schematismus und die Verkennung der Mehr- und Theildeutig- 
keit vieler hier entstehender Formeln hat zwar auch die undeutbaren 
Symbolkonglomerate Lösungen genannt, zu deren Verständniss aber 
auf eine höhere Logik, höhere Sinnesfähigkeiten oder dergleichen — 
verwiesen werde musste. Die theilweise Vieldeutigkeit der analytischen 
Formeln hat aber auch, wie an anderen Stellen schon hervorgehoben, 
den grossen Vortbeil, dass durch die Schlussformel einer einzigen 
Rechnung alle die verschiedenen Lösungen ang^eben werden, welche 
einer Aufgabe, einem Komplex von Forderungen und Bedingungen ent- 
sprechen. Es liegt dies begründet (nach B. m. 7) in der dialektischen 
Vollständigkeit, in welcher gewisse ObergrifFe durch jene Formeln aus- 
gedruckt werden, womit gewissen Symbolen alle korrelativen BegrüFe 
entsprechen, welche einem gewissen Oberbegriffe gegenüber gleich- 
werthig sind. 



§2. 

Koordinatensysteme. 

Hat man irgend einen Begriff oder Sache oder Vorgang nach Merk- 
malen (Elementarbegriffen) bestimmt, so können diese Bestimmungen 
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einer mathematischen Behandlung anterworfBn werden , wenn dieselben 
naeh Unterscheidungsstufen messbar sind, seien dies nun Stufen der 
Dauer, der Ausdehnung, der Zahl, der Intensit&t etc. Die einzelnen 
Bestimmungsmerkmale können je nach der Natur der Angabe ab- 
hängig oder unabhängig yon einander sein. Spricht man z. B. Ton 
einem Körper Oberhaupt, und bestimmt denselben nach seiner Tempe- 
ratur, Dichte, Grösse, Geschwindigkeit, so können diese Bestimmongs- 
stQcke (in der Analysis Variabele genannt) ganz unabhängig von ein- 
ander sein, ohne dass deshalb der Körper seinem Begriffe nach un- 
m(^lich gemacht würde. Spricht man aber von einem seiner Natur 
nach bestimmten Körper, etwa dem Wasser, so dürfen diese Variablen 
nur in gegenseitig abhängigen Verhältnissen yariiren , wenn ee nicht 
aufhören sollte flüssiges Wasser zu sein. Diese Abhängigkeit mag sich 
auf die Grösse der einzelnen Variabein erstrecken, sie kann aber aaeh 
nur auf das ganze System des Zusammenhanges Bezug haben, von der 
Grösse unabhängig sein, wenn nur der systematische Zusammenhang 
derselben gewahrt bleibt. Ein Gas bleibt Gas, mag seine Temperatur 
noch so stark erhöht, seine Verdünnung noch so weit fortgesetzt werden; 
wird aber ein gewisses Verhältniss zwischen Druck und Temperatar 
überschritten, so hört es auf Gas zu sein, weil durch die willkürliche 
arithmetische Veränderung das System „Gasigkeit*^ zerstört wird. 

Oder, wenn wir die Arbeit zweier Massen in Wechselwirkung be- 
rechnen wollen, so sind diese nebst ihrer Entfernung die unabhängigeo 
Variabein der Aufgabe. Dieselben stehen aber trotz ihrer Variations- 
möglichkeit in einem solchen systematischen Zusammenhange, dass die 
Angabe ganz sinnlos werden würde, wenn eine von ihnen den arith- 
metischen Werth erhalten sollte. Als Rechnung^resultat erhält man 
dann zwar noch ein analytisches Symbolaggr^at, welches aber ent- 
weder ganz sinnlos, oder vieldeutig interpi-etirt werden muss. 

Man kann demgemäss Variabele unterscheiden , jenachdem sie nnr 
der Grösse nach, oder der Grösse und einem jeden systematischen Zn* 
sammenhange nach von einander unabhängig sind. In dem ersieren 
Falle, wo die Variabein einen gewissen Zusammenhang wahren mikssen. 
sind dieselben koordinirte Variabele zu nennen. 



Die Bestimmung einer Raumgestalt geschieht nach den 
Begriffen — Entfernung, Richtung; und jenachdem die Gestalt all- 
gemein oder speziell bestimmt wird, sind eine verschiedene Anzahl too 
Variabein arithmetisch nothwendig, um diese Bestimmung eindeattf 
zu machen. Dieselben dürfen in allen Verhältnissen varüren, ohne 
deshalb au&uhören auf den allgemeinen Begriff des Raumes gedeutet 
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werden zu können. Man hat sie deshalb schlechtweg voneinander un- 
abhängige Variabele genannt, eine Benennung, welche verhängnissYOll 
ffir Spekulationen über den Raumbegriff geworden ist 

Von dieser vermeintlich absoluten Unabhängigkeit der Baum- 
variabeln ausgehend, kam Rieman dazu für den allgemeinen Begriff der 
Distanz das Symbol i'' (2 -^dx) aufzustellen, dessen alogische Eonse- 
quenzen in A. XII. gezeigt wurden. 

Der Ausdruck ist fehlerhaft, weil er den systematischen Zusammen- 
hang der Raumvariabeln ignorirt, obschpn die ganz zutreffende Be- 
nennung „Raumkoordinaten ** hierauf aufmerksam hätte machen 
können. Welches ist nun das Systemverhältniss (die Abhängigkeit dem 
Systeme nach) dieser Raumvariabelen? 



§3. 

NatOriiche Koordinaten. 

Bei einer jeden messenden Bestimmung muss ein Ausgangspunkt 
(ein Anfang des Maassstocks) festgesetzt werden ; eine bestimmte Stufe 
der Empfindung, von welchem die Anwendung der Denkbegriffe be- 
ginnt. Man bezeichnet diesen Ausgangspunkt folgerichtig mit dem 
arithmetischen Symbol 0. 

Da nun im Räume Entfernung und Richtung die einzigen Be- 
stimmungsbegriffe sind, so muss ein jeder andei*e Punkt sowohl seiner 
Entfernung s nach, von dem Ausgangspunkte wie die Richtung s von 
einer Ausgangsrichtung bestimmt werden. Das einfachste ist die feste 
Ausgangsrichtung von dem Punkte o aus zu bestimmen. Weil aber 
sehr viele Richtungen denselben Richtungsunterschied zu einer festen 
haben können, so müssen so viele feste Richtungen bestimmt werden, 
dass eine beliebige durch alleinige Grössen des Richtungsunter- 
schiedes zu den festen eindeutig bestimmt werden kann. Aus A. Vn. 
folgte, dass drei solcher fester Richtungen zu diesem Zwecke noih- 
wendig sind. Lftsst man diese Richtungen der Einfachheit halber sich 
in dem NuUpunkt treffen, so erhalten wir 3 Bestimmungsstüeke als 
nothwendige Merkmale eines Ortes im Räume; eine Entfernung und 
zwei Richtungsunterschiede, oder drei Entfernungen, die nach be- 
stimmten Richtungen zu messen sind. Dies sind die natOrlichen Koor- 
dinaten, weil sie auf die einfachste Weise, ein jedes Symbol, eindeutig 
einem Elementarbegriffe entsprechend, die wahre Lage eines Ortes 
bezeichnen* 
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Das Systemverhältniss, in welchem diese drei koordinirten Begriffe 
stehen, ist nnn dieses: 

Sie sind gleichwerthige ünterbegriffe des Oberbegriff, „allseitige 
Ausdehnung, allgemeines Eontinuum, Raum^; sie können ihre Aas- 
dehnung ändern von Null bis zu einer beliebigen Orösse ohne aufzu- 
hören im Räume zu sein; sie müssen aber durch stetige Unterachiede 
eine jede in jede andere übergehen können, weil keine Lücken im 
Kontinuum existiren können, und keine Koordinate vor einer anderen 
ein Vorrecht, einen begrifflichen Unterschied hat. Diese System- 
forderung des kontinuirlichen Uebergangs einer Entfernung in die 
andere kann arithmetisch ausgedrückt werden. 

Der Ausdruck ist 

rci = fii V — j:i 

und bedeutet: nicht eine imaginäre Grösse, sondern — das logisch 
konstruirte Symbol des realen Richtungsbegriffes. Es besagt, dass eine 
bestimmte Richtung diesem Richtungsbegriffe nach die mittlere Pro- 
poi-tionale zwischen gewissen kontradiktorisch entgegengesetzten Rieb- 
tungspaaren ist, und dass diese letzteren Richtungspaare eine geschlossene 
Reihe bilden; das ist aber in Verbindung mit der stetigen Veränder- 
lichkeit der Eoordinatengrösse nichts weiter als eine Auslegung des 
Begriffs „Kontinuum der Ausdehnung." 

Der algebraische Schematismus sieht von solchen Systemverfaftlt- 
nissen ganz ab , er häuft die Zahlen und Variabelen aufeinander, und 
erst die Produkte, welche ihm dabei unwillkürlich entstehen, erinnem 
ihn durch ihre verschiedenen Foimen (binär, temär, quatemär . . .) 
daran, dass noch etwas Anderes als reine Zahlgrössen damit aus- 
gedrückt werden, dass die Einzelzahlen auch wohl einen spezi- 
fischen Charakter haben könnten. Es ist also schon ganz ver- 
kehrt, ein Schema, welches prinzipiell jede Berücksichtigung eines 
systematischen Verhältnisses ignorirt, zum Symbol eines allgemeineD 
Systembegriffes verwenden zu wollen; noch viel verkehrter, den absolut 
systematischen Zusammenhang des Kontinuums dadurch ausdrücken zu 
wollen; oderUnterschiede des Kontinuums hypostasirenzu wollen, 
sogenannte Räume von verschiedenem Krümmungsmaass , während der 
Begiiff des absoluten Kontinuums einen jeden begrifflichen Unterschied 
negirt. Verschiedene Arten der Unterschiedslosigkeit setzen zu 
wollen, ist eine contradictio in adjecto. 

Alle jene Formelgebilde der Pangeometrie, welche nicht den durch 
die natürlichen Koordinaten ausgedrückten Bedingungen genügen, haben 
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mit dem Raumb^fiiffe nichts zu thun; ob jene Symbolagregate in 
EinzelfUlen einem anderen logischen Begriffe entsprechen können, bleibt 
dahingestellt s. B. y.«>) 



§4. 

Künstliche Koordinaten. 

Für viele Fragen der Geometrie hat es sich als vortheilhalt ge- 
zeigt, nicht jene einfachsten natürlichen Koordinaten, sondern ein 
anderes System von Bestimmnngsverh&ltnissen zu verwenden; haupt- 
sächlich geschah dies zum Zwecke einer allgemeineren Verwendung 
analytischer Symbole oder Operationsmethoden. Wenn ein^ solche ein- 
fachere Berechnung durch Anwendung eines anderen Systems von Be- 
stinmiungen eintritt, so kann man wegen der Korrespondenz logischer 
Kombinationen mit analytischen Opemtionen allerdings sicher sein, dass 
dem auch eine neue logische Betrachtungsweise entspricht; 
diese letztere bei einigen hervorragenden Fällen zu entwickeln, muss 
Aulgabe der Philosophie sein. 

Wenn man bei einer Geraden, deren Gleichung in natürlichen 
Koordinaten 

1) Ax+ By + C= 

die negativen reziproken Werihe der Längen, welche diese Linie auf 
den Koordinatenaxen abschneidet, als Variable einer Gleichung be- 
trachtet, und diese Werthe 

o^ C C 

variirt; so erhält man den Ausdruck eines Büschels von Linien, welche 
sich alle in einem durch ein x, y der obigen Linie 1) bestimmten Punkte 
schneiden. 

Durch Verbindung der Ausdrücke 1) und 2) entsteht die Gleichung 

3) ux + vy + 1 =s 

welche die Vereinigung des Punktes z^ y mit der Geraden t«, v an- 
zeigt, d. h. Bestimmungen, welche den beiden Gebilden 

gemeinsam sind. Dieselben bedeuten einen Punkt », y, welcher auf 
der Geraden m» v liegt, und auch die Gerade % v, welche durch einen 
bestimmten Punkt x, y geht. Nach Belieben kann man in 8) die Be- 
stimmungen der Geraden und des Punktes veränderlich denken. Wenn 
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x^ y veriLnderlich, w, f> konstant gedacht werden, so symbolisirt 3) aDe 
auf einer bestimmten Geraden liegenden Punkte; wenn u, v verftnder- 
lich, X, y konstant sind, so ist 3) der Ausdruck aller Geraden, welche 
sich in dem einen bestimmten Punkte x, y schneiden können, also der 
Ausdruck eines sog. Strahlbfischels. Die Gleichung ändert ihre Form 
(ihren formalen Charakter, ihre Qualität) nicht, wenn u^ v mit x^ y 
vertauscht werden, weil diese Elemente synmietrisch in 3) aufiaieten. 
Man kann deshalb die Deutung dieser Gleichung beliebig wechsdn, 
und hat einen analytischen Angelpunkt erlangt, um beliebig von einer 
Interpretation der Symbole zu einer anderen überzugehen. 

Prinzip der Dualität 

Der pjiilosophische Werth dieses analytischen Kunstgriffs liegt 
darin, dass er zwei logisch komplementäre Begriffe in einem arith- 
metisch einheitlichen Komplexe repräsentirt; nämlich zwei verschiedene 
Generations weisen geometrischer Gebilde; dazu die zwei einzig mög- 
lichen Generations weisen. 

B. YL wurde ausgeführt, dass korrelative Begriffe ebensogut durch 
negative wie durch positive Bestimmungen definirt werden können. 
Zu solchen Begriffen gehöi'en die geometrischen Bestimmungen 

a) Bereich eines bestimmten Gebildes, 

b) Bereich des Raumes, welcher nicht zu diesem bestimmten 6e- 
bilde gehört 

Diese beiden Begriffe zusammen bilden den Raum überhaupt, den 
Gesammtraum. 

Dieselben werden konstruirt durch Veränderung (Bewegung) der 
Elementarbegriffe „Entfernung, Richtung, '^ deren Vereinigung geo- 
metrisch dargestellt ist durch die gerade Linie. 

Gewöhnlich wird zwar auch gesagt „man beschreibe ein G^flde. 
etwa eine Kurve, durch Bewegung eines Punktes im Räume*. Dies 
ist eine irrige Behauptung. Ein Punkt lässt sich gar nicht im Baume 
bewogen, denn der Punkt ist nur Bezeichnung eines bestimmten Ortes. 
als Gebilde ein Nichts Gi I. Der Punkt ist reine Grmize, nnd eine 
Grenze lässt sich nicht bewegen ohne Etwas, an dem sie Grenze ist 
Die Linie ist zwar auch Grenze der Fläche; ausserdem ist sie aber 
selbständiges Grebilde, Vereinigung zweier positiver Bestinunnngeit 
welche sich eine jede verändern können; der Punkt lisst sich aber 
nicht veri&ndem ohne aufisuhören reiner Punkt zu sein. Wenn man 
vermeint eine Kurve durch Bewegung eines Punktes im Ranme zn be- 
Bchrdbm, so hat man stillschweigend jene Bahn schon voigenicbnet 
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und rückt den Punkt in derselben, besser gesagt ^betrachtet Ter- 
sehiedene Punkte auf derselben''. Der Punkt kann sich nicht bewegen 
ohne in einer bestimmten Richtung bewegt zu werden; dies ist 
aber nur ein anderer Ausdruck für ,,B6wegung der geraden Linie'*. 

Konstruiren wir jetzt ein bestimmtes Gebilde durch Bewegung der 
Geraden, so geschieht dies in positiver Definition a) .durch die Be- 
legung derselben innerhalb, in negativer Definition b) durch Bewegung 
ausserhalb des Gebildes. Keduziren wir die möglichen Bewegungen 
auf den einfachsten Modus, das heisst den logischen, wobei alles 
Zuviel ein Fehler ist, so entsteht das Gebilde 

a) in positiver Weise durch Bewegung einer nach Richtung und 
Länge veränderlichen Linie, als Radius vector, welcher sich um 
einen Punkt dreht; 

b) in negativer Weise, durch Bewegung einer unbegrenzten Linie 
nach einem gewissen Gesetze, wobei der Gesammtraum beschrie- 
ben wird mit Ausnahme des zu bestimmenden Gebildes; die un- 
begrenzten Linien sind die EinhQllungstangenten desselben. 

Die Gleichung 3) ist der einfachste Gesammtausdruck dieser beiden 
Generationsweisen, also sozusagen ein analytisches Symbol des Ober- 
begri£b „geometrische Erzeugung der Gestalt'S aus welchem man nach 
Belieben einen der komplementären Unterbegriffe zur weiteren Be- 
trachtung auswählen kann. Dieser Unterschied der beiden Generations- 
weisen ist von höchster Bedeutung bei der demnächst folgenden logi- 
schen Analyse des geometrisch Imaginären C. IV. 

So wichtig nun auch diese Gleichung ist, so darf man in ihr doch 
nichts Anderes sehen wollen als was sie ist, nämlich ein Symbol, welches 
wie andere analytische Symbole auch die Mängel der Viel- und Theil- 
deutigkeit haben kann, also untauglich ist zur direkten Ableitung 
weiterer philosophischer Spekulationen. 

Beschränkt man sich nämlich zuvörderst auf Gebilde der Ebene, 
so sagt die Grundformel aus, dass es in der Ebene doppelt unendlich 
viele Punkte und Gerade gibt Die Wahrheit davon ist, dass stets 
zwei verschiedene Symbole korrespondiren und trotz ihrer analytischen 
Verschiedenheit ein und dasselbe aussagen. Eine andere UnvoUkom- 
menheit des Symbols 3) liegt darin, dass nur Bestimmungen der Lage 
bei seiner Bildung maassgebend waren, dasselbe also über Grösse 
(metrische Bestimmungen) direkt nichts aussagt Es ist aber möglich 
auch solche metrische Bestimmungen aus der Gleichung 3) abzulesen, 
durch den logischen Konnex der gebrauchten Symbole ge- 
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fordert wird, dass ein jeder Grössenwerth, welcher ilmen beigelffl 
wird, im Allgemeiuen der Bestimiiiunf; einer EnlfernuDi; entsprecta 
muss; hiei-mit ist aber gar nicht gefordert, dass die Gi-ÖssenverhMtniw 
in der Gleichung den geometrischen Distanzen in direkter eingehet 
Proportion entsprechen, d. h. die wirklichen Distanzen direkt angete. 
wie beim Gebrauch der natürlichen Koordinaten. 

Sucht man das VerhäJtniss auf, in welchem die Gleiclmiig 31 di* 
geometrischen Lilngen ausdrückt, so ergibt sich eine merkwOrditf 
Verzerrung der thatsächlichen Verhältnisse. 

Bei den natüriichen Koordinaten ist die Einheit Her GrÖäse vi» 
bestimmte Längenausdehnung. 

Bei ux + vy + 1 = 

C 

B^ 
ist die Einheit aber ein Quotient von LangenausdehnuDgen, »eldif 
arithmetische Foi-m nach B. III. 4 die bekannten Vieldeutigkeiten « 
gewissen Fällen ausser der obigen Verzerrung noch in die Foniieli 
einführt. Verfolgen wir den Ausdruck einer Längenausdehnnnf ilnrcl 
das Symbol eines Quotienten aus zwei Längen so ergibt sich Folgeni«; 
Hie arithmetische Einheit kann nur Werth eines Quotienten M» 
wenn Zähler und Nenner gleich sind; foII derselbe also zum Ausdnidt 
einer Länge verwendet werden, so müssen die Entfemungeo i» 
Punktes x, y von zwei festen Punkten gemessen werden, deren gepa- 
seitige Entfeniung selbst die Längeneinheit ist. Die wahren Bit- 
femungen und die Quotientensj'mbole, weiche dieselben in der Gleithiai 
3) repräsentiren, sind in folgendem Schema dargestellt. 



oder 



G 




Die Vortheile und Nachtheile solcher Svmboiik ergeben sich su-' 
dieser Skala. Man erhält für jeden Ort ein bestimmtes QuoiieoKO- 
aymbol mit Ausnahme der Entfernung + 1 , welche sowohl Aarth -^ 
" als - cc bezeichnet wird; und umgekehrt erhallen die enlgeg* 
ffeeetzt gemessenen Entfernungen + x und - t» ein und d«»« 
Symbol — 1. Es ist dies eine schwere Unvollkommenheit desSy»«* 



Prinsip der Doilitit 299 



sofern adftquate Darstellung logischer B^riffe gefordert wird; fbr spe- 
zielle Zwecke mag sie aber gerechtfertigt sein. 

Es findet sieh nämlich ein Gebiet der Betrachtungsweise, Auf- 
iassung geometrischer Gestalten von einem gewissen Standpunkte aus, 
bei welcher die Verzerrung der wirklichen Verhältnisse genau so ge- 
schieht, wie sie in der Gleichung 8) angegeben wird. Diese Auf- 
fassungsweise heisst die Zentralprojektion, und wir versetzen uns auf 
Jenen Standpunkt, wenn wir die äusseren Gegenstände nicht messen, 
objektir beurtheilen, sondern wenn wir dieselben mit einem im Räume 
festgestellten Auge besehen, perspektivisch als auf eine Ebene bezogene 
Bilder beurtheilen« Besehm wir durch eine Glassplatte äussere Gegen- 
stände, so schneiden die den Distanzen jener entsprechenden Sehlinien 
auf der Glassplatte Linienstücke ab, welche obigen Quotientensymbolen 
adäquat entsprechen. Lässt man jetzt noch die Sehlinien in einer be- 
stimmten Richtung sich fortbewegen, also in einer Ebene sich drehen 
mit dem Auge als Gentrum, und fbhrt diese Drehung fiHr einen vollen 
Kreisumfang durch, — ohne Rücksicht darauf, dass bei der Drehungs- 
hälfte hinter der Glassplatte die ganze Prozedur alogisch wird, die ge- 
brauchten Begriffe nicht mehr existiren, sondern nur noch die Konti- 
nuität analytischer Symbolik aufrecht erhalten wird — so erhalten 
auch die Symbole +00 — 00 eine formale Stellung in jener konti« 
nnirlichen Reihe. 

Man sieht hieraus wie grade diese perspektivische Anschauungs- 
weise geeignet ist, das Prinzip der Dualität zu gebrauchen; denn das 
FoitrQcken der Punkte, die Vergrösserung der Entfernungen ist hier 
in unmittelbarste Verbindung mit der Richtungsänderung des Seh- 
strahles gebracht Man ersieht hieraus aber auch wie gefährlich es 
ist, aus einer zweckmässigen Symbolik, und selbst wenn sie der Ana- 
lysis die ausserordentiichsten Dienste leistet, metaphysische Schlüsse 
ziehen zu wollen« Denn Symbol bleibt Symbol; eine neue Kombination 
derselben hat keinen philosophischen Werth, wenn es nicht die logische 
I^be bestehen kann. Auch dieses künstliche Koordinatensystem hat 
Veranlassung zu den absonderlichsten spekulativen Verirrungen ge- 
geben *•). 

Dreleekskoordlnaten. 

Bei Aufgaben, welche eine Transformation des Koordinatensystems, 
d. h« das Uebergehen der festen Bestimmungsstücke aus einer Lage in 
die andere, nothwendig machen, zeigt sich, dass die geometrische Sym- 
bolik des Dualitätsprinzips mit Zugnjndelegung der Winkelkoordinaten 
Schwerfälligkeiten verursacht Um diese zu vermeiden, hat man Drei- 
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eckskoordinaten ersonnen, d. h. man bestimmt einen Punkt nach sdiieD 
Abständen von den Seiten eines Fondamentaldreiecks. Hierdurch wird 
erreicht, dass ebensoviele unbestimmte Koefi&zienten wie Variabele in 
den Gleichungen auftreten, und diese dadurch stets homogene und 
symmetrische Formen erhalten; was natürlich das zweckmftssigste filr 
eine leichte, algebraische Behandlung derselben ist. So ändert sich 
die Gleichung der vereinigten Lage von Punkt und Gerade 
ux + vy + 1 = in Winkelkoordinaten, 
ini4i^ + %^+ti3^=(?in Dreieckskoordinaten. 

Das Hül&mittel der Determinanten, welches bei allen Fragen, wo 
nicht Maass, sondern Lageverhältnisse betrachtet werden, Tcm so 
grosser Anwendbarkeit ist, wird dadurch ungemein häufig brauchbar. 
Algebristen haben deshalb die Winkelkoordinateu ein willkOrlich ge- 
wähltes System genannt, welches ein undualistisch partikularisirter 
Fall eines allgemeineren sei^'). Eine solche Bezeichnung tri£Et aber 
rückwärts die einseitige AufEEissung des algebraischen Schematismus 
und nicht den logischen Werth der Systeme. Der Baum als bestinmi- 
ter Begriff erfordert allerdings eine bestimmte analytische Behandlung, 
einen Einzelfall des allgemeinen kombinirenden Schema's; deshalb, 
bleiben aber doch die Winkelkoordinaten das natürliche System des 
Raumes. In jenem sogenannten allgemeinen Koordinatensystem sind 
gar keine Raumkoordinaten mehr yorhanden, sondern nur Toneinander 
schlechtweg unabhängige Variabele; soll aber wirklich etwas Geo- 
metrisches aus diesem Variabelenkonglomerat herauskommen, so findei 
sich jene verleugneten Raumkoordinaten in den speziellen For- 
men der analytischen Kombinationen wieder vor; nur in Yerkemiung 
dieses formal logischen Werthes glaubte man auf einen höheren Stand- 
punkt der Uebersicht gelangt zu sein. Diese Allgemeinheit lässt 
Schaaren von imaginären Gebilden entstehen, ein Zeichen dafür, dass 
sie logisch unvereinbare Standpunkte formell zusammenbringt, ein 
Zuviel der Bestimmungen anhäuft, und dann häufig in Verlegenheit 
geräth, was mit den Flx>dukten anfangen, wenn sie nicht lediglich fbr 
algebraische Gymnastik erklärt werden sollen. 



C. KAPITEL m. 

DIE ALLZIFFER IN DER GEOMETRIE. 



§1. 

Die AilzHrer als zweidimensionaler BegrifT. 

Die Allziffer ergab sich nach B. m. 6; V. 2 als ein zweidimen- 
sionaler Begriff, d. h. sie ist ein Oberbegriff, welcher durch die kom- 
plementäre Bestimmung zweier als Einheitsqualitaten gleichwerthiger 
Unterbegriffe gebildet wird. 

Diese logische Bestimmung lautet in algebraischer Sprache: Es 
sind zwei Reihen (stetig oder diskret gedacht) möglich, welche einen 
gemeinsamen Ausgangspunkt haben, und welche eine jede durch wieder- 
holte Setzungen einer Einheit von spezifischer QuaUtftt gebildet werden. 
Diese Einheitsqualitaten, deren Symbole 1 und t seien, stehen aber in 
dem logischen Konnex 

+ m.l : ± n.i = + n.i : — m,l 
das heisst : die beiden Reihen können beliebig vertauscht werden, ohne 
ihr gegenseitiges Verhftltniss oder ihren Oberbegriff zu verftndem. Die 
Allziffem unterscheiden sich demnach wie die Orte in dem geometri- 
schen Gebilde Ebene. Statt diese Orte durch Winkelkoordinaten 
m bestimmen, kann man also auch AlMffem verwenden. 

Aus demselben Grunde — weil die Allziffer ein zweidimenmonaler 
Begriff ist — kann man aber auch umgekehrt verfahren, und die All- 
ziffem durch die Koordinaten x^ y ausdrucken; d. h. dieselben inter- 
pretiren als: 

Bestimmungen einer wesentlich positiven homogenen Funktion 
zweiten Grades von zwei Variabelen 
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Je zwei konjugirte Allziffern sind die sog. Faktoren ersten Grades, 
in welche obige Funktion zerlegt werden kann. 

Ganss hat hiervon Anwendung gemacht bei der Betrachtung von 
Zahlsystemen. Die ganze Funktion f (z^ y) , in welcher a, &, c ge- 
gebene ganze Zahlen, x^ y aber beliebige ganze Zahlen bedeuten, kann 
dabei dargestellt werden als ein Zahlsystem, dessen Stellen (ganze 
Zahlen) auf den Ecken einer in gleiche Parallelogramme getheilten 
Ebene liegen, deren Parallelogrammseiten durch x V a und y V c ge- 
messen werden. Die Funktion selbst ist ihrem materialen Inhalte nach 
repräsentiit durch das Quadrat der Diagonale des Parallelogramms 
Tom Ausgangspunkte. 

In der Ebene oder überhaupt bei einem zweidimensionalen 
Oberbegriff, kann denmach die Allziffer oder auch ihre einzelnen Be- 
standtheile eine eindeutige logische Bestinmiung ausdrücken, die stets 
real ist, während jene Symbole auf Zahlen oder überhaupt eindimen- 
sionale Begriffe gedeutet, unlösbare Forderungen, virtuelle Kombi- 
nationen, anzeigen, welche aber analytisch als Durchgangsstufe zur 
Bildung realer Kombinationen benutzt werden können. 
Ganss stellte den Satz auf: 
„eine jede algebraische Gleichung kann in Faktoren ersten oder 
zweiten 6i*ades zerlegt werden. ** 

Biemann: 
„Die Verhältnisse der zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten laseen 
sich geometrisch durch Flächen darstellen, und die der mehr&ch 
ausgedehnten auf die der in ihnen enthaltenen Flächen zurQckf&hrmL* 
Beide Sätze sagen dasselbe. Sie wurden gewonnen aus der Be- 
trachtung des konsequenten kombinatorischen Schenutismus, welchei 
Riemann durch die imaginäre Konstruktion einer nfach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit mit der Geometrie in Zusammenhang zu bringen 
suchte. Der Riemann'sche Satz ist richtig, aber die Folgerung« welche 
die Pangeometrie daraus zog, dass jene Flächen sich zu einem Produkt 
von beliebig viel Faktoren kombiniren lassen könnten, ohne den logischei 
Flächenbegriff zu zerstören, war falsch. Man kann also sagen: »Der 
Riemann'sche Satz lässt sich nicht umkehren.'' 

Die logische Deutung dieser beiden technischen Sätze ist oben 
gegeben worden, wobei sich herausstellte, dass die venneintlicbe 
Grösse V — 1 nur deshalb bei den Flächen den Zusammenhang mit 
der Arithmetik zu Wege brachte, weil sie in Wahrheit Symbol eines 
der Grösse ganz heterogenen Begriffs ist, bei dem geometriscben Ge- 
brauche Symbol des Richtungsbegriffes. 
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§ 2. 

i als Richtungskoeffizient. 

Suchen wir aus der Definition der Richtung A. VII. ein adäquates 
Symbol fbr die Kombinatorik zu konstiiiiren, so können wir folgender- 
maassen verfahren: 

Die Richtung einer Linie a kann zufolge der Eindimensionalität 
des Linienbegriffs symbolisirt werden durch 

1) — a '\' a 

d. h. durch Verbindung des Grössensymbols mit den Beziehungs- 
begi-iffen + und — . 

Eine zweite Linie wttrde gleicherweise dargestellt durch 

2) —h.o+h 

Zur Verbindung der beiden yerschiedenen Richtungen muss ausserdem 
noch die Grösse des Richtungsunterschiedes der beiden Linien ange* 
geben werden. Wir haben demzufolge ein drittes Symbol zur voll- 
ständigen Bestimmung noth wendig; dasselbe sei 

3) Richtungsunterschied zwischen a und & = — . 

91 

Diese Symbolik wäre sehr umständlich; wir müssen versuchen, in 
einem einheitlichen Symbole die Aulgabe zu lösen, also durch eine 
kombinatoiische Funktion der Zahlen. Insofern die kontradiktorischen 
G^ensatzrichtungen durch + und — ausgedrückt werden können, 
erscheint eine Lösung der Aufgabe schon als möglich. 

Wird eine Bestimmung der Linie ihi-er Richtung nach gefordeit, 
so heisst dies: nicht die Grösse der Linie kommt in Betracht, sondem 
irgend eine andere Eigenschaft, Merkmal derselben als spezifisch diese 
oder jene Linie. Eine Linie muss also sich verändern können, ohne 
aufzuhören Linie, und auch Linie von einer bestimmten Grösse, zu 
sein. Weiterhin sagt der Begriff „Veränderung'' schon, dass viele Stufen 
der Veränderung möglich sind; diese Stufen werden nach SteUen der 
Zahlreihe zu ordnen sein, d. h. Stufe 1 verhält sich zu Stufe 2, wie 
Stufe 2 zu Stufe 3. Dies logische Verhältniss ist regulativ fbr alle 
möglichen Venindeiiingen, beziehe dieselbe sich auf irgend eine Eigen- 
schaft „schwer — glänzend — krumm etc. — Werden der Linie'', 
wobei hier nicht die Aufgabe vorliegt , zu untersuchen , ob eine oder 
die andere dieser Qualitäten mit dem Linienbegriff logisch verbindbar 
ist; im Falle ein analytisches Symbol für jene Stufen der qualitativen 
Veränderung konstruirbar , muss auch diese logische Verbindbarkeit 
zulässig sein. 
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Es ergibt sich also, dass das zu suchende Symbol, im Falle es 
überhaupt möglich, die Richtungsunterschiede als eine qualitative Reibe 
darstellen muss 

also rc"""^ : a?" : a?"+i 

oder da nach A. YII. diese Stufen Theile eines Ganzen, Theile raier 

Einheit sind, nach der diesem Gedanken entsprechenden Symbolik 

i. i- 2- 

Wir haben aber schon die Stufen und 1 dieser Reihe in der 
Geometrie bestimmt, wie vorhin als + a und — a\ oder indem man 
von der Grösse der Linie absieht als + 1 und — 1; das heisst: die 
gesuchte qualitative Reihe muss eine solche sein, dass 

ihr x^ dem arithmetischen Werthe nach gleich + 1 ist, 
ihr x^ „ „ „ „ „ — 1 ist 

Das arithmetische Symbol, welches dieser Bedingung genftgt, ist 
(— 1) als Basis der gesuchten Reihe, und das kombinatorische Symbd 
irgend einer Richtung von einem einheitlichen Ausgangspunkte in 

der Ebene demnach ( — 1)**. 

Für die geometrischen Zwecke ist es vortheilhaft, das Ganze der 
Richtungsunterschiede, also die Einheit des Richtungssatzes, durch 
die Zahl 7t zu bezeichnen, wodurch das Längenverhältniss der geraden 
zur regelmässig gekrümmten Linie ausgedrückt wird. Dadurch wird 
obiges Symbol ersetzt durch 

(— 1)^ oder auch e"K-i 

weil hierdurch die arithmetischen Reihen sinus (n) cosinus (n) in Ver^ 

bindung mit dem Richtungsbegriffe gebracht werden, d. h« weil jene 

rein arithmetischen Reihen auf den Begriff der Richtung gedeutet werden 

können. 

Der Pythagoraeische Lehrsatz ergibt sich hieraus als ein einfaches 

Korollar 

sinhi -h coshi = 1 

und kann demzufolge diese Deduktion gleichfalls wie die B. YL ge- 
gebene logischer Beweis dieses Fundamentalsatzes der Geometrie 
genannt werden. 

Hierbei kommt wiederum die psychologische Ursache zum Vor> 
schein, warum der erwähnte Riemann'sche Satz zu der irrigen Folge- 
rung einer Pangeometrie veranlasste; sie ist 
weil das Richtungsverhältniss zweier Koordinaten arithmetiseh sym- 
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boUsirt werden konnte, deshalb entstand die Meinnng, dass Richtongs- 
unterschiede sich auf OrtssenTerhaltnisse zurückfuhren Uessen. 



FOr die Gesammtrichtungen des Baumes lassen sich aber keine 
einheitlichen Ausdrücke aufstellen, weO nur Richtungsunter- 
Bchiede arithmetisch symbolisirt werden können, nicht die speziellen 
Richtungen; alle Richtungsunterschiede sind aber in der Ebene 
Yorhanden, auf diese muss sich also auch die gestellte Aulgabe be- 
schränken. Man könnte allerdings ein neues Symbol konstruiren, um 
die dritte Raumdimension zu bezeichnen, aber ein solches, etwa t+tj, 
wäre rein willkürlich, nicht entsprungen dem logischen Konnex, und 
deshalb auch nicht beliebig in den kombinatorischen Operationen ver- 
wandelbar. Für Probleme der Kinematik konnte ein solches Symbol 
theilweise Brauchbarkeit haben. 



§8. 

i als DistanzkoofRzient 

Die natürliche Symbolik der Entfernung durch die quantitative 

Reihe der Zahlen, der Richtung durch die qualitative Beihe ( — 1)** 
oder e^^y^ kann man auch umkehren, weil in beiden Beihen die 
Stellen der Einzelglieder einen und denselben logischen Fortschritt 
haben. Durch eine solche Umkehrung erhält man Distanzen, welche 
auf gleich abgemessenen Strecken eines Kreises liegen , also wegen der 
Geschlossenheit der Kreislinie periodisch übereinander fortlaufend ab- 
gesteckt werden müssen, um Baum für die unbegrenzt fortschreitende 
Zahlreihe zu erlangen. Die Distanz eines Punktes in der Ebene von dem 
Fundamentalkreise stellt sich dabei dar als ein Produkt, welches den 
Faktor e^V-^ enthält. Ein theoretisches Hindemiss zu dieser Ver- 
drehung der Symbolik liegt nicht vor. Handelt es sich zwar um eine 
rein geometrische Aufgabe, so wird Niemand auf eine solche Verdrehung 
der natürlichen Ausdrucksweise verüallen; handelt es sich aber um 
Interpretation eines analytischen Ausdrucks, welcher einer natürlichen 
Deutung widersteht, so kann man dies Mittel immerhin anwenden, um 
in einem geometrischen BOde die Veränderungen jenes Ausdrucks zu 
verfolgen; in Wahrheit, um dem Gedächtnisse ein einigermaassen an- 
schauliches Mittel zu geben, die Veränderungen solcher Ausdrücke 
stetig aneinandeizureihen. Es können jedoch auch Au^ben der 
Mechanik vorliegen, wobei eine solche Symbolik wiederum natürlich 

20 
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wird. Handelt es sich z. B. um periodische Ereignisse, so kann man die 
betreffende Zeitperiode regelmässig auf den Fundamentalkreis ausbreiten 
und die Distanzen von diesem Kreise können die Art des Ereignisses ~ 
Entfernung eines Planeten vom Zentralkörper, Temperaturgrad, elektrische 
Spannung an einem Orte etc. — durch den Ausdruck m.e^ angeben. 
In solchen Fällen iivürde das Symbol % wiederum eine ebenso reale 
Bestimmung wie Grösse oder Richtung ausdrücken. 

Das erwähnte geometrische Bild kann auf mannigfache Weise 
yariirt werden, je nach dem speziellen Zwecke, den man Terfolgt 
Sucht man die Punkte einer Ebene dui*ch obige Koordinatenausdrttcke 
zu bestimmen, so müsste bei einem ebenen Fundamentalkreise m.e"^ 

für die Kreispunkte = 
für das Zentrum = — oo 

für unbegrenzte Distanz = + oo 

werden. Man kann auch den Fundamentalkreis durch eine Schrauben- 
linie ersetzen von beliebig gewählter Ganghöhe ; oder durch einen festen 
Punkt, für welchen die reelle Zahlkoordinate den Winkel des Radius 
vector ± 00 . e*** mit der Ausgangsrichtung angibt Diese Linie + oo . e^ 
kann man auch dualistisch aJs sog. unendlich gi'ossen Kreis anflEassen. 
und es ergäbe sich durch die aufeinander folgenden Drehungen eine 
Art Riemann^scher Blätterfigur; dieselbe ergibt sich hier aus der logi- 
schen ümkehrung der Symbolik, während lUemann eine solche ersann, 
um eine Harmonie zwischen den empirisch vorgefundenen Prodnktoi 
der Analysis herzustellen. Wie gesagt, die fiktive Konstiiiktion solcher 
geometrisch ganz unmöglicher Gebilde ist insofern von Werth, als 
sie unserem Gedächtniss ein helfendes Bild der logischen Verknüpfung 
kombinatorischer Elemente zeichnet, einer inneren Verbindung, welche 
aus der Struktur der analytischen Formeln nicht unmittelbar her- 
auszulesen ist. 

Es wird dadurch sozusagen eine lange Beschreibung eines Gegen- 
standes oder Ereignisses in ein Bild konzentrirt, welches, wenn auch 
des gewählten Standpunktes (der Perspektive) halber mit manchen 
Verzerrungen behaftet, doch eine momentane Gesammtauffassung er- 
möglicht 

Ganz kann die Aufgabe aber ei*st gelöst werden, wenn man die 
ihren Grundrissen nach in B. VL 5 vorgezeichnete Methode verfolgt 
den qualitativen Charakter arithmetischer Formen studirt, und aus 
der verschiedenen Struktur der Formeln ihren Charakter als Individual- 
Ganze direkt zu erkennen lernt Die Au£stellttng der Detenninanten- 
formen ist ein bedeutender Schritt auf diesem Wege; es muss aber 
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mehr gesacht werden , direkt aus ihrer Form herauszulesen was sie 

sagen, ohne dass es nöthig wäre sie erst wieder in Gleichungen 
aufzulösen. 



§4. 

Kombinationen der Aiizifflsrn ais Riclitungs- und Distanz- 
bestimmung. 

Die Rechnungseinheiten i, i können nun auch kombinirt ange- 
wendet oder gedeutet werden, wenn sie nicht mehr ausschliesslich einen 
der beiden Begriffe Richtung — Entfernung, sondern eine Kombination 
beider repräsentiren sollen. Dies geschieht, indem weder die gerade 
Linie noch der Drehungswinkelpunkt (der sog. unendlich kleine Fun- 
damentalkreis) durch die Realzahlen ausgedrückt, sondern indem diese 
letzteren als Längenstücke auf irgend einer geschlossenen oder offenen 
Kurve gezählt werden. Die t Zahlen werden dadurch Längenstücke 
auf anderen Kurven, welche zu den ersteren in iigend einem koi\ju- 
girten Verhältnisse stehen ; man erhält so ein System von Längen und 
Breitenkurven, welche einer real oder imaginär geometrischen Fläche 
angehören. Hier ist das Feld der Geometrieen auf Kurven resp. die 
geometrische Interpretation der Aberschen Integrale. 
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C. KAPITEL IV. 

DIE KEÜMME LINIE. 



§1. 

Erzeugung der krummen Linie. 

Die krumme Linie entsteht durch kontinuirliche Setzung (BewQguog) 
mit stetiger Richtungs&nderung. Bei Entstehung der Kurve wirkt abo 
ein Element (der Faktor Richtungsänderung), welches bei E^ 
Zeugung der Gferaden nicht vorhanden ist Da nun verschiedene Dinge 
oder Begriffe nur in Betracht der in ihnen vorhandenen gleichen Fi- 
teren verglichen werden können, so werden im Allgemeinen gerade 
Linien durch gerade, Kurven durch gekrOmmte messbar sein. Ab- 
solut gilt dies Argument fUr die Kurve konstant regelmässiger Krttm- 
mung, den Kreis; denn bei diesem stehen die beiden Faktoren «koD- 
staute Richtung — konstant geänderte Richtung'' unvermittelt einander 
gegenüber. Anders kann das Resultat sein, wenn eine Kurve das Produkt 
aus zwei Bewegungen auf verschieden gekrümmten Kurven ist, wie 
z. B. bei den Evoluten. In diesem Falle konunen die Greeetze der 
irrationalen 2^ahlen in Anwendung s. B. n. 4, deren Produkt voo 
niedrigerer Irrationalitätsstufe sein kann als einer der Faktoren ; wobei 
sogar rationale Verhältnisse entstehen können. 

Insofern gerade wie krumme Linien den Begriff der Längenans- 
dehnung gemeinsam haben, müssen sie vergleichbar der Länge nach 
sein, wenigstens annähernd; genau nur in dem Falle, wo die Längen* 
ausdehnungen derselben in gleiche Elementarfaktoren zeri^bar sind. 
In dieser vergleichenden Messung dient der Pythagoraeische Lehnatz. 
oder vielmehr die Funktion e ^ \ als Reduktionsinstrument Dir die 
TJeberfbhrung der B^riffe „Richtungsänderung in Entfernung", und 
umgekehrt 
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ergibt sieh nun aueh die Zweckmässigkeit in der Analysis 
die Gerade Linie als eine Kurve von der ErQmmung Null zu fingiren. 
Ein jedes kombinatorische Grebilde ensteht durch die Bewegung, 
werde sie nun mechanische oder Denkbewegung genannt; die Be- 
wegung ermöglicht aber die beiden Begriffe Entfernung oder Grösse, 
und Bichtung. Wollen wir nun eine überallgQltige Rechnungsschablone 
aufrtellen, eine allgemeine Methode, so muss dieselbe jene beiden Be- 
griffe enUialten , wobei dann je nach Bedttrfiüss der eine oder andere 
ausser Betracht kommt, d. h. arithmetisch Null werden darl Die 
Gerade wird demnach das allgemeine Längengebilde von der Krüm- 
mung 0, der Punkt von der KrQmmung oo. In der B^griffisprache 
heisst dies : Linie ohne Krttmmung ; Gebilde ohne KrQmmung und Aus- 
dehnung — Grenze jedes möglichen Gebildes. Es wird kein Fehler 
begangen, wenn die Gerade symbolisirt wird als 

Kurve von der KrQmmung 

T = 00 

denn der Zweck dieses Symbols ist einheitliche Gestalt mit den Sym- 
bolen anderer Begriffe, ohne welche Gestalteinheit der kombinatorische 
Fortschritt nach Satz und Gegensatz nicht möglich wAre. Ein logischer 
Fehler ist es aber, wenn wir das Symbol als höheres instruirendes 
Wesen betrachten, statt als ein Mittel zu gewissen Zwecken, 
und obiges Symbol in der Begrifbprache lesen: „Kreis von unendlich 
grossem Radius''. 



§2. 

Tangente. 

Tangenten sind die Linien der EinhOllungsschaar der Kurve. Das 
Element der negativen Generationsweise eines Gebildes, s. & IL 4. 

Zu jedem Punkte der Kurve gehört demnach eine bestimmte 
Tangente. Ein jeder Punkt der Kurve ist eine Bestimmung sowohl 
der Kurve wie der Tangente; der Punkt ist gemeinsamer Ort beider 
Gebilde. Ein Schnitt|>unkt kann dieser Ort nur in dem Falle sein, 
dass die Kurve ihrtf Drehungsrichtung an demselben Ändert, denn 
wegen dieser Aenderung erhftit die generirende Tangente verschiedene 
Bestimmungen, je nach den entgegengesetzten Richtungen ihrer Aus- 
dehnung. 

Tangente wird auch definirt als Richtung der Kurve an einem 
Punkte. Ein Punkt hat aber gar keine Richtung. Diese Definition ist 
ebenso fehlerhaft wie die Beschreibung einer Kurve durch Bewegung 
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eines Punktes. Dadurch, dass man sich die Tangente vorstellte als 
entstanden dorch das Zusammenrücken der beiden Schnittpunkte einer 
Sekante, kam man zu der Definition einer Tangente als: Linie, welche 
zwei aufeinander folgende Punkte mit der Kurve gemeinsam habe. Zwei 
Punkte bestimmen aber eine gerade Linie; eine Kurve w&re demnach 
zusammengesetzt aus Geraden — was ihrem Begriffe widerspricht 
Aehnliche Widersprüche h&ufen sich bei den entsprechenden Defini- 
tionen der Oskulation, zeichnen sich also als falsche. Eine solche war 
Gauss' AufiEassung einer Fläche als eines Körpers, dessen dritte Dimoi- 
sion unendlich klein geworden. So unschuldig dergleichen Definitionen 
sich am Anfange geberden, so verhängnissvoll können sie bei weiteren 
Ausführungen werden ^^). 



§3. 

KrOmmungsmaass. 

Um das Maass der Krümmung zu bestimmen, muss man die 
Drehung der Generationslinie — Radius vector oder Tangente — mit 
der Länge des Kurvenstücks, innerhalb dessen jene Drehung beschrieben 
wurde, zu einem Ausdrucke vereinigen. Die hierzu erforderliche Noi^ 
maleinheit kann nur von der gleichmässig gekrümmten Kurve, dem 
Kreise, entnommen werden; denn nur bei diesem, wie auch bei der 
Geraden, stehen die beiden Begriffe »Ausdehnung, Richtungsänderung* 
in einem konstanten Zusammenhang, nämlich Drehungswinkel und 
Kurvenlänge im Verhältniss der Radien. 

Die totale Krümmung einer Kurve fttr eine gewisse Länge ist ge- 
messen durch den Winkel der beiden Tangenten an den Endpunkten. 
Da wir es stärkere Krümmung nennen, wenn ein grösserer Drehungs- 
winkel in verhältnissmässig kleinerer Ausdehnung, also bei kleinerem 
Radius vector, beschrieben wird, so ergibt sich als Symbol der Krüm- 
mung der reziproke Werth des Radius eines durch obige zwei Tangen- 
ten bestimmten Kreises. 

Man spricht auch von Krümmung der Kurve an einem Punkte, 

welche durch den Ausdruck — angegeben werde. Dieser Begriff ist 

ebenso unzulässig wie die Richtung der Kurve an jenem Punkte; diese 
Krümmung und Richtung der Kurve an einem Punkte wollen dasselbe 
besagen, zeigen aber schon durch die Anwendung zweier versdiiedener 
Begriffe ftür dieselbe Sache, dass beide falsch sind. Richtag ist es za 
sagen: an jedem Punkte der Kurve sind ihre Eigenschaften in Beng 
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auf KrQiDinimg, also ihre Tangenten, Nonnalen, Evoluten, Evolvenden 
etc. durch das Längenmaass — symbolisirbar; und gleicherweise der 

T 

Wechsel dieser Eigenschaften innerhalb einer bestimmten Strecke der 
Kurve durch die Aenderung dieses Längenmaases In Quotientenform. 

Wenn die Vorzeichen H mit dem KrOmmungsmaass — ver- 
bunden werden, so bedeuten sie eine Qualität der Krümmung, weil sie 
Vorzeichen eines Quotienten im Sinne von Verhältniss sind. Die 
Qualität der Krümmung kann sich ihrerseits nur auf Richtung der- 
selben beziehen, weil Krümmung keinen anderen Begriff enthält als 
„Veränderung der Richtung**. Hieraus ergibt sich die Bedeutung 
jener Zeichen als „konvex, konkav^. 

Die gerade fortschreitende Bewegung der KuiTon im Räume er- 
zeugt einfeich gekrümmte Flächen. Diese Gebilde sind nach C. 1. 8. 
symbolisirt dui-ch das Produkt zweier Faktoren; von denselben enthält 
in dem vorliegenden Falle nur einer eine Bestimmung der Krümmung ; 
also auch das Produkt 

Aendert aber der eine Faktor (welchen wir Generationslinie zum 
Unterschiede vom anderen als Fortschrittslinie nennen wollen) seine 
Bewegungsrichtung, so wird der Fortschrittsfaktor mit derselben Krüm- 
mungsbestimmung behaftet wie der Generationsfaktor. Wir erhalten 
also ein doppelt gekrümmtes Gebilde mit der Krümmungsbestimmung 

— X — . Dasselbe Produkt entsteht, wenn wir die gekrünunte Fläche 

entstehen lassen durch Krümmungsänderung der Generationskurve, 
während ihrer fortschreitenden Bewegung auf einer anderen Kurve; 
denn die Aenderung der Krümmung der Generationskurve kann nur 
ein plus oder minus ihrer Krümmung bewirken, also ein kleiner oder 

grösser werden des Nenners im Quotienten —, nicht aber ein neues 

Produkt aus diesem und einem anderen Quotienten : weil, wie schon S. 305 
bemerkt, nur Richtungsunterschiede arithmetisch bestimmt werden 
können, nicht aber Richtungsarten — Vorhandensein des Richtungs- 
unterschiedes bei Linien dieser oder jener Ebene. Die Bestimmung 
der Allziffer als eines zweidimensionalen BegrifEs, ihre vollständige 
Repräsentation in der Ebene, erweist sich denmach als logischer Grund 
der Unmöglichkeit eines Gebildes der Flächenausdehnung von drei ver- 
schiedenen Krümmungen. 

Als Normaleinheit für die Vergleichung der Krümmungsverhält- 
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nisBe doppelt gekrQmmter Flftchen ist aus demselben Grunde wie 
hin bei den Kurven der Kreis, bei den Flächen die Kugelflftcfae n 
adoptiren. 

Der uniforme analytische Schematismus hat dazu verleitet, den 

Quotienten — auch auf andere Gebilde, wie Linie und Fläche, in der 

Bedeutung Krümmungsmaass auszudehnen, und sich hierzu formal be- 
rechtigt gefühlt durch die Behauptung, dass der Unterschied eines Ge- 
bildes von 2, 3 oder 4 Variabelen nur ein Unterschied der Zahl oder 
der Grösse sei. In Bezug auf das graphische Aussehen der Formdn 
ist das wahr; in Bezug aber auf eine logische Deutung, welche diesen 
Symbolen gegeben werden kann, ist es falsch, wie in der mannichfachsten 
Art hier bewiesen wurde. Ohne die prinzipiellen Sätze zu wiederholen, 
welche den Unterschied von schlechtweg unabhängigen und der 
Grösse nach unabhängigen Variabelen, von Zahlgrösse und Aus- 
dehnung, von Richtung und Addition etc. darlegten, auf Yerkennung 
welcher Unterschiede jene Formelkonstruktionen beruhen, sei nur der 
Alogismus direkt gekennzeichnet, dessen die annalytische Verbindung 

des Quotienten — in der Bedeutung Krümmung mit dem Produkt 

X. y. 0. in der Bedeutung eines Gebildes der Ausdehnung, sich schuldig 
macht, s. S. 142 u. 135. Es zeigt sich hier wie sorgfältig man sich 
hüten muss ein Gebiet der Wissenschaft zu überschätzen, dessen Um- 
fang oder Inhaltsbestimmung einer Methode unterworfen ist; es 
kann dann geschehen, wie in diesem Falle, dass die Methode tHr 
Beallnhalt einer Wissenschaft, einer Erkenn tniss gehalten wird; 
es wird dann ein Chaos von Symbolen, ein Formelwust erzeugt, 
welcher die Fähigkeit philosophischen Begreifens abstumpft. 



Oskuiationen. 

Nach Analogie der Tangente, welche einen 
mit der Kurve gemeinsam hat, was man interpretirt „zwei Punkte ge- 
meinsam mit der Kurve'' , spricht man von Kurven , welche eine nodi 
innigere Berührung miteinander haben sollen als die Tangente. Man nennt 
dieselben oskulirende Kurven mit 3 oder mehreren aufeinander folgen- 
den Berührungspunkten ; demgemäss Oskuiationen zweiten oder höheren 
Grades. Nach dem gegebenen logischen Prinzip können nun weder 
Gerade noch Kurven mehr als einen gemeinsamen Punkt haben, 
wenn sie nicht aufhören sollen verschiedene Linien zu sein. Punkt ist 
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nur Ort, Grenze eines Gebildes, aber nicht ein Gebilde selbst Eine 
BerQhmng an 2, 8 oder mehr aufeinander folgenden Punkten wäre die 
Konstruktion eines Gebildes aus Grenzen; das reale Loch, welches 
übrig bleibt, wenn man Metall herumgiesst und die Kanone wegnimmt. 
Die Ursache dieser Auslegung der Oskulation liegt in der Grenz- 
methode, welche verschiedene Punkte konvergiren lassen muss, um 
ihre anschaulichen Vorstellungen zu Stande bringen zu können. Rich- 
tig aber ist, dass die Entfernungen gleich langer Kurvenstrecken um 
so kleiner sind, je höher der Grad ihrer Oskulation istw 

Die logische Definition der Oskulationen wird uns gegeben durch 
die Zerlegung der Kurvengleichungen nach ihren Differenzialkoefifizienten 
und ihrer Deutung nach B. VI. 

Eine Kurve, deren Differenzialgleichung von der Ordnung m ist, 
kann dergestalt gezogen werden, dass sie m voneinander unabhängigen 
Bestimmungen genügt , und zwei Kurven, deren m erste Differenziale 
gleich sind, haben nach B. VI. 9. m gemeinsame Charaktereigen- 
schaften« Zwei solcher Kurven können also m eiQlchen Bestimmungen 
an einem und demselben Orte genügen; dies ist der „Kontakt oder 
Oskulation'' m^ Ordnung. 

Es wurde aber auch ausgeführt, dass die durch die aufeinander 
folgenden Differenziale bezeichneten Charaktereigenschaften eines For- 
malgebildes eine Gliederung derselben nach einheitlichem Modus der 
Ueberordnung ist, welche bei Gebilden der Ausdehnung „geome- 
trische Aehnlichkeit genannt wird. 

Oskulation ist demnach kurzweg 
geometrische Aehnlichkeit von einer bestimmten Stufe 
— Cfrad der Aehnlichkeit — 
und aus dieser logischen Bestimmung folgen alle weiteren Sätze über 
Oskulation unmittelbar. 



1 



C. KAPITEL V. 

DAS IMAGINÄEE IN DEE aEOMBTRIE, 



§1. 

Das Imaginäre bei natOriidien Koordinaten. 

Bei den Methoden der neueren Geometrie entstehen Imagiiiftr- 
formen unter sehr verschiedenen Umständen; zuweilen sind jene For- 
men konstruirbar, bedeuten also Realitäten , zuweilen aber auch nicht 
Vergeblich hat man versucht, dieselben in ihrer Gesammtheit unter 
einem allgemeinen Gesichtspunkt mit dem arithmetisch Imaginiren 
zusammenzuÜBSsen ; es will das immer nur fbr bestimmte Gebiete ge- 
lingen und deshalb bleibt die Deutung solcher Formen, wenn sie auf 
dem Gebiete der Mechanik auftreten, dem rein subjektiven Ermessen 
überlassen, wodurch dann von einer Sicherheit oder Exaktheit der 
Resultate keine Rede mehr sein kann. Dieses negative Resultat l«gt 
uns aber eine Antwort auf die gestellte Frage nahe und dieselbe wird 
sich als kongruirend ausweisen mit derjenigen Antwort, welche sich 
aus der logischen Bestimmung des Virtuellen überhaupt, und 
-seiner analytischen Definition B. IQ. 6. 

+ iT= (+ a.f)(— 6.f) 
— iT= (+ a.f)(+6.t) 
direkt geben lässt 

Die Verschiedenheiten des geometrisch Imaginären zeigen nimliA 
an , dass dieses neben der arithmetischen Virtualität noch andere Be- 
griffe enthalten muss, kombinirt mit jenem logischen Widerspruch im 
Produktbegriff; denn ohne solche neue Faktoren könnten nach dem 
Identitätsatze keine Verschiedenheiten entstehen. Dies ist wieder ein 
Beweis für das Auftreten anderer Begriffe als desjenigen der GrBsse, 
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oder der ein&ch logischen Setzung. Es ist aber G. IL gezeigt worden, 
welcher Art diese neuen Begriffe sind, und dass sie sich yerändem 
mit der Wahl des Koordinatensystems; die direkte Folge davon ist, 
dass ein jedes Koordinatensystem seine speziellen Imaginäiformen haben 
wird, wobei nicht ausgeschlossen ist, dass dieselben in Einzelfällen 
identisch sind, in allen Fällen aber korrespondiren, in einem bestimmten 
logischen Nexus stehen. 

Wir werden zunächst die Foimen zu behandeln haben, welche bei 
dem natürlichen Koordinatensystem auftreten. 

Die reale Bedeutung, welche das m.i hat, wenn die Einheit als 
Unterbegriff eines zweidimensionalen Oberbegriff au^gefasst . wird , ist 
schon in C. DI. behandelt worden. Wenn aber der zweidimensionale 
Begriff durch Koordinaten der E bene ausgedrückt wird , so ist diese 
Deutungsmöglichkeit des V — 1 ausgeschlossen; was also damit an- 
fangen, wenn es im logischen Fortschritt der Kombinatorik entsteht? 

Ehe wir diese Möglichkeiten aus der logischen Definition des 
virtueUen Produktes entwickeln, wird es gut sein, die auftauchenden 
Fragen an einem konkreten Beispiele zu beleuchten. Es wei-de dazu 
das Beispiel von den Schnittpunkten zweier Kreise gewählt 

Wenn wir zur Lösung dieser Aufjgabe aus zwei Kreisgleichungen, 
deren Struktur dargestellt wird durch 

1) a;« + y« = r« 

die gemeinschaftlichen Orte suchen, so erhalten wir diese in der Form 
einer Liniengleichung 

2) y = OX + C 

auf welcher diese Orte liegen. 

Die stillschweigende Bedingung bei obiger Gleichung 1) ist, dass 

3) Ä ^ r J y. 

Wird diese Bedingungsgleichung aber ignorirt und arithmetische 
Lösungen der Gleichungen 1) 2) berechnet für den Fall 

4) « > r ^ y, 

80 erhält man trotzdem Wui-zelausdrücke , welche aber keine Kreis- 
punkte mehr sein können, weil die Kreise sich in dem Falle nicht 
mehr schneiden; man sagt dann: die Kreise schneiden sich in imagi- 
nären Punkten. Diese Benennung hat vorab nur insofern einen Sinn, 
als damit ausgedi-ückt werden kann, dass die Struktur der Gleichungen 
1) 2) in einem logischen Nexus bleibt, einerlei, ob den Einheiten der 
x^ y^ r noch eine Bedeutung als Grosse gegeben wird oder nicht . Wir 
haben es also hier mit der Qualität einer arithmetischen Form, 
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nicht mit einem materialen Inhalte derselben zu thun. Diese allgemeae 
Struktur x* + y* = r* kommt uns nun in zwei Spezialfällen vor 

welche ihrerseits wiederum zwei verschiedene Qualitäten bezeichneo. 
zwei verschiedene Kreise. Diese Kreise bleiben aber ihrer qualitaÜTCB 
Bestimmung nach das, was sie sind, einerlei ob sie einander so nahe 
liegen, dass sie einander schneiden oder nicht. Wenn die Kreise einander 
schneiden , so wird das Verhältniss ihrer Bestimmung der Grösse nad 
gegmseitigen Lage nach — also ihrer vollständigen Qualität nach — 
durch eine gewisse Linie angegeben, welche ihrerseits natürlich vi^ 
derum eine bestimmte Länge und eine bestimmte Lage zu den beideB 
Kreisen haben muss. Der arithmetische Werth dieser Linie, 

welche ein y^ = y» = ah enthält, 

ist das quantitative Symbol des qualitativen Verhältnisses der beida 
Kreise, d. h. der Strukturformen 

6) yrl-xl = y r J — iPj 

Wenn die Kreise auch soweit auäeinanderrflcken, dass sie einander 
nicht mehr schneiden, so behalten sie doch ein g^enseitiges Yo^ 
h«11tniss , weil sie ja nicht aufhören bestimmte Qualitäten , d. h. die 
bestimmten Kreise r^ und r^ zu sein; und dieses ihr qualitatives Ver- 
hältniss wird nach wie vor durch ein quantitatives Symbol reprftsentiit 
werden können. 

Dieses quantitative Symbol muss aber eine andere Einheit erhalta 
als diejenige, welche der Bedingung 3) entspricht, denn ihm liegt die 
kontradiktorisch entgegengesetzte Bedingung 4) zu Grunde. Da «ir 
nun hier mit Gebilden, d. h. Produkten (Gewordenem) zu thun habea. 
nicht aber mit Elementen, so muss die kontradiktorisch entgegen- 
gesetzte Einheit das i sein, im Sinne von B. III. S. 195. Die Stofcn- 
folge dieser geometrisch entstandenen i Symbole wird aber ebenso des 
Zahlbegriff gemäss vor sich gehen , wie diejenige der arithmetischen i 
überhaupt; diese Stufenfolge muss also auch koustniirbar sein. 

Um nun diese Konstruktion wirklich auszufahren , haben wir n 
beobachten 

a) Die Bedingungsgleichungen 3) und 4) zerfallen die Ebene in z« 
getrennte Gebiete, welche einander kontradiktorisch entgegen- 
gesetzte Bestimmungen einschliessen ; 

b) der Nullpunkt der t Reihe fQr y = V r« — «• beginnt fbr einen 
jeden Kreis an dem Orte x = r and werden die imaginiren y 
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recbtwinklig zu beiden Seiten der x Achse zu messen sein, ebenso 
wie die realen; 
c) das Laogenmaass der t Einheit ist die straktive Einheit aus 
der arithmetischen Fonn y» + «• =■ r», d. h. der Parameter 
dieser Fonn; die qualitative Einheit der geometrischen Aehn- 
lichkeit, die Basis der qualitativen AehnUchkeits(PoteDz)reibe, 
wie ADS dem in der Formeutechnung Entwickelten B. VI. 5 her- 
vorgeht. 




Die t Werthe der arithmetischen Form 1) können also konstruirt 
werden auf vier Kurven ausserhalb des Kreises, welche mit ihren 
Scheiteln die xy Axen berühren. Die ■' Kurven zweier beliebigen Kreise 
«erden also stets in zwei Punkten einander schneiden und die korre- 
spondirenden y^ y, oder x^ x^ beider Kreise sind in diesen Punkten 
gleich lang. Zieht man von einem Punkte einer solchen Schnittlinie 
Tangenten an die Kreise, so werden dieselben gleich lang Bda, wie 
sich durch Vergleichuog der rechtwinkligen Dreiecke gebildet aas 
Tangenten, Kreisradien und Distanzlinien der Kreismittelpunkte ergibt; 
die konstrujrte Schnittlinie ist also identisch mit der Cbordale Atx 
Krtäsa. 
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Macht man die Gleichung der t Kurve real, d. h. bestimmt maa 
die Kurve von dem ihr zugehörigen Gebiete aus, so erhAlt man 

yt = a?« — 1 

also eine equilaterale Hyperbel mit dem Kreiszentrum als Ifittdpunkt 

Man sieht aber auch, dass umgekehrt die Kreislinie die «Knrre 
der Equilateralhyperbel ist 

Nach diesen Betrachtungen werden die logischen Folgerangen 
durchsichtiger werden, welche man direkt aus dem in A. gegebenes 
Begriff des Raumes und der in B. gegebenen Definition des virtuellec 
Produktes + JI ziehen kann. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir uns, dass nach B. VL 6 die ana- 
lytische Formel einer ebenen Kurve nicht die Linie, sondern ein ab- 
gegrenztes Flächengebilde repräsentirt , welches nach C. IL 4 sowohl 
positiv wie negativ definirt werden kann, d. h. in diesem Falle 
sowohl real wie virtuell. Hieraus ergibt sich unmittelbar, 
dass irgend einer realen Bestimmung innerhalb des Gebfldes eine 
t Bestimmung ausserhalb des Gebildes entsprechen muss; dass, wenn 
demnach die stillschweigende Bedingungsgleichung eines Gebildes igno- 
rirt wird, und alle Allziffem als Lösung der analytischen Gleicfaoni: 
eines Gebildes zugelassen werden, dann die « Werthe der Wurzdn 
gewisse Bestimmungen ausserhalb des Gebildes korrespondirend repri- 
sentiren; und umgekehrt dass, wenn die realen Einheiten die Bestim- 
mungen eines negativ definirten Gebildes ausdrücken, dann die Tirtn- 
ellen Einheiten sich auf das eingeschlossene Gebiet beziehen. 

Vorhin ergab sich der Gegensatz von Kreis oder Ellipse der 
Hyperbel gegenüber; daher der Nexus zwischen den hyperbolischen, 
elliptischen und goniometrischen Funktionen. 

Die t Kurve der Parabel ergibt sich als eine kongruente und am 
Scheitel der realen entgegengerichtete Pai-abel; also dieselbe Mittel- 
stellung zwischen Ellipse und Hyperbel wie bei den realen Kurven. 
Hieraus ersieht man, wie der Name „parabolische Geometrie", welchen 
man aus Betrachtungen über das Krümmungsmaass den Euklidischen 
Gebilden gegeben hat im Gegensatze zu der Liniengeometrie auf kon- 
stant gekrümmten Flächen, von philosophischer Anschauungsweise all- 
gemein gerechtfertigt werden kann. Denn die Struktur der Parabel 
ist das reale einfache Produkt, welches in jeder Beziehung einem wirk- 
lichen und vollständigen Quadrate gleichgesetzt werden kann; und is 
einer solchen Strukturform können nur kongruente Gebilde einander 
entsprechen; dies ist aber nur ein anderer Ausdruck für das sogenannte 
Merkmal des Euklidischen Raumes, in welchem der identische Begriff 



Das Ymagipire bei nttttrttdieii KoordinateiL 31^ 

an jedem Orte konstruirbar sein muss — was gemeiniglicli Merkmal 
oder Bedingung der Transportirbarkeit genannt wird. 

Führt man diese Idee allgemein duixb, so ist allerdings darauf 
zu achten, dass man nur mit solchen Raumgebieten oder Kurven 
operiren darf, welche sich als begrenzte Gebiete bestimmen lassen, also 
wirkliche logisch vollständige Funktionen sind; sobald man hier Unbe- 
stimmtheiten mit in den Kauf nimmt, erhält man nur vieldeutige 
oder auch ganz bedeutungslose Formeln, sogenannte ti*anscendente 
Gleichungen ohne Wurzeln d. h. willkOrliche Symbolkonglomerate. 

Diese Auffassung des Imaginären lässt sich auf Kurven beliebigen 
Grades anwenden. Auch ist sie nicht auf die Ebene beschränkt, denn 
ein Raumvolum kann gleichfalls sowohl positiv wie negativ definirt 
werden. Der begrenzenden Fläche eines Raumvolums in einer analy- 
tischen Form von realen Einheiten werden demnach, wenn die Fläche 
eine geschlossene ist, je sechs i Flächen im äusseren Räume entsprechen 
— nicht zu vergessen y dass hier immer das natürliche Koordinaten- 
system vorausgesetzt wird. 

Es können nun auch geometrische Bestimmungen von zwei Ver- 
änderlichen stattfinden, welche sich nicht auf ein bestimmtes Gebilde 
beschränken, sondern sich auf die unbegrenzte Ebene erstrecken und 
es fragt sich , was in diesem Falle die i Bestimmungen bedeuten. Der 
allgemeine Gegensatz von Innerhalb und Ausserhalb findet 
auch hier Statt ; die i Bestimmungen werden eben ausserhalb der Ebene 
liegen und den korrespondii-enden Weilhen derselben entsprechen» 
Hier ist nun zu unterscheiden, dass eine absolute Heterogenität der 
+f und der +1 Werthe möglich ist, aber auch eine relative. Absolut 
heterogen ist, wenn die t Ebene senki'echt auf der 1 Ebene steht, denn 
dann korrespondirt einer jeden Flächenbestimmung der einen nur eine 
Linienbestimmung der anderen , also eine qualitative Heterogenität in 
jeder Beziehung. Sind die beiden Ebenen aber geneigt gegeneinander, 
so hat man es mit Projektionsbeziehungen zu thun , die aber jedesmal 
in zwei Faktoi-en absoluter Heterogenität zerlegt werden können. In 
diesem Sinne ist es also strenger zu sagen: nur die senkrechte 
Ebene ist das ausserhalb zu einer gegebenen Ebene; wenn man 
auch zwei beliebige Ebenen ausserhalb einander nennt, so ist das 
nicht in dem hier präzisirten Sinne gesprochen, weil man hierbei den 
Volumbegriff einführt und vermittelst desselben die beiden Ebenen in 
ein Projektionsverhältniss bringt, in ein Verhältniss zweier Flächen, 
welche zu einander in einem Grössenverhältnisse stehen ; dagegen stehen 
Linie und Fläche in keinem Grössenverhältniss. 
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Ebenso hat die Zahl, als eindimensionales Gebflde geooietrisdi 
konstruirty ihren virtueUen Gegensatz, ihr Aussen, in der za ihr 
senkrechten Linie, denn eine jede Senkrechte bildet nur emaa Punkt 
auf ihr. 

Ein erläuterndes Beispiel hierzu bietet die Mechanik. 

Nach der ündulationstheorie findet man, dass ein Lichtstrahl unter 
gewissen Verhältnissen nicht aus einem dichteren in ein donnerea Ifittd 
austreten kann; es tritt dann totale Reflexion auf der Trennungsfilche 
der beiden Mittel ein. Diese totale Reflexion findet aber nicht fbr 
einen bestimmten Einfallswinkel statt, sondern dieser Winkel kann sich 
in gewissen Grenzen vei-ändeiu Fresnels Formeln ergeben bei diesm 
Veränderungen die Summe der Lichtintensität des reflektirten Strahles 
als bestehend aus einem realen und einem imaginären Theile. Eine 
imaginäre Intensität hat aber keinen Sinn ; den imaginären Thefl durfte 
man aber auch nicht kui'zweg als eine Null behandeln, wie das zu- 
weilen fehlerhafterweise geschieht, weil man nicht weiss, was damit 
anfangen; denn der reale Theil der Formel gibt nicht die ganze Sunun«? 
der Intensität. Fi-esnel kam nun auf den Gedanken, jenen imaginären 
Theil auf eine trotz aller totalen Reflexion stattfindende Brechnngs- 
welle zu deuten. Eine logische Theorie des mathematisch Imaginaroi 
gab es nicht, und so blieb es dem subjektiven Ermessen eines Jeden 
überlassen, dergleichen Ausdrücke zu deuten, wie es ihm gut schien. 
Dazu hatte man ein wirkliches Eindringen des Lichtes in das dünnere 
Mittel bis zu einer wenige Wellenlängen betragenden Tiefe beobachtet; 
und fand deshalb jene Deutung des Imaginären eine Zustimmnng in 
dem gleichen Maasse, wie jene Beobachtung wohl auch Fresnel zu 
seiner Erklärungsweise geführt hatte, obschon eine andere Deutongs- 
mOglichkeit zur Zeit nicht ausgeschlossen blieb. 

Nach dem Vorherigen lassen sich aber auch die Fresnelschen 
Formeln logisch gar nicht anders deuten. Dieselben drücken die 
Grösse der Amplitude der beiden senkrecht zueinander polarisirt reflek- 
tirten Strahlen aus in Bezug auf die Reflexionsebene. Wenn 
aber die Summe der ganzen Lichtbewegung nicht in dieser Ebene liegt« 
so muss eben ein Theil derselben ausserhalb derselben liegen, nnd 
diese reale Bewegung ausserhalb der Ebene muss in einer Tun 
richtiger Hypothese gebildeten Formel als eine Summe von ±i Ein- 
heiten sich darstellen« weil diese eben ihrer logischen Natur nach das 
Ausserhalb zu den +1 Einheiten angeben. Jene t Einheiten be- 
zeichnen Etwas ebenso Reales, wie die i^en Richtungen e"-*. Die 
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LichtbewegODg i8t bei dieser Formulirang als ein zweidimensionaler Be- 
griff eingeführt; eine dieser Dimensionen ist die Längsstrecke auf der 
Lichtwelle, die andere die Ausweichung der Amplitude (die Phase der 
Lichtschwingung; deshalb korrespondirt dem Begriff senkrecht in 
der zweidimensionalen Ebene der Begriff Verzögerung um ^ Lichtwelle 
in der zweidimensionalen Aetherbewegung. Ob nun die Lichtgeschwin- 
digkeit resp. Fortschritt des Lichtstrahls bei der Reflexion, oder ob 
der Phasendifferenz die reale Einheit zugeordnet wird, ist gleichgültig; 
ist aber f&r eine von beiden Dimensionen die + 1 Einheit festgesetzt, 
so muss ±f dem anderen Unterbegriffe in der Lichtbewegung zugetheilt 
werden. Als Zahlen sind jene letzteren Einheiten imaginär, als Reprä- 
sentanten eines Unterbegriffs in einem zweidimensionalen Begriffe sind 
sie aber real. 

Dass nun das Ausserhalb der Reflexionsebene sich auf den Theil 
der zu ihr senkrechten Ebene bezieht, welcher unterhalb des einfallen- 
den und reflektirten Strahles liegt, ist gleicherweise dadurch noth- 
wendig geworden, weil der obere Theil als Bereich der realen Einheiten 
bei Aufstellung der Formeln benutzt worden ist 

Zu demselben Ergebnisse gelangt man, wenn man den Satz: „dass eine 
Lichtwelle in demselben Mittel nie reflektirt wird, oder wie man auch 
sagt^ dass an der Trennungsfläche zweier Mittel Yon gleicher Dichte 
und Elastizität keine Reflexion stattfindet" zum Ausgangspunkt der 
Formeln nimmt. Wie man an dem vorliegenden Beispiele sieht, ist der 
Satz in solcher Allgemeinheit nicht richtig, insofern durch Interferenzen 
der Wellen, welche sehr nahe an einem dichteren Mittel liegen, diese 
Bewegung rückläufig werden kann. Diese letztere Bewegung wird 
dann durch t Einheiten gemessen, weil diese das Real Geschehende 
ausserhalb des durch jenen Satz von einem begrenzten Standpunkte 
aus Beurtheilten ausdrücken. 

Das mechanische Ausserhalb einer einseitig begrenzten 
Hypothese wird dann ebensogut durch eine arithmetische Imaginärzahl 
verrechnet, wie das geometrische Ausserhalb eines einseitig 
begrenzten Standpunktes. Wollte man die Lichtbewegung durch Raum- 
koordinaten, d. h. 8 Variabele ausdrücken, so würden alle Imaginär- 
aasdrücke überflüssig werden. Eine solche Rechnung dürfte aber sehr 
komplizirt ausfallen, und deshalb gewinnt man technische Vortheile, 
wenn man die Imaginärformen logisch deuten gelernt hat und sich auf 
ein Gebiet von 2 Variabelen beschränkt 
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§2. 

Das Imaginäre bei künstlichen Koordinaten. 
Reale and ImaginBre « ferne Gebilde- 
Wenden wir uns jetzt zur Deutung der Imasin&rfonnen bei An- 
wendunf! künstlicher Koordinaten , so können wir auch hier im AÜBfr 
meinen die realen Deutungen auf ein Innen und ein Aussen verfolg«. 




In der Polarentheorie sucht man den vierten harmonischen Punf 
auf einer Linie zu drei gegebenen; einem beliebigen Punkt y und i« 
beiden Schnittpunkten y, y„ der Linie mit einem Kegelschnitt. Be- 
nutzt man zur Lösung dieses Problems die Kegelachnittgleicliimg . 

(«i «1 + a, 2^ + Oj XtY = 
und die Liniengleichuog 

a^ = y, -1- Aä, 
X, ^ j/j + Aäj 

«3 = i/j + ^ 

so gebraucht man nicht eine adäquate Symbolik, sondern eine th«- 
deutige; es lassen sich aus diesen Gleichungen Formen finden, "eid* 
gar nicht auf einen die Kurve aus y treffenden Strahl j-edeutet «hJ 
können, was der Sinn des Ausdrucks ist „der betreffende Strahl u* 
die Kurve in zwei imaginären Punkten". Zwei solcher konjugi« i"'- 
ginären Foi-men sind aber bei obigem Koordinatensystem das ridtiP 
Symbol eines realen Punktes, welcher ausserhalb des KegelsthüJ» 
liegt; und alle die solcher weise he.stimmten Oerter bilden di« »ff- 
l&ngerung nach Aussen der in dem Kegelschnitte real bestiminW 
Geraden ^ = o. Aus denselben Formeln erhält man reale TsiXWj'J 
für äussere Punkte des Gebildes, imaginäre für innere; reale Ri«« 
fOr mnere, imaginäre für äussere Punkte etc. Üeberall ß^J^/r 
also der logische Gegensatz, dass die Bestimmungen eines Om» 
von dem negativen Standpunkte aus, dem Aossengebiele, weld» "' 
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gleieh Tirtaelles iDnengebiet ist, auch yirtaelle analytische Ausdrücke 
liefern müssen und umgekehrt 

Man sieht also, wie im Allgemeinen das Studium der imaginären 
Formen ebensogut uns Über die geometrischen Gebilde unterrichten 
kann, wie das der realen , denn Imaginär- und Realformen haben stets 
ein kombinatorisches, logisch koordinirtes Verhältniss zu einander. 
Man sieht zugleich, wie viele qualitative Bestimmungen häufig eine 
einfachere Form erhalten können, wenn sie von dem virtuellen Aussen- 
standpunkte aufgefasst werden. Das Folgende wird hierzu Beispiele 
liofem. 

Ein Beispiel, wie die Theildeutigkeit der Formeln sich durch Ge- 
brauch künstlicher Koordinaten vergr&ssert, bietet das schon behandelte 
Problem der Kreisschneidepunkte. Bei Verwendung homogener Koor- 
dinaten erhält man zur Bestimmung derselben eine Gleichung vierten 
Grades, also zwei Lösungen mehr als nothwendig ist, um die wirklichen 
Verhältnisse zu bestimmen. Jene zwei überflüssigen Lösungen kenn- 
zeichnen eine gewisse Verzerrung, welchen die Gebilde durch An- 
wendung solcher Koordinaten erleiden. Diese Verzerrung bringt eine 
Art des Imaginären zu Stande, welche in der neueren Geometrie auf- 
tritt. Werde dies an einigen Beispielen erläutert 

Im Allgemeinen wird durch eine jede Gleichung ersten Grades in 
Dreieckskoordinaten eine Linie dargestellt Ein analytischer Spezial- 
fall dieser Gleichung ergibt jedoch ftür jede Individualbestimmung in 
dieser Form — deren Aequivalent in natürlichen Koordinaten ein be- 
stimmtes Xi ffi also ein bestimmter Punkt der Ebene ist — das Sym- 
bol 00. Um nun die einheiUicbe Benennung nicht zu stören, nennt 
man diesen an sich bedeutungslosen Fall der Linearform in Dreiecks- 
koordinaten ,|die zu der Koordinatenebene x y zugehörige unendlich 
ferne Gerade, welche alle unendlich fernen Punkte der x y Ebene 
enthält"^. Weil dieser Spezialfall entstand aus der logischen Durch- 
ibhning eines willkürlich gewählten Systems, so sind hieraus richtige 
Basal täte ableitbar, wenn jenes System auch den thatsäehlichen Ver- 
hältnissen nicht adäquat entsprach, sondern dieselbe konsequent ver- 
aerrt ausdrückte; so wird es nothwendig, nicht bei jener imaginären 
OD fernen Geraden stehen zu bleiben, sondern dieselbe lediglich als 
Dnrehgangsstufe zu benutzen, um mit Anwendung derselben Verzerrung 
wieder aus dem Imaginären zum Realen zurückzukehren; die Anwen- 
dung zweier entgegengesetzter Transformationen muss die ursprüng- 
liche Deutung ennöglichen. Die Fruchtbarkeit einer solchen Methode 

liegt darin, dass ein solches willkürliches System ersonnen werden 
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kann , welches den technischen Bedürfhissen des Analytikers am Besten 
entspricht; und die Zweckmässigkeit der Verwendung der o und ao 
Stellen als Durchgangstufen liegt darin , dass die analytischen Formeln 
an diesen Stellen jede individuelle Bestimmtheit abstreifen und sich 
dadurch als Ausgangspunkt für genetische Betrachtungen yorzogsweise 
eignen. 

Mit dieser analytischen Form ,,oo ferne Gerade'' kann wie mit 
einem geometrischen Element operirt werden, weil sie den G^ensatz 
zu jener anderen Verzerrung bildet, zufolge welcher die beiden ent- 
gegengesetzten Punkte der unbegrenzten Geraden das identische 
Distanzsymbol oo erhielten. Dem logischen Gesetze gemäss muss also 
die Kombination der beiden Imaginärformen realgültige Sätze eizeugen. 
Es resultirt der Satz, dass jede Gerade von jeder anderen nur in einem 
Punkte geschnitten wird, und dieser Satz leidet in seinem schematischen 
Ausdruck keine Ausnahme für den geometrisch bedeutungslosen oder 
besser gesagt: für den logisch ganz undiskutirbai-en und in Wirklich- 
keit ganz unmöglichen Fall 

X, y = CO = Xi, yi. 

Für die Linien höherer Ordnung gelten dann ebenfalls die schema- 
tischen Ausdrücke ausnahmelos. Diese Ausnahmslosigkeit hat aber nur 
für die Symbolik Bedeutung; die Sätze der natürlichen Koordinaten 
sind ebenso logisch ausnahmelos, denn obiger Fall ist eben ein 
alogischer. 

Wollen wir aber in logischer Sprache sagen, was der technolo- 
gische Satz 

„zu jeder Ebene gehört eine unendlich ferne Gerade'* 

bedeutet, so ist dies Folgendes: 

In jeder Ebene sind alle Richtungsuntei-schiede möglich , eine jede 
Richtung der Ebene wird symbolisirt durch eine Stelle in der ge- 
schlossenen analytischen Form, welche „oo feine Gerade* genannt wird; 
parallele Linien haben deshalb denselben oo fernen Punkt; der Rieb- 
tungsunterechied zweier Ebenen wird nach demselben Modus symbolisirt 
durch zwei verschiedene oo ferne Linien. 

Was wir ausserdem noch von einem künstlichen, analytischen Be- 
quemlichkeiten, angepassten Koordinatensystem zu erwarten haben, lässt 
sich an einem einzigen beliebigen Beispiele zeigen. 

In homogenen Koordinaten ergibt sich für die Kreisschneidepunkte 
eine biquadratische Gleichung; also vier Lösungen, während nur zweie 
davon eine geometrische Bedeutung haben; was können die beiden 
anderen aussagen? Nach dem Dargelegten nichts Anderes als Bestiffi* 
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muDgen fibei* das Verh&Itmss , in welchem sich das Kreisgebilde als 
qualitatives Individuum überhaupt in dem künstlichen System verzerren 
wird. Diese überflüssigen Wurzeln sind: 

die Produkte aus den Yerzerrungsmoduln des be- 
treffenden Koordinatensystems in die Qualität der 
Gebilde. Beim Kreise werden diese Produkte genannt: „die ima- 
ginären Kreispunkte auf der oo fernen Geraden'^ 

Je nach dem gewählten Standpunkt mag aus dem Kreise eine 
Linie, eine Ellipse oder gar ein Punkt werden und Ifilr alle Transfer^ 
mationen in solche qualitativ verschiedenen Gebilde werden die zwei 
restirenden Wurzeln die beti-effenden Anhaltepunkte liefern. Stellen 
wir die Sätze auf^ welche sich far die Kreisgebilde aus jener Gleichung 
vierten Grades ergeben; die hauptsächlichsten werden gesprochen: 

1) Alle Kreise der Ebene gehen durch dieselben beiden imaginären 
Punkte, die der unendlich fernen Geraden angehören; sie werden 
genannt „i^^^i^^^ Kreispunkte". 

2) Die Bichtungen nach diesen Punkten, d. h. die Kreisasymptoten 
sind bestinmit durch 

ig a = + V^^. 

8) Die Asymptoten aller Kreise sind parallel-, sie bilden mit aUen 
anderen Richtungen denselben unendlich grossen Winkel. 

4) Während die Punkte, deren Entfernung von einem beliebigen 
Punkte unendlich gross ist, auf einer Geraden (der oo fernen 
Geraden) liegen, umhüllen die Linien, welche mit dner beliebigen 
anderen Linie einen unendlich grossen Winkel bilden — die 
man deshalb als Linien von unen^ch grosser Bichtungsverschie- 
denheit bezeichnen könnte — ein Punktepaar, die imaginären 
Kreispunkte. 

5) Konzentrische Kreise haben gemeinsame Asymptoten, berühren 
sich also in den beiden Kreispunkten, können sich also nicht 
mehr schneiden. Konzentrische Kugeln schnöden sich (oder be- 
rühren sich) in einem unendlich fernen Kreise. 

Dm diese Ergebnisse der Analysis in logische Sprache zu über- 
setzen, brauchen wir nur das vorher geAmdene Prinzip anzuwenden, 
nach welchem ein unendlich femer Punkt Richtung ist, und reale 
ve. imaginäre Bestimmungen sich verhalten, wie Bestimmung aus den 
realen inneren Elementen zu solchen des Ausserhalb. Bei der 
projektivischen Auffassung wird nun ein Raumgebilde als real bestimmt, 
wenn es möglich ist, ein reales Bild desselben auf eine Bildfläche zu 
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erzeugen. Alles was aber nach dem gewählten Modos der Projektion 
ausserhalb der Bfldfläche fällt, wird dadurch nach unserem Prinzip 
analytisch imaginär. Diese imaginären Werthe der virtuellen Bestim- 
mungen eines Gebildes sind deshalb in den Baum ausserhalb der Bild- 
fläche zu konstruiren; abzumessen auf Ebenen, welche zu dieser Bild- 
fläche senkrecht stehen. 

Die Asymptoten des Kreises ergeben sich dadurch als Linien, 
welche in naher Beziehung zu den Asymptoten der Equilateralhyperbel, 
als i Kurve des Kreises, stehen. Für jeden Kreis haben wir zwei 
Asymptoten, und ihre Richtung zu den Kreisaxen ist gegeben durch 

tg a = ± V — 1; oder arc.tg « = / ^ ^ ^, 

Man nennt des Integralausdrucks wegen diesen Winkel unendUcb 
gross; und mit dieser Deutung ist nichts anzufangen, weil sie keinen 
Binn hat. Diese Deutung muss aber überhaupt fehlerhaft genannt wer- 
den , weil ihre Konstriktion als goniometrische Funktion nur unter der 
Bedingung gewonnen wird, dass a eine reale Grösse ist. Bei der hier 
aufgestellten Betrachtung qualitativ verschiedener Einheiten erweitert 
sich jedoch jene Bedingung dahin, das arcus und tangente sich auf 
dieselbe qualitative Einheit beziehen müssen, sei diese nun real oder 
imaginär, oder sonst etwas. Wir müssen deshalb hier sagen: 

„Der Winkel, welcher einer imaginäi*en Tangente entspricht, ist 
selbst ein imaginärer.** 

Die Kon*espondenz solcher imaginärer Tangenten und Winkel hat 
aber dieselbe arithmetische Stufenfolge wie bei den realen Bestimmungen; 
deshalb ist y^^iT die struktive Einheit, gleich dem Radius des jenen 
Funktionen zu Grande liegenden (imaginären) Kreises, tg a '^ i ent- 
spricht demnach einem Winkel von 45 ^ dessen Anwendung jedoch nur 
in oem Aussengebiete des Gebildes erfolgen darf, von welchem ausge- 
gangen wurde. Ist dies Gebilde ein in der Ebene begrenztes — wie 
im vorliegenden Falle der Kreis, dessen imaginäre oo feine Punkte ge- 
sucht werden sollen — so bestimmen zwei vom Kreiszentrum aus unter 
45^ mit einer Koordinatenaxe gezogene Linien die sog. Asymptoten 
des Kreises; und deren Berührungspunkte mit der oo fernen Geraden 
der Ebene, welche identisch sind mit den zwei oo fernen Punkten der 
f Kurve des Kreises, bilden die gesuchten imaginären Kreispunkte. Die 
00 fernen Punkte des entgegengesetzten Zweiges der i Kurve sind 
identisch mit den ersteren, weil die Punkte jener oo fernen Geraden 
Richtungen bedeuten, und nicht wie ihr Name sagt geometrische 
Punkte. Nimmt das reale Ausgangsgebilde dagegen die gaiize Ebene 
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in Anspruch, so sind die oo fernen Bestimmungen ebensogut wie alle 
imaginären in der zur Fundamentalebene senkrechten zu suchen. 

Hierdurch werden die angeführten barocken Sätze unmittelbar ver- 
ständlich und erweisen sich als richtig. 

Konzentrische Kreise haben alle dieselben Asymptoten, weil sie 
alle denselben Mittelpunkt haben. Nicht konzentrische Kreise haben 
parallele Asymptoten, und deshalb dieselben imaginären Kreispunkte, 
weil die ganze Ebene auf ein festgelegtes Koordinatensystem bezogen 
wird. Konzentrische Kugeln haben einen oo fernen Kreis gemeinsam, 
weil der die Kugelflächen bestimmende um seine Axe sich drehende 
Meridiankreis zu jeder seiner yerschiedenen Lagen ein neues Paar oo 
ferne Punkte bestimmt, welche insgesammt einen Kreis bilden. Besser 
wäre es, diesen letzteren Satz auszusprechen: Konzentrische Kugeln 
nach virtuellen Asymptoten bestimmt, haben deren Richtungen ge- 
meinsam. 

Diese ganze Theorie erleidet keine Ausnahmen, eben weil sie aus 
dem logischen Begriff des Virtuellen entsprungen ist Alle Imaginär- 
theorien, welche bis jetzt angestellt worden sind, lassen sich insoweit 
sie brauchbare Resultate ergaben, als Spezialfälle dieser allgemeinen 
Theorie nachweisen^*). 

Man sieht nun, wie jedes neue Koordinatensystem neue und anders 
zo deutende Imaginärformen liefern kann. Es werden gerade Linien 
zu finden sein, welche in der realen Ebene liegen und trotzdem theil- 
weise real, theilweise imaginär sind ; reale Linien, auf welchen imaginäre 
Punkte, und imaginäre Linien, auf welchen reale Punkte liegen; ima- 
ginäre Ebenen, welche die reale Ebene in einer realen Linie schneiden ; 
imaginäre Linien, welche viele, oder auch nur einen oder auch gar 
keinen Punkt mit der realen Ebene gemein haben etc. ; Gebilde , wo- 
von mehrere bei der Konstruktion des Imaginären v. Staudt's auf- 
treten. 

Rationeller würde es aber sein, statt der jetzt üblichen, meist 
durch projektivische Betrachtungen hervorgerufenen Terminologie 
eine solche einzuibhren, welche auf die qualitative Betrachtung der 
Struktur kombinatorischer Formen gegründet ist; denn zeigt sich 
einmal ein anderes künstliches Koordinatensystem als vortheilhaft zu 
anderen Zwecken, so mUsste der ganze Sprachbau wieder gtiindert 
werden. So könnte man z. B. für die physiologische Optik ein 
bipolares Koordinatensystem aufistellen, oder auch eine Spaltenpro- 
jektion. 
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Man könnte aber sogar qualitative Koordinaten erfinden; solche, 
welche sich nur auf Gestaltveränderung der Kurven beziehen, welche 
in gegenseitiger durch Wechselwirkung hervorgerufener Bewegung be- 
findliche Köi-per beschreiben. Bei Fragen der Molekularmechanik, 
vielleicht auch schon bei dem astronomischen Problem der drei Körper 
düi-fte ein solches System Verwendung finden. Solche Koordinaten, 
würden wiederum ein Imaginärsystem ganz anderer Art bedingen, ob- 
schon denselben logischen Grundsätzen folgend. 



I). 



MECHANIK 



D. KAPITEL I. 

GRUNDBEGRIFFE DER MECHANIK. 



§1. 

Die Ainktionaie Verbindung der Gebiide % Im Nacheinander 

In der Arithmetik wurden die zu Komplexen yerbundenen Elemente 
als ZahlgrOssen, in der Geometrie als Ausdehnungen betrachtet Ob- 
schon irgend welche Gebilde der Kombinatorik nur in der Zeit, durch 
Setzung nacheinander, entstehen, so blieb doch die Betrachtung der 
Gebilde als ein Zusammen 9>j, Hauptgegenstand jener Disziplinen; die 
Genesis jener Funktionen als q^r wurde mehr als ein Mittel der Auf- 
klärung in zweifelhaften FäUen erörtert Die abstrakt logische Be- 
trachtung kann aber jetzt in ihren Kombinationen fortschreiten und 
eine Vielheit der Existenz zugleich als 9)« und g>r zusammenfassen, 
also Komplexe bilden, welche sowohl der Zeit wie dem Räume nach 
funktional yerbunden sind; dies ist die Aufgabe der Mechanik. Hier- 
mit wird aber auch der ganze Umfang logischer Kombinationen erschöpft 
sein, weil nur die beiden Denkformen „Nacheinander, Nebeneinander* 
möglich , weil nur der Satz der Identität eine Regel der Kombination 
sein kann , der Zusammenfassung des Vielen durch funktionale Bestim- 
mung des Einzelnen im Ganzen. 

Die Anfange dieser Betrachtungen werden der Natur der Sache 
gemäss schon durch das reine Empfindungsleben angeregt; eine jede 
Bewegung oder Veränderung des eigenen wie fremder Körper stellte 
Probleme der Mechanik. Deshalb wurden vor aUem logischen Bewusst- 
werden dem Empfindnngsleben entnommene Wörter fttr die hier noth- 
wendig auftretenden Begriffe geprilgt, wie ,,Masse, Trägheit, Kraft, 
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Widerstand etc/, ehe man sich Rechenschaft darüber zu geben ver- 
anlasst fand, ob reine Denkbegriffe oder aber Empfindungsb^n^iffe 
Torlagen; forderte doch die Sprache schon Wörter hierlOr, ehe über- 
haupt ein wissenschaftlich ordnendes, geschweige denn ein logisch 
kritisirendes Bewusstsein auftrat; und hierin liegt eine der Haupt- 
Ursachen, dass durch die Etymologie verleitet, in heutiger Zeit noch 
so viele < jener Begriffe ftür empirische, d. h. der Sphäre des Empfin- 
dungsleben zugehörige, angesehen werden. 

Hier dagegen wurde durch dialektische Entwickelung der Denk- 
thätigkeit zum Generalproblem der Mechanik aufgestiegen, ohne darauf 
Rücksicht zu nehmen, ob die entstehenden Gebilde oder Begriffe irgend- 
wie einer äusseren (uns fremdartig aufgedrungenen) Welt korrespon- 
diren; diese letzte Frage wird erst bei Betrachtung physikalischer 
Hypothesen zum Austrag kommen. Es wird jedoch vor weiterem Eiii- 
gehen auf Fragen der Mechanik zweckmässig sein, die kurrenten Grund- 
begriffe dieser Disziplin nach ihrer Genesis aus dem Empfindungslebea 
gegenüberzustellen ihrer Bedeutung in rein logischer Auffassung. 



§2. 

Masse. 

Wenn wir einen Komplex von ZahlgrOssen — im einfachsten FaDe 
einen Zahlkörper — mit einem solchen von AusdehnungsgrOssen ver- 
binden, so erhalten wir ein kombinirtes Gebilde, in welchem wir die 
Anzahl des ersten Komplexes beliebig über die Ausdehnungen des 
zweiten vertheilen können, weil uns die beiden verschiedenen B^riüB 
n Ausdehnung, Zahl*' gar keine Regel vorschreiben, nach welcher die* 
selben zu verbinden sein müsst^i. Denken wir uns die Zahlen ^eidi- 
mässig über das Ausdehnungsgebilde vertheilt, so erhalten wir voriiniig 
einen imaginirten (logisch zusammengesetzten) Gegenstand von gleich- 
massiger Beschaffenheit in allen seinen Theilen ; werde derselbe Maseen- 
körper genannt, im Gegensatze zu dem geometrischen Volumköiper, 
welcher nur Ausdehnungen enthält, und im Gegensatz zu dem ZaU- 
körper der Arithmetik, welcher nur Zahlen enthalt; ausserdem zur 
Bezeichnung, dass es sich hierbei um Körper handelt, weiche sowirfd 
im Nacheinander wie Nebeneinander betrachtet werden, wodurch ihr 
Beziehungsbegriff von der zeitlosen mathematischen Funktion zum Kraft- 
begriff limgewandelt wird , was im nächsten Paragraphen zu erliaten 
ist. Hiermit ist der logische Begriff des Massenkörpers gebildet, wie 
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ihn die Mechanik gebraucht; ZahlgrOsse (oder hier Masse) und Aus- 
dehnungsgrösse stehen demselben als Unterbegriffe zugeordnet Ob 
dieser logische Körper zur Erklärung irgend welcher Vorgänge in der 
Natur brauchbar ist, bleibt vorderhand ganz dahingestellt; genug, dass 
kein innerer Widerspruch seine Bildung (Fiktion) untersagt Hier- 
durch sind zugleich alle möglichen Verschiedenheiten solcher Körper 
und die Regeln ihrer Verbindung zu funktional bestimmten Ganzen 
festgestellt 

Funkt- TS. Auadehnungs-HasseiikOrper, 

Weil die Zahl selbst keine Ausdehnung hat, so steht es uns frei, 
dieselbe auf zwei vei'schiedene Weisen mit dem Volum zu verbinden; 
entweder stetig oder diskret, um einen Massenkörper zu erzeugen, 
welcher homogen ist in den Grenzen, wie die Mechanik ihn gebraucht 
Ordnen wir die Einheiten der Zahl aequidistanten oder auch nach 
irgend einer konstanten Regel vertheilten Punkten eines Volums zu, 
so erhalten wir Punktmassenkörper, dessen sich die atomistische 
Theorie in der Physik bedient; ordnen wir die Einheiten den Aus- 
dehnungen selbst zu, seien dies nun Linien, Flächen oder Volumina, 
so entsteht der Massenkörper der dynamischen Auffassung. Es kommt 
ganz auf den Begiiff an, welchen man bei physikalischen Hypothesen 
jener Zahl substituirt — » Wirkungsfähigkeit , Widerstand, Kraft etc.'' 
— ob in einem von diesen Körperbegriffen ein Widerspi*uch entsteht; 
solange wir bei der abstrakten Zahl bleiben, ist keiner vorhanden, 
und können wir deshalb alle mathematischen Kombinationen mit beiden 
vornehmen. Bei Punktsystemen werden Summenfunktionen, bei Aus- 
dehnungssystemen Integralfunktionen auftreten; die letzteren nattlr- 
lich auch als abgekürzter Ausdruck fiii' Punktsysteme in Einzelfällen 
verwendbar. 

Aritlimetisches Symbol des HassenkOrpers. 

Es ist jetzt nothwendig fbr den Massenkörper, ein adäquate» 
Symbol zu konstruiren, um ihn in die Rechnung einführen zu können. 

Sei der Zahlkörper 3f, der Volumkörper F, so müssen wir in dem 
kombinirten Gebilde 

Massenkörper = f (M, V) 

die arithmetische Funktion f aufsuchen , welche der begrifflichen Ver- 
bindung, also dem zwischen M und F stattfindenden Beziehungsbegriffe 
entspricht Hierzu dient folgende Betrachtung : 
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Wir können Massenkörper bilden 

von verschiedenem Volum f ß£, 1 7) f (M, a V) f (M, 3 Y) 
und von verschiedener Zahl f (1 M, V) f (2 M, V) f (3 M, 7) 

Wir werden die ersteren also von gleicher Masse und ver- 
schiedenem Volum, die zweiten von gleichem Volum und verschie- 
dener Masse nennen; und nach B. VI. 5 Körper, welche in der Volom- 
einheit gleiche Masse, oder der Masseneinheit gleiche Volumina ent- 
halten, von gleicher Qualität; weil die Struktur der Funktion 
dieselbe bleibt, ihre Vergrösserung durch eine Multiplikationszahl 
ausserhalb des Funktionszeichens angezeigt werden muss, in der Fonn 

nffßr, V)] 

Weil nun diese Funktionen f^ d. h. die Qualität der Körper, sich 
durch gar nichts Anderes unterscheiden, als durch die direkte Grösse 
der Unterbegriffe M und F, und uns kein fremder Maassstab zur 
Abmessung dieser Grösse aufgedrängt wii*d, wir deshalb den arith- 
metischen (direkt logischen) hierzu anwenden, deshalb ist jene Funktion 
nichts Anderes als ein einfaches Produkt, bestimmt durch die beiden 
Unterbegriffe M und V als Faktoren. Wir erhalten das Symbol 

die Qualität „Massenkörper** = M . V 

Was also nicht heisst , dass die zwei heteit)genen Begriffe M und 
F miteinander multiplizirt werden sollen, sondern dass Jif und Fin 
einem Oberbegriffe funktional verbunden und verschiedene arithmetische 
Abstufungen dieser qualitativen Verbindung möglich sind. 

Einer dieser beiden Begriffe kann nun wieder als Einheit der 
Grösse gesetzt werden, und bleibt dadurch der andere als Bestimmaiig 
der Qualität reservirt Weil wir gewohnt sind, dass Attribut „Gross'' 
bei Vergleichungen der Aussenwelt vorzugsweise der Qualität ,Ai0- 
dehnung*' beizulegen, so nennen wir die Körper von homogener 
Beschaffenheit, wenn sie sich nur der Ausdehnung nach unter- 
scheiden; es bidbt dadurch die auf die Volumeinheit bezogene Anzahl 
der Zahlkörper (deshalb Dichte genannt), als qualitative Bestimmoog 
des Massenkörpers übereinstimmend mit dem Sprachgebraache d66 
gewöhnlichen Lebens* 

Der empirische Massenbegriff. 

Der Massenbegriff des praktischen Lebens ist natQrlich empiiiscbeB 
Ursprungs. Es sind die Empfindungen des Tastgefühls, welche wir 
bei einer gewissen Intensität , Druck, Widerstand etc/* nennen. Die 
räumlichen Veränderungen (Bewegungen der Körper) welche wir in 
Begleitung dieses Oefbhls wahrnehmen, können wir bewältigen durdi 



Bewegung, Oeechwiiidii^eit 885 

andere körperliche Bewegongen, welche emem spontanen Befehle unseres 
Ich , unseres Willens, oder was immer sonst es sein mag, zu gehorchen 
scheinen ; dieses Gefühl, welches wir als eigene innere Kraft su erzeugen 
glauben , nennen wir Muskelkraft. Mit der Grösse der zu bewegenden 
Körper, oder mit einer qualitativen Beschaffenheit derselben, welche 
wir „Dichte, Gewicht^' nennen, wächst der Widerstand, welchen sie 
unserer Muskelkraft oder unserem Willen entgegensetzen; das Maass 
der aufEuwendenden Kraft, um jenem Widerstände zu begegnen, über- 
tragen wir als eine Eigenschaft auf den äusseren Körper, benennen es 
„Masse des Körpers'^ 

In dem Maasse, wie yersehiedene Empfindungen zur Bildung des 
Massenbegriffes mitwirkten, oder derselbe zu yerschiedenen Anwen- 
dungen gemodelt, vieldeutiger oder einfacher gestaltet werden musste, 
ging der Sprachgeist und das logische Bewusstwerden seines Thuns 
viele Entwickelungsstufen durch, von der vielgestaltigen inhaltreichen 
des Poeten und des Kindes bis zu dem logisch einfeudien des Mathe- 
matikers, bei welchem nur noch die historische Entwickelungsgeschichte 
seinen rein logischen Charakter zweifelhaft macht ; aber die Thatsache, 
dass der Mensch erst geboren und erzogen werden, Empfindungen 
haben und vergleichen lernen muss, ehe er zu der Erkenntniss gelangen 
kann, dass er gewisse Begriffe unabhängig von aUer SpezialerEahrung 
bilden kann, ändert nichts an der anderen Thatsache, dass dieses 
Letztere stattfindet; und weiter, dass gar keine anderen Begriffe sich 
der mathematischen Behandlung ausnahonelos zu filgen fähig sind, als 
solche, welche auf rein logischem Wege — hier „Denkbegriffe'' ge- 
nannt — eneugt werden können« 



§3. 

Bewegung, GeschwindlgkefL 

„Es existirt eine Welt, eine Vielheit in Veränderung*' war der 
A. I. gewonnene Satz, dessen abstrakt logischer Gehalt sich zur Auf- 
gabe der Mechanik gestaltete. Diese Vielheit wurde D. L 1 näher 
präzisirt als eine Vielheit von mechanischen Körpern (M.V). Es 
bleibt übrig den zweiten im obigem Satze gewonnenen Begriff, die 
Veränderung, analytisch zu formuliren. 

Die subjektive Veränderung wurde in A. Denkthätigkeit oder 
Denkbewegung genannt; die objektiv au{g;efiuste Veränderung, die 
Beziehungen jener Denkgebilde, welche wir ausserhalb unser setzen 
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müssen y tun sie betrachten, kombiniren zu können, welche wir 
demgemäss in einer objektiven Zeit- und Raum - Existenz vorhandea 
voraussetzen, diesen mechanischen Begriff nennen wir in der gewohn- 
lichen Sprache „Bewegung". Die Mechanik, die allgemeinste Zusam- 
menfassung der Denkgebilde, muss die ganze Welt als ein funktional 
verbundenes Ganze auffassen, in welchem eine jede Einzelheit sowohl 
dem Raum wie der Zeit nach bestinmit, ein integrirender Faktor 
in dem ganzen Weltpi-odukte ist. Man abstrahirt allerdings h&ofig 
von dem einen dieser B^riffe, spricht von dem Ablaufen einer von 
Vorgängen nicht erfüllten Zeit, oder aber von konstanten Dingen, die 
ganz unabhängig von einer verlaufenden Zeit existiren; dergleichen 
Abstraktionen sind aber rein künstliche , zum Zwecke einer einfacheren 
Uebersicht, zur bequemeren Behandlung eines Problems fingirt Die 
wirkliche Existenz solcher Abstraktionen muss in dem mechanischen 
Problem negirt werden, weil dann nur eine Theilbetrachtung der 
Arithmetik oder Geometrie stattfindet Dass noch ausdrücklicher in 
der Natur die Existenz solcher Abstraktionen negirt werden muss, dass 
man nicht von einer objektiven, isolirt zu ihrem eigenen Zwecke oder 
Vergnügen verlaufenden Zeit, und ebensowenig von einem objektiveD 
Ding an sich oder Raum an sich, sondern nur von Vorgängen in der 
Natur zu sprechen berechtigt ist, wurde bewiesen A. IX. 

Der mechanische Bewegungsbegriff drückt demnach die Verändemng 
aus, welche ii'gend ein Köi-per MV oder auch die absolute Position M 
als Massenpunkt während einer gewissen Zeit im Räume erlitten hat; 
sie ist also zu messen 

1) nach der Grösse der räumlichen Veränderung, nach der Entfer- 
nung zweier Raumpositionen; heisse dies Transport; 

2) nach der Grösse der Zeit, welche während dieser Veränderung 
verfloss; dem Zeitaufwand. 

Aus diesen „Transport und Zeitaufwand" als Unterbegriffen bilden 
wir den Oberbegiiff Cl^eschwindigkeit) als Ausdruck der nLom- 
lich-zeitlichen Veränderung. Das arithmetische Symbol dieses BegrifEs 
wird demnach sein 

velocitas = f (spatium , tempus) oder v ^= f (s^ t). 

Die Funktion f wird bestimmt duixh dieselbe Argum^tation wie 
in § 1 der mechanische Körper; wobei nur zu beobachten, dass dem 
Sprachgebrauche gemäss die Geschwindigkeit grösser genannt wird, 
wenn derselbe Raum in kürzerer Zeit durchlaufen wird. Deshalb ist 
die Funktion als einfaches Quotientenverhältniss zu setzen 
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Belativitlt des Bewegangsbegriffes. 

Weno wir bedenken, dass der BegiifF der Verändeiiing in Raum 
und Zeit nur durch Vergleichung verschiedener Positionen nach ilirem 
Raum- und Zeit- Unterschiede entstand, dass gar keine Voraus- 
setzung über einen festen Ausgangspunkt des Raum- und Zeitroaasses 
stattfand oder nothwendig war, dass der Raumuntei*schied dei'selbe 
bleibt, ob er gemessen wird durch Bewegung von a nach b oder 
b nach a, oder auch durch Addition dieser nach einem beliebigen 
Verhältniss zwisclien den beweglichen Punkten a und b vei-theilten 
Distanz odei: .Ge^ebwindigkeit ab, so erhellt, dass der Bewegungsbegriff 
ein ganz relatiter ist; dass es uns bei seinem Gebrauche absolut 
anheimgestellt bUibt , bei irgend einem mechanischen Problem beliebig 
einen Punkt oder Körper als loihend zu betrachten und alle Bewegung 
den Übrigen zuzuschreiben. 

Dass diese Relativität bei dem logischen BegiifF der Bewegunfr, 
und den fingirten Körpern der abstrakten Mechanik vorhanden sein 
muss, das konnte erst in der Neuzeit bezweifelt werden von denjenigen, 
welche die Logik für eine empirische Wissenschaft hielten. Anderer 
Art ist jedoch der Zweifel , welcher sich geltend machte , ob dieser 
logische Begriff auf Vorgänge der Natur anwendbar sei. Die Para- 
(loxien , welche diese Skepsis konstruirte, sind aber sftmmtlich geeignet 
diese Anwendung zu beweisen, und damit zugleich einen neuen Beleg 
fQr die subjektive Genesis der Begrihe „Raum, Zeit** zu liefern« 

Die Analyse einer Paradoxie der Neuzeit, welche die Fehler- 
haftigkeit eines relativen Bewegungsbegiiffes darlegen sollte, und deren 
Argumentation zahlreiche Anhänger gefunden hat, soll dies zeigen^'). 

„Nehmen wir an, dass unter den Sternen sich einer befinde, 
der aus flüssiger Masse besteht, und der wie etwa unsere Erdkugel 
in rotirender Bewegung begriffen ist um eine durch seinen Mittel- 
punkt gehende Axe. In Folge einer solchen Bewegung, in Folge 
der durch sie entstehenden Zentrifugalki-äfte wii*d alsdann jeuer 
Stern die Foim eines abgeplatteten Ellipsoids besitzen« Welche 
Form, fi-agen wir nun, wiixl der Stern annehmen, falls plötzlich alle 
übrigen Himmelskörper veiiiichtet würden? Jene Zentrifugalkräfte 
hängen nur ab von dem Zustande des Sternes selber; sie sind völlig 
unabhängig von den übrigen Himmelsköipern. Folglich werden, so 
lautet unsere Antwort, jene Zentrifugalkräfte und die durch sie be- 
dingte ellipsoidische Gestalt ungeändert foitbestehen. Wir könneu 
aber, falls die Bewegung als etwas nur Relatives, nur als eine rela- 
tive Ortsverän<|^ng zweier Punkte gegeneinander definirt wird, zu 
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einer ganz entgegengesetzten Antwort gelangen. Denken wir uns 
nämlich sämmtliche ttbrigen Weltköiper vernichtet, so sind jetzt im 
Universum nur noch diejenigen materiellen Punkte vorhanden, aus 
denen der Stern selbst besteht. Diese aber besitzen keine i-elative 
Ortsveränderung, befinden sich also (auf Grund der ftU' den Augen- 
blick acceptiiten Definition) in Ruhe. Folglich wird der Stem — 
so lautet unsere gegenwältige Antwort — von dem Augenblicke an. 
wo die übrigen Weltköiper vernichtet sind, sich im Zustande der 
Ruhe befinden, mithin die diesem Zustande entsprechende Kugel* 
gestalt annehmen. Ein so unleidlicher Widerspruch kann nur da- 
durch vermieden werden , dass man jene Definition , die Bew^:unL' 
sei etwas Relatives, fallen lässt; also nur dadurch, dass man die 
Bewegung eines materiellen Punktes als etwas Absolutes auffasst* 
Ein Widerspruch existirt gar nicht bei Zugrundelegen des Be- 
wegungsbegriffes als eines relativen, sobald man keines der logischen 
Elemente vei*gisst, welche nothwendig waren, um jene Kombination 
des rotirenden flüssigen Ellipsoids zu bilden. Dieses mechanische Ge- 
bilde ist ein Produkt der logischen Setzung, einerlei ob wir zu dieser 
Setzung durch Empfindungen oder dui'ch welche besondere Art von 
Empfindungen (Wahiiiehmung der Sterne etc.) bewogen worden siml: 
denn jenes Gebilde kann ebensogut rein apriori durch Kombination 
der Denkbegriffe entstehen. Jenes i-otirende Ellipsoid existirt also pixr 
nicht i s 1 i r t , kann auch nicht isolirt gedacht werden , weil immer 
ein Subjekt da sein muss (wir), die es denken oder voretellen; ob 
ausserdem noch andere Himmelskörper existiren oder nicht, ist ganz 
gleichgültig. Das denkende Subjekt, das logische Bewusstsein, bringt 
aber mit sich zu der Anschauung jenes rotirenden Ellipsoids, alle die 
Untei-schiede der logischen Setzungsmöglichkeit des Ausgedehnten, d. Ii. 
ein Koordinatensystem, und von diesem festen Koordinatensystem 
aus wird das Ellipsoid betrachtet und beurtheilt. Will man mit den 
Sternen aber auch dieses logische Urtheil und die Bedingungen eines 
logischen Uilheils über Ausdehnungsbegriffe überhaupt aus der Welt 
schaffen, so hat es ja keinen Sinn mehr von Ellipsoid oder irgend 
etwas Anderem noch zu sprechen; denn mit diesem Urtheil verschwindet 
auch der Begi'iff einer Gestalt überhaupt. 

W^er nicht die subjektive Genesis des Raumes anerkennt, könnte 
glauben jenes Ellipsoid dürfe foilbestehen, auch wenn alle denkenden 
Wesen veiiiichtet seien. Bis zu diesem Punkte der Darstellung ist 
auch hier die absolute Existenz einer äusseren Welt mit AusscUnss 
alles subjektiven Denkens weder zugegeben noch zurückgewiesen wer* 
den ; ihre Erörterung wird später ei-st folgen , weil es f&r die hier 
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vorliegende Frage ganz in'elevant ist Aber es muss auf das Eni* 
schiedenste als Denkfehler gezeichnet werden, dass, wie in obiger 
Paradoxie , etwas Ober jene äussere Welt, weder ihre Form noch ihren 
Inhalt, ausgesagt werden kann, wenn das subjektive Denken nicht 
mehr zugleich mit jenen Formen existiren soll. Es ist doch zu einfach, 
dass es nicht mehr angeht, über jenes absolut einsame X, welches, 
sobald ein subjektives Denken mit da ist, ein rotirendes Ellipsoid wird, 
über dieses hypothetische X etwas auszusagen, zu behaupten, dasselbe 
zu beurtheilen, wenn gleich vorher die Bedingung gestellt worden ist: 
es solle kein Sagen, Behaupten, Beurtheilen mehr existiren, sondeiii 
nur noch Punkte in i-elativer Ruhe. Nach solchen Bedingungstellungen 
überhaupt noch etwas fi*agen wollen, ist ebenso wie die Frage: was 
ist der Schall, wenn Nichts in der Welt Schall macht? 

Interessant ist noch die Bestimmung jener Absolutheit von Be- 
wegung, wozu der Erfinder obiger Paradoxie durch die mathematische 
Methode gelangt 

Er findet nämlich, dass alle Widersprüche aufhören, sobald folgende 
Hypothesen zugegeben werden. 

1) Es muss irgendwo im Weltall ein absolut unbeweglicher Körper 
Alpha existiren, von dem aus die Bewegung messbar ist 

2) Der Körper Alpha ist ein System von mindestens drei starr ver- 
bundenen Punkten. 

3) Der Körper Alpha kann ersetzt werden durch die Hauptträgheits- 
axen eines nicht stairen materiellen Körpers — oder auch dui*ch 
die Hauptträgheitsaxen des Weltalls. 

Die Hypothese 1) 2) wäre ziemlich identisch mit der indischen 
Schildkröte worauf das Weltall iiiht Dieser K&rper entstand, weil 
die geradlinige Bewegung erklärt werden sollte, weil der Be- 
griff „Geradheit" nicht definirt war; statt dieses Begriffes wurde die 
sinnlich leichter fassliche Anschauung des stan-en Körpei's snbstituirt. 
Logisch ist hiermit allerdings nichts geleistet, denn das Attribut 
starrer Köi-per, oder, starre Verbindung von Punkten, ist nur ein 
anderes W*ort für gerade; die sinnliche Vorstellung beruhigt sich 
aber leichter bei dem starren Körper und fragt nicht weiter, aus 
welchen Begriffen er gebildet sei. 

Satz 3) dagegen ist bedeutsam, insofern er zeigt, wie auch der 

Mathematiker zur Einsicht kommt, dass ein rein ideeller Begriff für 

(las mechanische Problem dasselbe leistet, wie ein sinnliches Ding; 

oder vielmehr: dass jenes sinnliche Ding nur insofern etwas zur Lösung 

dos Problems zu leisten vermag, als in seiner Maske ein rein ideeller 
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Begiifif „das System der Trägheitsaxen" gedacht wird; man kann des- 
halb auch die Krücke der Anschauung , jenes sinnliche Ding Alpha 
;.'anz wegweifen, sobald man erkannt hat, dass logische Begriffe seih- 
ständig zu schreiten vermögen. 

Es ist ausserdem unrichtig, dass die Trägheitsaxen eines Körpers 
oder des Weltalls irgendwie von Bedeutung für diesen Begriff sind. 
C. N. kam zu dieser Auffassung dadurch, weil er die Trägheit fQr 
eine unerklärbare Eigenschaft der Dinge hielt, welche demgemä^s in 
allen weiteren Definitionen als bestimmendes Element mitzuwirken oder 
zu figuriren habe. Deshalb schlägt er auch äussei'st komplizirte 
Rechnungen vor, um jene Axen zu bestimmen. Dieselben sind ebenso 
unausführbar wie überflüssig für den beabsichtigten Zweck. 

Scheiden wir demnach die einzige richtige und wesentliche Be- 
stimmung aus den Hypothesen 1) 2) 3) aus und sagen: „die Bewegung 
ist als etwas Absolutes aufzufassen in Bezug auf das logische Koor- 
dinatensystem der Ausdehnung, dessen Ausgangspunkt und Lage der 
drei Bestimmungselemente beliebig gewählt werden darf, eben weil 
nur ein logisches Koordinatensystem überhaupt in Frage kommt** — 
so stimmt dies sowohl mit der von uns gegebenen Lösung der gestellten 
Taradoxie, als es auch eine gegen die Absicht eines Mathematikei-s 
gewonnene Bestätigung des Satzes ist, dass Bewegung sowohl wie 
räumliche Gestalt nur eine Existenz haben, sofern ein Denken, ein 
Bewusstsein mitexistirt, welches diese Begriffe subjektiv pi*oduzirt und 
nach ihren Untei-schieden zu einem geregelten Ganzen gruppirt 

Der Eleat Zeno erklärte die Bewegung für einen widerspruchs- 
vollen Begriff überhaupt Die Paradoxien, welche er konstiiiirte« um 
dies zu beweisen, giftgen aber von einer falschen Auffassung der Be- 
wegung aus. Der fliegende Pfeil, welcher ti-otzdem in jedem Augen- 
blicke ruhen sollte, beruhte auf der inigen Zerlegung des stetigen 
Raumes und der Zeit in eine unendliche Zahl diskreter Theile, deren 
Name „Punkte, Augenblicke^ die sinnliche Vorstellung irre führt, und 
sie nicht zum Bewusstsein kommen lässt, dass es sich hierbei nicht 
um Vorstellungen sondern um reine Denkbegriffe handelt Zeoo 
beging also denselben Fehler wie die Erklärer des Infinitesimalkalkuls, 
welche sich lediglich auf den Begriff der Grösse stützen wollen. 

Eine wesentlich andere Fehlerquelle liegt der Paradoxie des Schnell- 
läufers zu Grunde, welcher die Schildkröte niemals erreichen soll. £s 
wird hierbei unbewusst eine begrenzte Zeit vorgeschrieben, auf welche 
sich die Betrachtung beschränken soll. Das Resultat ist ganz richtig, 
dass der Schnellläufer während dieser Zeit die Schfldkröte nich; 
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erreichen kann. Seien die Geschwindigkeiten 10 und 1 Fuss pro 
Sekunde, so ist das Maass der betrachteten Zeit, wenn die Schildkröte 

10 Fuss Vorsprung hat, gleich (1 -h A "I- rhu + rüou ) Sekunde, 

eine ganz bestimmte endliche Zeit, obgleich ihr arithmetischer Aus- 
dnick hier die Form einer unbegrenzten Reihe hat. Diese Reihe lässt 
sich Summiren, und ihre Summe gibt genau den Zeitpunkt an, in 
welchem die Schildkröte eingeholt wird. Der Fehler liegt also nicht 
am Begriff der Bewegung, sondei-n an der falschen Beuilheilung eines 
bestimmten Inhaltes in Foim einer Summe von unbegrenzt vielen 
Theilen. 



§4. 

Der FunktionalbegriflT in der Mechanik. 

Unsere logische Welt wurde bestimmt als eine Vielheit von Kör- 
pern MV in zeitlich räumlicher Veränderung. Wenn ein solches 
Ganzes Oberhaupt zugänglich sein soll einer logischen Betrachtung, die 
sich der Wahrnehmungen erinnert, das Gleiche vom Ungleichen unter- 
scheidet, so muss dasselbe gleichwie ein jedes kombinatorische Gebilde, 
ein solches Ganzes sein, in dem alle Elemente oder Einzelfaktoren 
funktional bestimmbar, zu diesem Ganzen verbunden sind; Willkür- 
lichkeiten müssen demnach in einer verständlichen Welt ausgeschlossen 
sein. Die konstituirenden Begriffe dieser Welt, die Einzelfaktoren 
dieses logischen Produktes sind: 

Masse (Zahl), Ausdehnung, Ort, Zeit. 

Es handelt sich also darum die Funktion, oder die Funktionen, 
wenn mehrere möglich sind, zu bestimmen, nach welchen jene Einzel- 
faktoren verbunden sein müssen, damit das Ganze als ein bestimm- 
tes Ganzes (der Weltbegriff) identisch bleibt. 

Konstanz der Materie. 

Die erste Frage ist, ob die Masse der Körper, also die Vielheit, 
bestimmt als 2*31, sich verändern kann. 

Die Masse isoliri betrachtet können wir veränderlich denken, 
ebensogut wie wir vei-schiedene Zahlen denken können. Diese Ver<> 
Änderung der Masse können wir gleichfalls als einem bestimmten Ge- 
setze folgend denken, also gleichmässig abnehmend oder zunehmend 
in koiTOspondirenden Zeiträumen. In dem Ganzen der Welt müsste 
dann aber ein anderer Faktor existiren, welcher als zureichender 
(irund diese Veränderung der Masse in der Zeit bewirkt. Wir haben 
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aber keine anderen Faktoren als Masse und Zeit — die Raomver- 
hältnisse werden einstweilen als konstant gedacht — . Der zoreicheDde 
Giiind müsste also in der Zeit gesucht werden, d. h. die Zeit würde 
bei dieser Hypothese als wirkend, und auch verschiedentlich wirkend 
gedacht; dies widerspricht aber dem ZeitbegiifF als reiner Denkform. 
in Folge dessen sie absolut gleichartig ist, und weiter nichts besagt 
als das gleichgQltige Nacheinanderstellen vieler Setzungen des Denkens. 

Nehmen wir jetzt die Zeit als konstant an , und setzen die Hypo- 
these vei'schiedener Massen, die grösser oder kleiner werden dadurch, 
dass sie von einem Orte des Raumes an einen anderen versetzt gedacht 
würden. Wir kommen hierbei zu demselben Widei-spiiich gegen die 
Definition des Raumes als einfacher Denkform. Ein Raum, welcher 
wirkt, wäre eben kein reiner Raum mehr, sondern ein mit Masse 
erfüllter Raum. Machen wir irgend eine Beobachtung, nach welcher 
scheinbar eine Masse sich verändert, jenachdem sie an dieser oder 
jener Stelle des Raumes hinversetzt wird, so müssen wir zur Wahnuu! 
des logischen Konnexes jenen Raum wiederum in ein Wirkendes (Masse* 
und Raum zerlegen. 

Zu demselben Resultate gelangen wir auch wenn wir beobachteo, 
dass weder im Raum- noch ZeitbegrifFe ein fester Ausgangspunkt 
statuiit wird, auf welchen alle Veränderungen bezogen werden roflssten. 
Weil ein solcher Zeit- oder Raumanfang nicht existirt, deshalb kann 
auch keinem Theile der Zeit oder Orte des Raumes ein spezifisches 
Vermögen zugesprochen w^erden. 

Das Resultat ist demnach: 

In der logischen Welt als Vielheit in Veränderung ist der Faktor 
Masse absolut konstant. Ohne Setzung dieser Konstanz ist keine 
logische Verbindung der Einzelzustande, keine Welt möglich. 

Die Verändeiningen der Vielheit haben wir also zu denken, wenn 
wir die Weltzustände auf Zeitmomente (ausdehnungslose Zeitpositioneo) 
beziehen, als Verändeiung der räumlichen Lage der Massen, als eine 
Folge verschiedener Positionen; dagegen als eine Folge verschiedener 
Bewegungszustände (Geschwindigkeiten) dieser Massen an verschiedeoea 
ausgedehnten Raumbereichen, wenn wir die Weltzustände auf Zeiten 
(in Grenzen eingeschlossene Zeitausdehnungen) beziehen. Die erstere 
Betrachtung kann man Momentanzustände, die zweite Weit* 
zustände überhaupt, besser Vorgänge nennen. 

Jene Momentanzustände sind logische Fiktionen , denen man jede 
Existenz als objektive Wirklichkeit absprechen kann, denn sie siad 
gar nicht wahrnehmbar; wahrnehmbar ist nur das Ausgedehnte sowohl 
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der Zeit wie dem Baume nach. Ebensowenig lässt sich auch das Welt- 
ganze in eine Vielheit von Momentanzuständen zerlegen, denn dies 
wäre Summirang'des Weltgeschehens aus einer Vielheit von Nullen 
des Geschehens. Die Logik bildet aber jene Momentanzustände als 
Durchgangsstufen, oder als Grenzen, um die Betrachtung eines Vor- 
gangs zu fixiren, aus dem Weltganzen abzugrenzen. 

Wir stehen jetzt an der Aufgabe die Funktion zu suchen, nach 
lyelcher sowohl der Momentanzustand eines Einzelköi'pei's, als auch ein 
nach Zeitgi-enzen bestimmter Vorgang eines Komplexes von Körpern 
mit allen übrigen verbunden werden muss, um ein bestimmtes d. h. 
identisches Ganze zu wahren. 

Setzen wir eine ruhende unveränderliche Welt, so bestimmt sich 
<ler Funktionalbegriff wie bei den arithmetischen und geometrischen 
Körpern, ist nicht von der geometrischen Ruhe, der kongi-uenten Be- 
stimmtheit verschieden, und kann deshalb nie den als Ruhe bestimm- 
ton Zustand verlassen. Dasselbe hat für einen Komplex von Körpern 
zu gelten, den wir als so konstruirt hypostasiren , dass er zu einer 
beliebigen Zeit in relativer Ruhe ist. Der inihende oder starre Körper 
xler Mechanik kann deshalb nie selbst den zureichenden Grund üefeiii, 
dass sein Bewegungszustand verändert wird; denn da die Bewegung 
<'in relativer Begriff ist, so gilt für jeden konstanten Bewegungszustand 
<Ias8elbe, wie für die Unveränderlichkeit (Ruhe) des Körpers sich selbst 
gegenüber. 

Das beste Woil um den Funktionalbegriff zwischen Körperzuständen 
oder Vorgängen auszudrücken, ist Wechselwirkung; denn es besagt, 
dass die Verändeiiing eines Theilkomplexes ebenso abhängig ist von 
allen übrigen, wie diese Letzteren von dem Ersteren, eben weil sie 
alle sich zu einem funktional durch seine Einzelfiaktoren bestimmten 
Ganzen zusammenschliessen mUssen. 

Die zu suchende Funktion ist nun zu bestimmen aus der Be- 
dingung, dass bei Zerlegung des Ganzen in zwei Theile, welche ein 
jeder für sich vorderhand als konstant beti*achtet werden, der eine 
Theil den zureichenden Grund für alle Veränderungen des anderen 
enthalten muss; denn nur durch diese Bedingung kann die Identität 
des Ganzen gewahrt werden. Die einfachste Methode um einer solchen 
Fiktion der Konstanz beider Theile zu genügen, besteht darin, dass 
man dieselben auf zwei Massenpunkte reduzirt, und deren Verände- 
i'ungen dem logischen Koordinatensystem mit festem Ausgangspunkte 
gegenüber betrachtet Den zureichenden Grund der Verändeiiing sub- 
jektivirt man durch das Wort „Kraff", welche man als subjektives 
Vermögen dem Massenpunkt beilegt im Verhältniss zu seiner Bestim- 
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munpsgrösse in dem Produkt „Weltganzes". Diese Kraft ist also ein 
und dasselbe mit dem Beriehungsbegriff (FunktionalbegriS), vermittelet 
welches die Einzelnen zum Ganzen der mechanischen Betrachtanir ver- 
bunden werden. Die Bestimmung dieses BegiiflFs je nach den ver- 
Fchiedenen Verhältnissen von Oit, Zeit und Masse der aufeinander m 
beziehenden Körperkomplexe , also die Art ihrer Wechselwirknnp, wird 
uns ein Kraftgesetz oder Krllftegesetze ergeben, welche nichts anderes 
sind als die logischen Gesetze des Denkens innerhalb der logisch kon- 
struiilen Körperwelt. 

Analytisches Symbol des Kraftgesetzes. 

Zur Bestimmung des analytischen Ausdrucks für die Wechsel- 
wirkung oder das Kraftgeselz, haben wir zuerst zu bemerken, d&^s 
dieser Ausdruck unabhängig sein muss von dem Orte im Baume oder 
der Stelle in der Zeit, eben weil in diesen Begriffen kein absoluter 
Ausgangspunkt statuirt wird. Sodann haben wir die subjektiv wirkende 
gedachte Kraft proportional der objektiv gedachten Masse zu setzen. 
eben weil es nur subjektiv oder objektiv formulirte Worter für ein 
und denselben Begriff sind , weil wir die Masse nach ihrer Wirkung^- 
fähigkeit als Kraft beurtheilen, und umgekehrt die beobachtete Wirkung 
einer wirkenden Masse zuschreiben. Die Wirkungen verschiedener 
Massen aufeinander haben wir aus demselben Grunde proportional zu 
setzen dem Pi*odukte aus den Zahlen, welche wir diesen Massen bei- 
legen, weil wir dieselben zählen nach Masseneinheiten, und eine jeiie 
Einheit allen übrigen gegenüber eine Masseneinheit ist, oder wie wir 
sagen: weil eine jede Einheit auf alle übrigen wirkt. Es bleibt nur 
noch zu bestimmen, ob oder inwiefern die Wirkungsfähigkeit der kon- 
stant bleibenden Massen sich ändert, wenn sie in vei-schiedenen Ent- 
fernungen von einander sich befinden. Das einzige Mittel zur Ent- 
scheidung dieser Frage ist wie überall in der Logik, der Identitätsatz. 
Diesem zufolge ist, was einmal als eine bestimmte Masse bezeichnet 
worden, immer und überall dasselbe seiner Wirkungsfähigkeit nach. 
Dazu ist zu beobachten , dass ebenso wie Raum und Zeit keinen ab$o> 
luten Anfangspunkt, so auch kein absolutes Maass haben, nach welchem 
wir sie bestimmen müssten, sondem dass wir nur Verhältnissbestim- 
mungen ihrer Untei-schiede machen, eben weil wir sie subjektiv setzen. 
Dasselbe gilt für den Kraftbegiiff. Es wird uns kein absolutes Maa5> 
der Kraft oder Masseneinheit von einer äusseren Welt aufgedrungen, 
nach welchem wir zu beurtheilen hätten, sondem wir vergleichen nur 
die Verhältnisse der Wirkung in unserer eigenen Welt, und wählen 
eine Einheit dieser Verhältnisse je nach Gutdünken. 
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Aus dieser Konstanz der gebrauchten Begriffe „Masse, Zeit Raum", 
der Nichtexistenz eines für sie geltenden Anfangs, und der Relativität 
ihres Maasses (ihrer Beui-theilung durch uns) ergibt sich nun — dass, 
wenn dieselben Massenpunkte in geometrisch homolog gebauten Systemen 
auftreten, alle Veränderungen der Zeit wie dem Räume nach homolog 
sein müssen; denn sind diese verschiedenen Systeme auch vei*schieden 
nach einem absoluten Maasse gemessen, so sind sie doch gleich ihren 
innei*en Verhältnissen nach, müssen für qualitativ gleiche 
Systeme erklärt werden, in welchen alle Bewegungs- und Kraft- 
gesetze identisch sind. Es gibt aber nur einen einzigen analytischen 
Aasdiiick, welcher dieser Bedingung genQgt, oder vielmehr welcher 
diese Bedingung ausspricht, und sagt, dass die Kraftwirkung der 
Massen gerechnet werden muss nach dem umgekehrten Quadrate 
ihrer Entfernungen. Es ergibt sich hiemach der analytische Aus- 
druck der Kraftwirkung eines Massenpunktes m^ auf einen anderen 
fHf als 

keine andere arithmetische Funktion der Massen oder der Entfernung 
ist möglich für den hier definiilen Beziehungsbegiiff Kraft. 

Obiger Ausdiiick sagt nichts Anderes als das nt^ , m, in der allge- 
meinen Kombinatorik, unmittelbare Verbindung zweier Denkpositionen; 
als arithmetische Elemente die unmittelbare Folge einer Permutation^ 
in der Geometrie Verbindung durch eine gerade Linie, in der Mechanik 
AVirkung in gerader Linie und verhältnissmässig zum betrachteten 
Räume, d. h. im Verhältniss der nach der Entfernung (qualitativ 
gleichen) ähnlichen Fläche, welche verbunden dem wirkenden Massen* 
punkte die Verhältnissbestimmung des betrachteten Raumvolums ist. 

Newton gelangte induktiv zu obiger Foi-mel, als eines allgemein- 
gültigen Ausdrucks, um die Bewegungen des Sonnensystems schematiscli 
zusammenzufassen; er nannte es Gesetz der Gravitation. Mög- 
lichei*weise folgt aber die Erscheinung, welche wir Gravitation nennen,, 
nicht genau dieser Foimel, weil sie vielleicht nicht die unmittelbare 
^Virkung von Zentralkräften ist. s. E. II. 5. 

Wollten wir Betrachtungen machen über Massenkörper, deren 
Masse stetig über ihre Ausdehnung verbreitet ist, so würde obige 
Formel nicht mehr gültig sein; da aber aus später darzulegenden 
Gründen eine solche Konstruktion von Köipeiii kein Interesse hat, wird 
nicht weiter darauf eingegangen, s. E. IL 1 . 
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Obige Formel wird das logische Kraftgesetz genannt werden und 
im Folgenden dargelegt, dass alles, was man sonst noch Kraft genannt 
hat, wesentlich davon verschieden ist; dass eine Yerallgememening 
des EraftbegrifFs in den mathematischen Wissenschaften aber unzulässig 
ist, weil es sich hierbei um einen Denkbegiiff und nicht um den 
EmpfindungsbegrifF des folgenden Paragraphen handelt 

Der empirisclie Eraftbegrlff. 

Unter den Wahiiiehmungen , welche wir als Veränderung der 
Aussen weit erklären, giebt es solche (die Bewegungen unseres Körpers), 
welche gleichzeitig oder unmittelbar nach einem Willensgefilhle folgen: 
wir benennen dieselben „erfolgt durch unseren Willensimpuls". Ob 
diese Meinung nun auf Wahrheit oder Täuschung beiniht, ist gleich- 
gültig, — genug ist zur empirischen Bildung eines hier nothwendigen 
Begriffs, dass wir psychologisch uns veranlasst fühlen zu behaupten« 
dass wir als wirkende Individualitäten jene Bewegungen schöpferisch 
verursachen, uns Kräfte beilegen, welche jene Bewegungen bewirken: 
es ist die Kategorie der Kausalität, welche auf die Gefühlsphäre ange- 
wendet einen empirischen Begiiff gestaltet. Diese psychische Genesis 
des empirischen Kraftbegriffs veranlasst eine jede Bewegung als Wirkung 
einer Ursache (Kraft) zuzuschreiben, wodurch dann eine sogenannte 
Verallgemeinerung des Begriffes „Kraft'' entsteht, dessen Spezialfälle 
gleicherweise rein empirische Begiiffe sind, obgleich die daraus abge- 
leiteten Schlüsse zuweilen mit den logischen korrespondiren. Daraus 
entsteht aber ein vager Gebrauch des Wortes „Krfitft" und eine Un- 
klarheit über seine vei-schiedentliche Bedeutung, welche sich in den 
philosophischen Versuchen selbst deijenigen rächt , die am allermeisten 
auf den Gebrauch dieses Wortes angewiesen sind. Ueberall findet 
man, dass das wissenschaftliche Denken sich nicht von der Auffassung; 
des Sprachgebrauchs losringen kann, welcher getreu der Sphäre wo 
er entstand, beliebige Veränderungen als Ursache und Wirkung ver- 
bindet, nicht zu der Einsicht durchdringt, dass im Gebiete der Denk- 
begiiffe die Kraft ein eindeutiger und jede Verallgemeineiiing aus- 
schliessender abstrakter Beziehungsbegiiff ist. Einige Beispiele mögen 
dies erhärten. 

„Was nun jenes Band betrifft, welches die Molekel aneinander 
fesselt, so kann dasselbe entweder in abstrakten Ki-äften bestehen, 
die in die Feme wirken, oder es ist Folge der Einwirkung eines 
Mittels. Die ei*ste Erklärung ist mir durchaus unverständlich, denn 
auch die Kleinheit der Zwischenräume hebt nicht den Widerspruch« 
den sie enthält; es bleibt also nur die zweite übrig/ 

Secchi, Einheit der Naturkräfte. 
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Hier zeigt sich eine Opposition gegen den Begriff nin die Ferne 
wirkende Kraft**, weil das naive Bewusstsein die anschauliche 
Vorstellung von dem räumlichen Zusammenhang des wirkenden Körpers 
und des in Bewegung ges.et2ten fordert, weil ihm auf diese Weise 
zuerst eine Anwendung des KraftbegriflFs deutlich wurde; anschau- 
lich und gi-eifbar vorstellen kann man sich allerdings nicht, wie 
Etwas doi-t wirkt wo es nicht ist; aber bei mechanischen Prt)- 
blemen handelt es sich nicht um Vorstellungen, sondern um logisches 
Zusammenfassen (Begreifen). In einem funktional bestimmten Ganzen 
ist aber Alles zusammen, gerade wie auch in einem geometrischen 
Gebilde alles zusammen da ist, Begi*enzung, Abscissen, Ordinaten, 
Eadien etc. und wie alle andei*en möglichen Bestimmungselemente 
heissen mögen ; in dem f (x, y) ist all dies vorhanden , sei es hinge- 
zeichnet oder nicht; das Ganze wäre ein anderes, wenn einer seiner 
möglichen Bestimmungen fehlte. Es handelt sich nicht darum, ob eine 
psychologische Wirkung, eine Voi*stellung zu Stande kommt, "sondern 
um das Band „Funktionalbegriif^; dieses ist es, welches die 
Molekel aneinander fesselt, und dasselbe kennt keine Entfernungen^®). 

„Unter dem Worte Kraft vei-stehe ich einen Druck, welcher 
eine Wirkung auf die Bewegung fi*eier Körper hervorbringt." 

Airy, six lectures on astronomy at Ipswich. 
In mehr philosopliischer Fassung ei*scheint dieser Gedanke bei 
Eiemann. 

„Das Bewegungsgesetz der Trägheit kann nicht aus dem Prinzip 

des zureichenden Grundes erklärt werden. Dass der Körper seine 

Bewegung foilsetzt, muss eine Ursache haben, welche nur in dem 

inneren Zustand der Materie gesucht werden kann." G. W. S. 496. 

Die Definition der Kraft als Ursache der Bewegung überhaupt ist 

unrichtig, weil der Begriff eines isolirten bewegten Körpers gesetzt 

werden kann, „Ursache*' aber erst einen Sinn bekommt, wenn ein 

Vieles existirt. Ein isolirter 'Köi-per als ruhend bestimmt, fordert 

ebensowenig eine Ui-sache dieser Ruhe, wie der isollrte bewegte Köi*per 

eine Ursache der Bewegung. Das naive Bewusstsein geht allerdings 

bei solchen Fragen seinen historischen Entwickelungsgang durch, repetiit 

sich die Beobachtung, dass ein ruhender Körper durch eine empirische 

Kraft in Bewegung gesetzt wird, und betrachtet deshalb die Ruhe als 

den primären Zustand des Körpers, welche ei'st durch Hinzukommen 

einer Ui*sache in Bewegung umgeändert werden könne. In der Logik 

gibt es aber keine primären und sekundäi*en Zustände; ihre Bewegung 

ist ein relativer Begriff, welchen man beliebig auf ruhende Körper 
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übertragen kann, sobald man nur den dem subjektiven Ermessen gänz- 
lich anheimgegebenen Standpunkt wechselt. Die genaueste astrono- 
mische Bei'echnung vermag nicht unsere anschauliche Vorstellung toq 
der Bewegung der Sonne zu ändem; will man aber Astronom sein, so 
muss man diese Yoi-st eilung als unwissenschaftlich bei Seite legen, und 
statt ihi-er den Begriff der relativen Bewegung adoptiren; denn nur 
mit diesem kann mathematisch operirt werden. 

Ebenso muss auch der Begriff des i-uhenden Körpers, der Begriff 
Trägheit, sich von der Anschauung emanzipiren, wenn man Logiker 
sein will. Die Trägheit verlangt keinen zureichenden Grund, sondern 
es wäi*e einfach ein Fehler gegen den Identitätsatz, wenn das, wa5 
jetzt als Masse in Bewegung begrifflich bestimmt worden, zu einer 
anderen Zeit etwas Anderes, Masse in Ruhe, sein sollte; denn das mr 
ist nicht ein selbthätiges Gespenst, welches Unordnung in der Natur 
je nach seinen persönlichen Launen, dem Zustand der Materie, an- 
richten könnte, sondern es ist reines Produkt unserer Begriffbestimmun^ 
Sobald ein Körper dieser logischen Bestimmung mv nicht genügt, 
z. B. wie eine flüchtige Flüssigkeit vei'schwindet, so sagen wir: jenem 
Köiper kommt nicht die einfache Bestimmung m zu, sondeiii er muss 
aus einer Vielheit von Elementen in Wechselwirkung bestehen; und 
nun verändern wir so lange unsere Beschreibung jenes Köi-pers, bis 
wir einfache konstante Elemente übrig behalten; oder wenn wir keine 
solche anschaulich finden, dann imaginiren wir dergleichen. Ebenso* 
wenn wir einen Köiper im Räume seine Geschwindigkeit ändern sehen, 
sagen wir nicht, , jener Stera muss eine andei-sartige Natur wie die 
gewöhnlichen haben, sondem, er muss einem Hindernisse beg^men. 
Durch die Bildung des Begriffs der Trägheit wird es uns möglich alle 
diese verechiedenen Hindemisse oder Ursachen der veränderten Bt*- 
wegung, wenn es durchaus nicht möglich ist äussere zu entdecken, in 
einen logischen Konnex zu bringen, die innere Konstitution de> 
Körpei-s auf gleichartige Faktoren mit seinen Mitkörpeni zurQckzu- 
führen und das vage Gespenst einer unerklärbaren inneren Natur ru 
eliminiren. 

„Es ist wahrscheinlich , dass eine Menge von Eigenschaften der 
Körper ihre Erklärung finden können mit Zugiiindelegung der An- 
schauung, nach welcher dieselben aus einem System von Kräfte- 
zentren bestehen; aber keine noch so komplizirte Anordnung der 
Kraftzentren kann über die Thatsache Rechenschaft geben, dass em 
Körper eine gewisse Kraft in Anspnich nimmt, damit in ihm eine 
Aenderung des Bewegungszustandes eintrete; und diese Thatsache 
diUcken wir aus, indem wir sagen, dass der Körper eine gewisse 
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messbare Masse hat. Kein Theil dieser &rasse kann der Existenz 
jener angenommenen Kraftzentren zugeschrieben werden." 

Maxwell, Theorie der Wärme. 

Richtig ist in diesem Satze die ZurUckführung der Kraft auf die 
Aenderung des Bewegungszustandes, an Stelle der so häufigen 
Definition von Kraft als ,,Ursache der Bewegung''. Lässt man sich 
nun nicht durch die zwei verschiedenen Wörter „Kraft, Massels welche 
dasselbe besagen, iiTe machen, so gelangt man zu dem entgegen- 
gesetzten Schlüsse. Denn wenn der Körper, d. h. Masse in einem 
f2:ewissen relativ bestimmten Bewegungszustande = Mv^ nichts Anderes 
ist als ein Komplex von Kräftezentren, so kann eine Aenderung in 
diesem Mv nur hervorgebracht werden durch einen diesem homogenen 
Faktor M'v\ durch dessen Einwirkung das erstere Mv eine andere 
Geschwindigkeit erlangt, weil das M zufolge seiner Definition identisch 
bleiben muss. Das Verhältniss der Einwirkung zweier solcher Kom- 
plexe aufeinander ist nun eben, was wir Masse nennen; ihr Begriff 
ist also identisch mit demjenigen der Anzahl der Kraftzenti-en, im 
Falle wir diese letzteren als gleich in ihrer Wirkungsfähigkeit annehmen, 
oder in irgend einem bestimmten Zahlverhältniss zu dieser Anzahl, im 
Falle wir uns veranlasst sehen dieses Vermögen der einheitlichen 
Kraftzentren als von vei-schiedener Grösse anzunehmen. 

Es ist nur eine Reminiszenz an die naive Voi'stellung des Kraltr 
beginffs, welche sich unter „Masse'' einen todten, indifferenten, aber 
doch gi*eif baren und deshalb gar keiner weiteren Erklärung bedürftigen 
Stoff vorstellt, dagegen die Kraft als ein jenem ganz heterogenes 
ätherisches Wesen. Ist das Denken gezwungen mit solchen Vorstellungen 
zu operiren, dann allerdings ist es unbegi-eiflich wie dergleichen ganz 
heterogene Faktoren aufeinander wirken sollen. Die einzige Hülfe 
hiergegen, die aber auch ganz radikal ist, besteht darin, die empiri- 
schen Vorstellungen dem praktischen Leben zu überlassen, aber statt 
dessen logische Begriffe zu bilden, wenn man sich die Aufgabe stellt 
logische Fragen lösen zu wollen. 

Ueberall wo die naive Auffassung der Aussenwelt zwei Erscheinungen 
mit Recht oder Unrecht als Ursache und Wirkung verbindet, gebraucht 
sie den Kraftbegriff. Hieraus entstanden die wesentlich verschiedenen 
Kräfte, als Druck-, Feder-, Centripetal-, Centrifugal-, Momentan-, 
kontinuirliche , beschleunigende etc. Kräfte. Diese Verallgemeinerung 
des Kraftbegriffs ist der Logik nicht gestattet; überall wo sie zum 
Gebrauche der exakten Wissenschaften vei-sucht wird, stiftet sie Ver- 
virirrung. Es entstand daraus die Meinung, dass auch für den rein 
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logischen Begriff der Wechselwirkung von Massenpunkten, verschiedene 
Arten solcher Wechselwirkung, Kraftgesetze nach verschiedenen Funk- 
tionen der Entfeiiiung, oder die von der Koexistenz einer gewissen 
Anzahl von Massenpunkten oder gar von der Zeit und Geschwindigkeit 
abhängig, Kräfte ohne Potential etc. möglich d. h. logisch zuUssig 
seien; salonfähiger wurden noch solche Meinungen, wenn sie in einer 
eleganten mathematischen Formel dargestellt werden konnten. Bei 
allen diesen empirischen Beobachtungen wird immer nur ein Theil des 
Geschehens betrachtet, dasjenige was grade am augenfälligsten ist, 
statt dessen der logische Gebrauch des Kraftbegrififs die funktionale 
Verbindung der Gesammterscheinung fordert. So zum Beispiel 
kann eine Feder so konstruirt werden, dass ihre Zurttckpressung auf eine 
bestimmte Ausdehnung in sehr verschiedenen Verhältnissen zu der 
einem Köi*per ertheilten Bewegung zu stehen scheint; und man glanbt 
dabei ein Beispiel zu haben von einer anderen Kraft (Federkraft), 
welche ganz anderen Gesetzen folgt wie die Massenanziehung. Die 
Täuschung liegt darin, dass man nur die Wirkung an zwei isolirten 
Pimkten betrachtet, anstatt dass die Analyse aller Einzelbewegungen 
ihrer Molekel erforderlich wäre, um das Kräftegesetz zu bestimmen. 

Die Druckkraft, bei welcher keine Bewegung beobachtet wird, 
sobald das pressende System ein gewisses Bewegungsmoment nicht 
Obei*schreitet, ist gleichfalls nur die Betrachtung eines Theiles von dem 
wirklichen Geschehen ; alle Molekularbewegungen werden dabei ignorirL 
Die Gentripetal- und Centiifugalkräfte sind nur bestimmte ZusUbide 
des Gleichgewichts, welche zerstört werden, sobald ihre Bedingungen 
nicht mehr erfüllt sind; dann natürlich wird eine neue Bew^ong an- 
schaubar, und es wird gesagt „es hat eine Kraft in jenem drehenden 
Körper gesessen^. Ganz dasselbe sitzt aber in jedem ruhenden Körpen 
wir finden uns nur nicht veranlasst demselben im gewöhnlichen Leben 
eine diesen mhenden Zustand bewirkende Kraft anzudichten. 

Die meiste logische Verwirrung richtet die den Schein von Exakt* 
heit tragende Unterscheidung von momentanen und kontinuirlichen^ be- 
wegenden und beschleunigenden Kräften an. Eine Momentankraft ist 
ganz unmöglich; was nicht eine gewisse Zeit wirkt, leistet überhaupt 
Nichts; was dag^en wirkliche Kraft ist, wirkt beständig, denn Kraft 
heisst nichts Andei'es als Bestehen (Kontinuität) der LeistnngsßLhigkeit 
Was man in den Formeln mit Momentankraft bezeichnet ist keine Kraft, 
sondern additive Uebertragung des Bewegungszustandes M% von einem 
Komplex auf den anderen; eine solche Uebertragung ist durch den 
Wechsel des subjektiven Standpunktes gerechtfertigt Ausserdem wer- 
den diese Momentankräfte in den Lehrbüchern der Mechanik benutzt, 
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nm den DiflFerentialausdruck fOr den Kraftbegriff der empirischen An- 
schauung plausibel zu machen. Es werden dazu dieselben zwei fehler- 
haften Hypothesen, wie in der Geometrie bei Rektifikation der Kurven 
benutzt, welche hier wie dort ihi-e Fehler gegenseitig kompensiren. 
Von dem Druck als einer verständlichen Vorstellung, weil er empftinden 
und der Zusammenhang dos DiUckenden und Gedrückten gesehen wird, 
geht man aus, legt ihm als Momentankraft ein gewisses konstantes 
Bewegungsmoment Mv als Wirkung bei. Der logische Fehler dieses 
Kraftbegriifes wird kompensirt durch Zerlegung der kontinuirlichen 
Zeit in eine Anzahl diskreter Theile, in einem jeden welcher eine 
neue Quantität Druck hinzuspringen soll, um das Bewegungsmoment 
zu vergrössei-n. Die Vorstellung beruhigt sich allerdings psychologisch 
bei der Vorführung solcher Prozeduren; zum logischen Beweise sind 
aber widei-spi-uchfreie Begriffe nothwendig. 

Das Resultat des Vorhergehenden lässt sich folgendermaassen zu- 
sammenfassen : 

Wird das Wort „Kraft" gebraucht, um eine Erklärung von Vor- 
gängen der objektiven Welt zu geben, so ist darunter der logische 
Beziehungsbegriff zu vei'stehen, die Kategorie der funktionalen Ver- 
bindung des Einzelnen im und zum Ganzen. In unserer vorgedachten 
logischen Welt, reduzirt auf eine Vielheit von Massenpunkten, die 
einzige welche aus später zu erörternden Gründen einer physikalischen 
Erklärung dienlich ist, gibt es nur eine einzige Art solcher Kraft, 
eben weil sie hier den rein logischen Funktionalbegriff bezeichnet. 

Ihr analytisches Symbol ist gegeben durch den Ausdnick ^ 

Der empirische Kraftbegriff entsteht gleichfalls durch Anwendung 
der Kategorie „Kausalität" zur gesetzmässigen Verbindung auf Er- 
scheinungen der Aussenwelt. Der Kraftbegriff bleibt aber hier unbe- 
stimmt, weil er nicht auf Denkbegriife wie „Massenpunkt, unmittelbare 
räumliche oder zeitliche Verbindung, Wechselwirkung etc.'', sondern 
auf Vorstellungen angewendet wird, welche mehr oder weniger der 
naiven Beobachtung, nicht der Auflösung des Weltganzen in letzte 
Elemente, entstammen; oder es werden aus dem Ganzen des Welt- 
geschehens einzelne unser Interesse besonders ansprechende Erschei- 
nungen miteinander verbunden, der Rest des Geschehens aber ignorirt; 
z. B. bei den Bewegungen eines Köipei-s in einem widerstehenden 
Mittel wird alles ignorirt; was in diesem Mittel vorgeht; die Verände- 
rungen des Mittels, welche verschieden sein müssen jenaehdem ein 
fester Köiper eine verschiedene Geschwindigkeit innerhalb des Mittels 
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hat Weil es bis jetzt nicht gelangen ist, solche Mittel analytisch za 
definiren, und deshalb die theoretischen Foimeln bei dergleichen Ge- 
legenheiten unbestimmt bleiben, sagt man: „es wirken hier Krifte, 
die kein Potential haben; wir wissen nicht ob der Köiper nach der 
Hypothese des Massenpunktsystems konstituirt ist; es gibt also wohl 
noch andere Kräfte etc.'' Oder wir lassen uns verleiten, zeitlos wir- 
kende Kräfte, oder Kräfte ohne Wirkung — wie beim Steine, welcher 
auf der Erde ruht — zu imaginiren, durch welche Redensarten wir 
den logischen Fehler verdecken, den wir begehen durch die Ignorirung 
alles dessen, was bei der scheinbaren Ruhe von Stein und Erde in 
diesen beiden vorgeht. Es ist ein Fehler dieses zu ignoriren, wenn 
man ein generelles Gesetz des Geschehens, Wirkung der Kraft, aas 
einer solchen unvollkommenen Beobachtung ableiten vrilL 

Der empirische Kraftbegiiff ist demnach ein vager und vieldeutiger; 
sein analytischer Ausdruck ist abhängig von jedem Einzelfall. Ganz 

andere Ausdrücke als das Obige ^^ mögen also gültig sein ftir die 

Beschieibung der Einzelheiten, welche uns bei solchen EinzeifalleD 
interessiren ; sie bilden aber nicht ein logisches Krafti^^esetz , sondern 
nur eine in gewissen Grenzen genaue analytische Beschreibung ge- 
wisser Bewegungen empirischer Körper, nicht logischer Massenponkte. 
9. £. IL 1. 

Das Parallelogramm der Kräfte. 

Einen Beweis für diesen Satz fordert die Logik ebensowenig, wie 
einen solchen für das sich Nichtschneiden paralleler Linien; denn die 
Kräfte sind keine geheimnissvollen Wesenheiten, deren Natur wir aus- 
zuforschen hätten, von denen es zweifelhaft wäre ob sie sich arith* 
metisch vermehren oder aber theilweise veitilgen. Die hier definirte 
Kraft, als Ausdruck gegenseitiger Beziehung von Massenelementen, hat 
ebensowenig eine separate Existenz wie der Theilstrich im arithme- 
tischen Quotienten. Ebenso wie eine Zahl als Summe vieler Zahlen, 
ebensogut kann eine Geschwindigkeit oder Bewegungsmoment odt-r 
Beschleunigungsursache oder eine Wirkung (Arbeit) als Summe vieler 
homogener Begriffsbestimmungen betrachtet werden. Für die Arilh* 
metik gilt dabei das einfache Summiren der Zahl ; für die Ver&nderun:: 
im Räume das Summiren der geometrisch beschriebenen Einzelver- 
änderungen. In der Arithmetik trägt man kein Bedenken, die sog. 
komplexen Zahlen zu addiren ; dass man bei Addition der Kräfte solche 
Bedenken hegte, lag an der vermeintlich geheimnissvollen Natur der- 
selben. Sie sind aber auf eine Linie mit jenen Zahlgebilden zu stellen. 
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als logisch gerechtfertigte Komplexe mehrerer Begriffe, der Zeit, des 
Raumes und der funktionalen Beziehung. 

Insofern wir nicht isolirte Kräfte, sondern Wirkungen in der 
Natur beobachten, vollfühit der empirische Mechaniker vorerst eine 
Dekomposition der Wirkung (der Kräfteresultante) und konstruirt 
sich daraus erat ein Gesetz fbr die Komposition der Kräfte; ist es 
<la zu verwundem, dass dies Gesetz nichts Anderes sein kann als der 
umgekehrte logische Prozess, den er vorerst selbst gemacht? Es ist 
nur die unvollkommene Emanzipation von der naiven Vorstellung, 
welche nicht erkennen lässt, dass man hier seinen eigenen logischen 
Pi'ozess der Dekomposition vorfindet; man will ihn als Komposition 
fremder, isolirt (tir sich bestehender Kraftwesen, geheimnissvoller 
Individualitäten, durchaus einer äusseren Natur, als eine Eigenschaft 
der Dinge aufbürden; und deshalb schliesst die naive Auffassung, es 
könnte auch anders sein. Für eine thatsächlich stattfindende Kompo- 
sition der Naturkräfte hat man allerdings keinen anderen Beweis als 
die beobachtete Bewegung eines Gegenstandes, auf welchen von meh- 
reren muskelkräftigen Individualitäten gleichzeitig eingewirkt wird. 
Diese Wahrnehmung ist der naiven Auffassung hinreichend, um eine 
jede andere Bewegung als analog bewirkt zu behaupten, und sich jeder 
weiteren logischen Analyse der Wahrnehmung selbst für überhoben 
zu erachten. Der Mathematiker, welcher ein Gesetz der Mechanik 
aufstellen will, wird allerdings etwas anderes vorgeben; etwa die Be- 
wegungen dreier Gewichte beobachten, welche an Fäden wirken, die 
in verschiedenen Richtungen gespannt sind. Wenn er nun sagt, die 
Ilesultante von zweien dieser Gewichte bringt die Bewegung des «Irittea 
hervor, so thut er das doch nur, weil er sich logisch für befügt hält, 
eine gewisse Richtung in zwei andere zu dekomponiren , und weil er 
zu dieser Dekomposition bei einem jeden Gewichte das gleiche logische 
Recht beansprucht. Der Satz vom Parallelogramm ist also weiter 
nichts als unsere apriorische logische Prozedur rückwäils gelesen. 
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D. KAPITEL II. 

DAS GRUNDGESETZ DER MECHAlSnK 



§1. 

Logische Form des Grundgesetzes. 

Der ewige Giiindsatz der Logik heisst: 

Was ist, das ist; das Existirende beharrt, sonst wäre es ja nicht 
das Existirende, kann sich nicht verändeiii als mehr oder weniger 
Daseiendes, sonst wäre es eben keine logische Bestimmung als iden- 
tisches Ganzes. 

Unser Weltbegriflf ist „Vielheit in Veränderung", die troti 
dieser Verändei*ungen ein identisches Ganzes bleibt Aus diesem 
Oberbegriffe sind alle seine ünterbegiiffe, die Faktoren im Weltprodokte, 
abzuleiten. 

Diese Vielheit wurde vorhin bestimmt als eine Vielheit von 
Elementen als Massenpunkte, dereti Anzahl oder Gewicht d. h. ihre 
Bedeutung als materialer Inhalt des Weltbegriffs, identisch (konstant 
nach mathematischer Teiminologie) bleiben muss. Diese Anzahl allein 
konstituirt aber nicht den ganzen Weltbegiiff, sondeni weil dieser eine 
Vielheit in räumlich zeitlicher Verändeining besagt, so liegen in ihm 
die weiteren Unterbegriffe von Bewegungszustand der Einzel- 
elemente und Lage der Einzelelemente zu verschiedenen Zeiten. 
Unseie logische Welt der Massenpunkte wird also zu verschiedenen 
Zeitmomenten eine verschiedene verhältnissmässige Vertheilung der 
Elemente im Räume aufweisen. Verschiedene Weltpositionen 
in Zeitniomenten betrachtet, sind aber nicht identisch; um also die 
Identitilt des Weltganzen zu wahren, muss der Bewegungsznstand 
der Einzelelemente abhängig sein von ihrer Lage im geometrisch 
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betrachteten Weltzustande; und weiterhin muss diese Abhängigkeit 
eine absolute sein, d. h. Position der Elemente und Bewegungs- 
zustand dei*selben müssen sich vollständig gegenseitig zu dem Welt- 
geschehen, dem Weltbegriff, bestimmen, weil Position und Bewegung, 
Existenz einer Vielheit und Veränderung dieser Existenz nach Raum 
und Zeit, die einzigen funktional zu verbindenden Begriffe waren, 
welche den Weltbegriff unserer logischen Mechanik bildeten. 

Nun scheinen die Begriffe „Position und Bewegung': einander 
heterogen, und deshalb sieht man nicht, wie sie in funktionaler Ver- 
bindung stehen können. Diese scheinbare Heterogenität liegt aber nur 
im Sprachgebrauche des praktischen Lebens, nicht in ihrer logischen 
Bedeutung. Es handelt sich ja hier nicht um rein geometrische Oerter, 
sondern um Positionen der Massenelemente, welche als Massenelemente 
Veränderungen des Bewegungszustandes anderer Massenelemente be- 
wirken. In dem Beziehungsbegriff „Kraft" liegt also das Band, welches 
die beiden Funktionen „Position des Massenelementes und Aenderung 
des Bewegungszustandes dei*selben'' zu homogenen Faktoren in der 
Weltformel macht. Dieselbe heisst: 

Das Massenelement als Kraftpunkt bewirkt Aenderung des 
Bewegungszustandes. 

Ein Kraftpunkt in relativer Bewegung verändert die Bewegung 
eines anderen Kraftpunktes. 

In dieser Formel ist der Kraftbegriff das Verbum, welches das 
Subjekt Massenpunkt mit dem Objekt Aenderung des Bewegungs« 
zustandes verbindet. Wir werden demnach die Weltfonnel analytisch 
darstellen, wenn wir die Kraft das einemal subjektiv, das anderemal 
objektiv formulirt als die beiden Selten einer Gleichung gegenüber- 
stellen, und dann sagen: der materiale Inhalt dieser Gleichung muss 
bei allen formalen Veränderungen identisch bleiben, oder die Summe 
der solchergestalt repräsentirten Kräfte ist der Inhalt des Weltbegiiffs, 
welcher als solcher identisch blei))en muss. 



§2. 

Analytischer Ausdruck der Kraft. 

Wir haben zuvörderst einen Ausdruck zu suchen für die Kraft 
eines Massenpunktes, die Bedeutung, welche er hat fQr andere Massen- 
punkte. Diese seine Bedeutung oder seine Wirkung auf die anderen 
wird zu messen sein nach der Aenderung, welche er auf den Bewegungs- 

23» 
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zustand der anderen ausübt, also durch den Unterschied dieser £e- 
wegungszustände , wenn er da ist und wenn er nicht da ist. Sei der 
Einfachheit halber die Betrachtung auf 2 Massen beschränkt m' und w". 
Das f/i" habe eine gewisse Geschwindigkeit i; von einem festen Koor- 
dinatensystem aus beurtheilt. Wenn wir jetzt m' an den Anfang^unk: 
dieses Koordinatensystems versetzen, also aus der m"v Welt eine solcht 
von (m% m'V) wird, so muss sich die Geschwindigkeit des im' 
ändern. Die Grösse dieser Aenderung entsprechend einer gewissen 
Zeit Jt wird gegeben durch den Diiferenzenausdruck 

V + Jv V . 

t + Jt "" T *' 

Die Bedeutung des Faktors m' in dem Komplexe m', m" d. L 
also die Ki*aft /*, mit welcher er auf m" wirkt, bleibt beständig* 
dieselbe, so lange er mit m" zusammen in der Welt ist, weil diesem 
f als wesentliche Bestimmung des m' identisch bleiben muss. Dies« 
seine Identität ist demnach der bestimmende konstante Faktor filr alle 
Formen, welche obiger Ausdruck erhalten mag, werde nun die Ver* 
änderung der Geschwindigkeit während langer oder kui*zer Zeit, an 
diesem oder jenem Orte des Raumes, bei Einwirkung einer kleinei. 
oder grossen Kraft betrachtet. Oder, nach der Sprache der Forme»- 
rechnung: jener Faktor f muss das von der Grösse der betrachteten 
Differenzen Jv^ Jt, unabhängige Glied in obigem Ausdrucke sein, 
die Charakteristik der Geschwindigkeitsänderung; in Symbolen 

f=dt *•» 

Sobald also in einem bestimmten Falle die Veränderungen der 
Bewegung durch einen spezifischen Ausdruck g^eben sind, hat 
man das von den Grössen Jv, Jt in diesem Ausdrucke unabhängi^t 
Glied als quantitatives Symbol für die Bedeutung des Faktors in' ia 
dem Gesammtkomplexe , also für quantitativ gleich (oder vielmehr 
proportional) seiner Kraft zu setzen. 

Für viele Zwecke der analytischen Behandlung ist es nothwendi;:. 
dem Ausdmcke b) eine andere Form zu geben. Die Bewegung wird 
nämlich meistens nach Verändemng der Raumkoordinaten bestimmt 
welche die Lage des bewegten Köipei-s angeben. Hierzu dient die 
Gleichung 

^ ~' t ~ t 

in welcher die Begriffe „durchlaufene Entfernung und Zeit'' fiinktioiial 
verbunden, den Begiiff der Geschwindigkeit bilden. Hieraus erheOt 
dass die Geschwindigkeit als Charakteristik aller möglichen VeibAltnisse 
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von s und t aufzufassen ist; sie ist der konstante Faktor bei allen 
Positionsverftndeningen , mögen dieselben sich auf grosse oder kleine 
Räume und Zeiten beziehen; demnach kann sie analytisch geschrieben 

werden 

ds 

Hieraus folgt, dass b) geschrieben werden kann 

oder wenn man durch den Zahlfaktor tn die Grösse der Kraft in Bezug 
auf eine bestimmte Krafteinheit bezeichnen will 

/•=m^^, d) 

welcher Ausdruck die im Kraftpunkte vei*eini^ten Begriffe des prak- 
tischen Lebens von Masse und Wirkungsfähigkeit anschaulich verbindet; 
dadurch aber auch Veranlassung zu logischen Fehlschlüssen gibt. 

Dass nun bei Anwendung der Differenzialzeichen auf Begriffe der 
Mechanik diesen ebensowenig die Bedeutung von kleinen Zeit-, Raum- 
und Geschwindigkeitstheilchen beizulegen ist wie bei der Anwendung 
dieser Zeichen in der geometrischen Ausdehnung, braucht wohl nicht 
nochmals hervorgehoben zu werden ; dagegen müssen die mannichfachen 
Versuche, in weiteren Differenzirungen neue Kräftearten entdecken zu 
wollen, etwas beleuchtet werden. 

Die Thatsache, dass in dem zweiten Differenzialquotienten von 
Distanz nach Zeit ein adäquater Ausdruck für den Kraftbegriff zu finden 
sei, war ziemlich überraschend, und bei der unerklärten Natur des Kraft- 
wesens und der Mystik des Unendlich Kleinen lag es nahe, in neuen 
I Mfferenziationen neue Kräftearten suchen zu wollen: konespondirte doch 
schon der erste Differenzialkoeffizient mit dem, was man Momentan- 
kraft zu nennen beliebte, was aber, wie im Vorhergehenden gezeigt, 
der sprachlich fehlerhafte Ausdruck für etwas ganz Anderes als Kraft 
ist Wie verfehlt aber eine jede solche Idee ist, in den verachiedenen 
Ordnungen der Differenzialien verschiedene Unterailen eines logischen 
Begriffes zu suchen, wozu gar keine andere Veranlassung als die 
mathematische Teiminolgie vorliegt, welche qualitativ heterogene Aus- 
drücke unter dem Allgemeinnamen „Diffei-enzialquotienten*^ bezeichnet, 
geht aus unserer Definition dieser Koeffirienten als Charakteristik einer 
Funktion hervor; es geht daraus hervor, dass, wenn ein Differenzial- 
quotient adäquater Ausdruck des Kraftbegriffes ist, dann sicher alle 
Differenzialquotienten anderer Ordnung aus demselben analytischen 
Ausdrucke auf etwas dem Kraftbegriffe durchaus Heterogenes zu 
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deuten sind; denn die qualitative Natur eines jeden solchen ist Ter- 
schieden von allen übrigen, sonst könnte er eben nicht die qualitaÜTe 
Charakteristik einer bestimmten Funktion, eines bestimmten Ober- 
begriffs sein. 



§3. 

Analytischer Ausdruck für die Kraftleistung. 

Im vorigen § wurde das Subjekt unseres Satzes: 

die Kraft (der Massenpunkt) bewirkt eine Leistunff 
analytisch fonnulirt. Wir haben jetzt dasselbe mit dem Objekte 
„Wirkung, Leistung'' auszufahren. 

Alle Wirkungen in unserer logisch konstruii-ten Welt sind zeitlieh 
räumliche Veränderungen unserer Vielheit, demnach Massentransporte 
ausgefühlt in kleineren oder gi-össeren Zeiträumen. Die Vfirkung der 
Kraft, ihre Leistung, besteht in zeitlich räumlicher Veränderung der 
Massenelemente. Jenachdem man eine spezielle Betrachtung wählt 
kann diese Veränderung nun sein, Transport der Massen oder Ver- 
änderung ihrer Bewegungszustände. Die allgemeinste Betracbtuni: 
wird sich auf alle Veränderungen beziehen, welche ein Bewegangs- 
moment mv während einer bestimmten Zeit, in welcher es einen be- 
stimmten Weg im Räume zurücklegt, erleidet. Dies ist, was man 
speziell mit dem Worte Arbeit in der Mechanik bezeichnet. Bezieht 
man eine solche Arbeit auf eine einheitliche Kraft und die Zeiteinheit 
so wii*d diese Arbeit zu bezeichnen sein als ein Produkt, welche^ 
erzeugt wird dadurch, dass die Kraft f als beständiger Faktor auf 
die Masse m, oder das relative Bewegungsmoment mv wirkt, während 
die Masse m mit verschiedenen Geschwindigkeiten den Weg s zurQck- 
legt. Sei diese Geschwindigkeit Vo am Anfange, Vg am Ende de> 
Weges. Das Gesetz dieser Aenderungen wird gegeben durch die Kraft 
f, weil dieselbe die einzige Ursache dieser Aenderungen des Faktor^ 
V innerhalb der zu suchenden Funktion ist; diese konstante Ursacke ; 
ist demnach die Charakteristik jener Funktion, ihr Fonnalgeset/. 
welches über den Weg s sich erstreckt, wie dies ja auch schon in der 

früher gefundenen Fonnel 

^ dv 

' ~ dt 

ausgesprochen ist. Diese Arbeit ist demnach das Integral von f(dt^ 

nach den Sätzen der Formenrechnung. Um dieses Integral in Funktifia 

der Geschwindigkeit zu erhalten, verbinden wir die Bestimmung 
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Arbeit «= Jf(d8) 
mit den früheren Formeln und finden 

Arbeit = ff(ds) = w , ds = mfvdv 

Arbeit = 4 mv,* — \mvo'^ 
Per Ausdnick \mv^ verhält sich also zu unserem Kraftbeprriff 

^-fTi wie Integi*al zu seinem Differential. Eben dieses Verliältnibs 

wird aber auch durch unsere Definition der BegriflFe „Kraft und Kraft- 
leistung'^ Refordert, da ja die Ki*aft als konstant wirkende in der Leistung 
ist, der charakteristische bildende Faktor (Forraalgesetz) in dem Ober- 
begriffe Arbeit, der Funktion, in welcher sich Bewesrungsmoment 
und Weg als Unterbegiiffe gegenseitig bestimmen nach dem Fonn- 
iresetze Kraft. 



§4. 

Analytische Formulirung des Grundgesetzes der Mechanik. 

Nach diesen Vorbereitungen können wir den analytischen Ausdiiick 
des Weltbegriifes aufstellen, also des Satzes 

„Die Vielheit in Veränderung bleibt identisch bestimmt nach 

Kraftpunkten und Bewegungszustand derselben/' 
Denn die Bewegungszustände können wir nach dem Vorigen aus- 
drücken als proportional einer Summe von Kräften; Kraftpunkte und 
Bewegungszustände sind also in homogenen Formen dai-stellbar, 
man kann eine arithmetische Gleichung aus ihnen bilden. Daas diese 
Zusammenstellung heterogener Begiüfe in einer Gleichung möglich, ist 
aber nicht lediglich ein analytisches Taschenspielerstückchen, sondeiii 
hat eine logische Begründung; iiu anderen Falle hätte diese Weltformel 
nur einen schematischen, nicht aber einen Werth für die Erkenntniss- 
theorie. Dieser logische Grund liegt in der Relativität des Begriffs 
„Bewegungszustand*', korrespondirend dem relativen Bewegungsbegriffe. 
Inwiefeni ein Kraftpunkt ein grösseres oder geringeres Beweguugs- 
nioment hat (lebendige Kraft hat, Arbeit liefert), hängt ganz von dem 
subjektiven Standpunkte ab, den wir zur Beuitheilun^ derselben wählen; 
liefert ein Kraftpunkt Arbeit, beurtheilt von einem äusseren Stand- 
punkte, SU verliert er diese vollständig, ist in der Formel auf nichts 
weiter denn Ki-aftzentrum zu reduziren, sobald wir unseren Stand- 
punkt in ihn selbst verlegen. 
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Die allgemeine Formel der Mechanik, ihr Grundgesetz, kann 
nach dem Vorigen zwei Gestalten haben, eine subjektive und eine 
objektive. 

Subjektive Form des Grundgesetzes. 

In der subjektiven Gestalt heisst sie: 
„Die Summe der Kräfte, d. h. die Summe der Massenpnnkte 
als Kraftzentren definiit, veimehii; um die Summe der Kräfte, 
welche das Aequivalent der geleisteten Arbeit reprasentiren , ist 
konstant" 
Dieser Satz wird gewöhnlich ausgesprochen: „die Summe der 
Spannkräfte und lebendigen Kräfte, oder, die Summe der potentiellen 
und aktuellen Energie ist konstant.^ 

Beide AusdiUcke haben den Fehler, dass sie unter einen Allge- 
meinbogriff „Kraft oder Energie" zwei heterogene Begriffe subsomiren. 
Dieser Allgemeinbegi-iff entstand dadurch, dass man das schematische 

Symbol -tt, der richtig gefundenen Weltformel beidemale auf dieselbe 

Wdse interpreüi'en zu müssen glaubte; man wählte also ein Haupt- 
wort, welches je nach dem beigefügten Adjektiv zwei verschiedene 
Begi-iffe ausdrückt und kam, durch die Sprachbildung verleitet, zu der 
Meinung, dass hier ein Allgemeinbegriff von zwei SpezialfUlen vor- 
liege; das schloss sich wieder der üblichen empirischen Ansicht von 
vei'schiedenartigen Kraftwesen an. Die vielfach empfundene Schwierig- 
keit jedoch , welche sich bei den hei'von'agendsten Mathematikeni seit 
dem Streite zwischen Descartes und Leibnitz über lebendige und todte 
Kräfte bemerklich machte, und welche foitwährend zu einer neuen 
Modelung des sprachlichen Ausdiiicks allgemein anerkannter Formeln 
aufforderte, zeigt hinlänglich, dass das logische Problem nicht gdöst 
war; hauptsächlich deshalb, weil man nicht merkte, dass es ein rein 
logisches sei"). 

Objektive Form des Grundgesetzes. 

Stellen wir nun den objektiven Ausdruck der Weltformel «uf , so 
wird dei'selbe heissen: 

„Die Summe der von den Massenpunkten geleisteten Arbeit 

veimehrt um die Summe der Arbeiten, welche das Aequivalent der 

Massenpunkte als Kraftzentren i*epräsentirt , ist konstant'' 

Um die hier vorliegenden Aufgaben abzuschliessen, haben wir 

also 4&S Arbeitsaequivalent der Massenpunkte (der sog. Spannkrftfte» 

aufzustellen und den betreffenden Ausdruck logisch zu interpretiren. 
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Wenn wir zwei Massenpunkte m' und m", abgesehen von ihrer 
Bewegung, der Betrachtung unterziehen, dieselben also als mhende 
l^fassen fingiren , in welchen Kräfte i'esidiren und sich in der Distanz 
d voneinander befinden, so wirken dieselben dem Denkgesetz zufolge 
mit einer 

uralt = ^^, 

aufeinander. Wenn diese Kraft nun durch Verändeining unseres Be- 
urtheilungsstandpunktes als Arbeit erscheint, oder nach gewöhnlicher 
Tenniaologie auf andere Massen übertragen werden könnte, so würden 
diese, in eine gewisse Bewegung versetzt, ein Quantum Arbeit aus* 
führen, dabei aber die Massen m' m" mitsammt ihren Kräften sich in 
Nichts auflösen müssen. Da die Existenz von m' und m" nach den 
festgestellten Begriffen nicht aus dem Weltganzen ausgestrichen werden 
darf, so muss bei obiger fingirt übeitragenen Arbeit zur Wahrung des 
analytischen Zusammenhanges der gebrauchten Formeln eine solche 
zeitlich räumliche Verändei-ung mit jenen Massen vorgenommen werden, 
dass ein analytisches Aequivalent dieser Nichtexistenz, d. h. der Nicht- 
wirkung von m' auf m", nach vollständiger Umwandlung ihrer Kraft 
in Arbeit resultiit. Die einzige Möglichkeit dies auszuführen, besteht 
in einer Versetzung dieser beiden Massenpunkte in die gegenseitige 
Entfernung oo; in dieser Distanz wirken sie nach dem Kontinuitäts- 
gesetze der Analysis nicht aufeinander; dieses d = oo ist Symbol ihrer 
Nichtexistenz für einander in der Welt. 

Wenn nun m' m" verschiedene Entfernungen haben, oder nach 
veränderlicher Entfernung in ihrem Daseinswerthe fQr die Welt be- 
messen werden , also alle Stadien ihres möglichen Daseinswerthes Von 
der Nichtexistenz d = oo bis (^ = r durchlaufen, so ist es beständig 



m* m" 



das Denkgesetz — -r^— , welches ihren Daseinsweith , die Grösse ihrer 

Wechselwirkung, bestimmt. Dies Denkgesetz ist also ein Formalgesetz, 
welches sich über das ganze Gebiet der Kraftleistung eretreckt, ist 
Charakteristik der Funktion, welche die Arbeitsgrösse ausdrückt, also 
ein Differenzialkoeffizient, dessen Integral gesucht wird, gerade wie im 

§ 3; und der Weg, über welchen das Formgeselz - ,, - zu erstrecken 

ist, ist eben der Weg von d = oo bis d = r nach real arithme- 
tischer Stufenfolge. Das gesuchte Integral, ein Arbeitsquantum, wel- 
ches der Bedeutung der Zentralkräfte m' m" in den Formeln aequi- 
valent ^eigentlich proportional) gesetzt werden darf, ist 
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Arbeit == — 



m' m" 



r 
Mit einer etwas tropischen aber deshalb nicht minder exakten 
Redeweise darf man sagen: 

„Wenn zwei Massen m' m" mit der Entfernung r iu den Raum 
gesetzt werden , so war die zu dieser Schöpfung aufgewendete Arbeit 

ihrer Grösse nach = , wenn man die gegenseitige Wirkung 

dieser Massen als ihi*e Individualität behauptend, d. h. mechanisch 
i*epulsiv wirkend, auifasst. Diese Arbeit mag man als eine Schöpfüngs- 
kraft, als ein durch Schöpferkraft in m' m" niedergelegtes Vermögen 
ansehen; alles, was sie demgemäss empfangen haben, können sie 
auch wiedeiiim leisten, wenn sie dieser Leistung gemäss in ihr 
fitlheres Nichts zurückkehren. Die Potential genannte mathematische 
Funktion ist also die Arbeit, welche nach logischem Gesetze notb- 
wendig wäre, um sie aus dem Nichts in das Dasein in jener be- 
stimmten Lage hervorzubringen." 

Aehnlich wie hier für zwei Massenpunkte, kann nun der ganze 
Daseinswei-th eines Komplexes von Kraftpunkten, also seine geome- 
trische Komplexion in einem bestimmten Zeitpunkte des Weltgeschehens 
dargestellt werden, als eine Summe von Schöpferkraft, oder aufge- 
wendeter Arbeit; und hieraus ergibt sich in Verbindung mit dem Be- 
wegungsmoment der Massen in jenem selbigen Zeitpunkte die objektiv 
dargestellte Weltformel: Die Welt ist Leistung einer Kraft, 



§5. 

Rückblick und Konsequenzen. 

Alle weiteren Sätze der Mechanik ergeben sich als unmittelbare 
Folgerungen aus dem Vorigen; andere komplizirte Beweise sind nicht 
nothwendig, um ihre logische Wahrheit zu festigen. 

Die Massenpunkte des logisch mechanischen Systems sind die 
räumlich fixirten (subjektivirten) Faktoren dieses funktional bestimmten 
Ganzen; weil die Einzelmomente dieses Ganzen als Veränderungen im 
Ganzen aufgefasst werden, deshalb muss jen^n Faktoren der Funktional- 
begriff in der Gestalt von wirkender Ursache subjektiv zugetheilt 
werden. In der Vei*einzelung betrachtet, sind diese Kraftpunkte ebend<» 
wirkungs- und bedeutungslos wie ein jedes Subjekt ohne Objekt; in 
Bezug auf diese Einzelbetrachtung werden sie Massenelemente, Trftger 
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der Kräfte, genannt Diese gegenseitige Isolirtheit, in welcher sie 
Kraftnollen sind, kann symbolisirt werden, indem ihnen die gegen- 
seitige Enti'ernung oo zugeschrieben wird. Steht ein solches Punkt- 
system in realen Entfei-nungen (wozu also jenes d ^^ ao nicht gezählt 
werden darf), so stehen sie in Wechselwirkung, wirken als Kräfte, oder 
sind aus der begrifflichen Abstraktion „indifferente Materie" 
Kraftelemente geworden; und diese Wechselwirkung ist logischerweise 
desto intensiver, je intensiver ihr Zusammensein, je geringer ihre Ent- 
fernung ist. 

Die gegenseitige räumliche Konstitution eines Systems giebt uns 
seinen Daseinswerth , genannt „potentielle Energie" einem jeden sub- 
jektiven Standpunkte gegenüber; derselbe wird bestimmt als mathe- 
matisches Potential des Systems, als die Arbeit, welche aufgewendet 
werden musste, um seine Elemente aus der gegenseitigen Entfernung oo, 
dem Null der Wechselwirkung, in jene bestimmte Lage zu bringen, in 
welcher sie das System als solches bilden. 

Das Potential ist demnach nur abhängig von dieser räumlichen 
Bestimmung, nicht aber von einer Zeitbestimmung, denn wir aner- 
kennen dieses System als identisch seinem Lagenbegriff, seiner Körper- 
gestalt nach , einerlei ob es heute oder morgen in jener bestimmten 
Lage existiit, ob lange oder kurze Zeit darauf verwendet worden ist, 
um einen Köi-per von dieser bestimmten Gestalt und chemischen Be- 
schaffenheit hei^zustellen. Ist ein solches logisches System seiner Lage 
und seiner Bewegung nach zu einer bestimmten Zeit gegeben, so 
ist dasselbe allen seinen Begriffselementen nach gegeben und ein jeder 
Zustand desselben zu einer anderen Zeit muss sich deshalb finden 
lassen. 

Ebensowenig wie die Wechselwirkung also ihrem Begriffe nach 
abhängig sein kann von der Zeit wann, und der Stelle des Raumes 
wo sie stattfindet, kann dieselbe abhängig sein von einer Kombination des 
Zeit- und Raumbegriffes. Die Fiktion von Kräften, die abhängig sind 
von der relativen oder absoluten Geschwindigkeit der Massenpunkte, ist 
deshalb alogisch. 

Betrachtet man die Wechselwirkung zweier Systeme, so folgt, dass 
wenn die Lage des einen Systems konstant bleibt, seine Bewegung 
aber, als sog. aktuelle Energie gemessen, sich verändert hat, diese 
Veränderung der Einwirkung des anderen Systems, dem einzigen noch 
vorhandenen Faktor als zureichender Grund der Veränderung 
zugeschrieben werden muss; aus dieser Grösse der Veränderung kann 
dann wiederum die Konstitution des unbekannten Systems abgeleitet 
werden. Werden verschiedene Zustände eines isolirten Systems 
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betrachtet , so muss jedesmal die Abnahme seiner potentiellen Eneigie 
einer aequivalenten Verändeiiing der aktaellen koiTOspondiren, weil 
die Summe beider konstant bleiben muss, wenn das System bleiben 
soll, was es ist. 

Diese Scheidung aller Veränderungen in solche, welche durch 
eigene (innere) und fremde (äussere) Einwirkungen hervorgebracht 
werden, ist der Hauptkunstgriif in der analytischen Behandlung mecha- 
nischer Probleme; er hat vorzugsweise gedient zur Aufstellung mecha- 
nischer Prinzipien. 



D. KAPITEL 111. 

DIE SOG. PRINZIPIEN DER MECHANIK, 



§1. 

Definitionen und Prinzipien. 

Ebenso wie man in der Geometrie Axiome au&tellte, welche die 
Lücke zwischen Nominaldefinitionen und positiven Sätzen über geome- 
trische Gebilde auszumerzen bestimmt waren, — was nach unsei*er 
Entwickelung nur nothwendig wurde, weil die betreifenden Nominal- 
definitionen Mängel enthielten, nicht aus dem reinen formalen Denk- 
akte, dem Urelemente aller Kombinatorik, logisch au%ebaut wurden 
— ebenso fand man sich in der Mechanik genöthigt, prinzipielle Sätze 
aufzustellen , mit Hl^lfe derer die mangelhaften Nominaldefinitionen der 
Grundbegriffe erst einer Anwendung zur Lösung mechanischer Probleme 
fähig wurden. Es waren gewisse Beobachtungen bei sehr einfachen in 
der Natur beobachteten Bewegungen, welche zum Aufistellen solcher 
Prinzipiensätze der Mechanik fühlten, und deshalb blieb es in Er- 
mangelung einer exakten und vollständigen Erkenntnissiheorie dahin- 
gestellt, inwiefern der Nerv solcher Sätze der Erfahi-ung, den zur Zeit 
uns zugänglichen Wahrnehmungen, oder aber dem logischen Schlüsse 
seine Existenz und seinen Werth verdankt. Jenachdem ein solches 
Prinzip aus einer einfacheren oder komplizirteren Beobachtung hervor- 
ging, oder auch jenachdem die zur mathematischen Foimulirung eines 
solchen Prinzips noth wendigen Begiiife der sinnlichen Vorstellung 
mehr oder weniger sich anschmiegten, der üblichen Darstellungsweise 
mehr oder minder geläufig waren, hat man denselben einen grösseren 
oder kleineren absoluten Werth zugesprochen. Der mathematische 
Erfolg, die Erzielung analytisch identischer Resultate, gleichviel welches 
Prinzip als Ausgangspunkt diente, hätte aber schon auf einen identi- 
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sehen logischen Werth oder Unwerth schliessen lassen müssen. Dass 
dies nicht geschah, war Folge einer nicht hinreichend ausgebildeten 
Erkenntnisstheorie. 

Von dem in D. II. entwickelten Gnindgesetz, welches eine Zu- 
sammenfassung der aus dem Üenkgesetz entwickelten Definitionen 
aller kombinatorischen Gmndbegriflfe enthält, sind weitere Prinzipien 
unnöthig. Es soll in Gegenübei*stellung zu diesem Grundgeset2e nun 
dargelegt werden, dass auch alle in der bisherigen Mechanik aner- 
kannten Prinzipien den logischen Wahrheiten zugezählt werden mOfisen ; 
dass sie abgesehen von allen Umständen, welche zu ihrer historischen 
Entdeckung und allmäligen Vervollkommnung in sprachlichem oder 
analytischem Ausdmcke fühlten, direkt aus dem Denkgesetz erschlossen 
werden können. 



§2. 

Prinzip der virtueiien Gescliwindiglceiten. 

Die Beobachtung, dass zwei an den Endpunkten einer einfachen 
Maschine (Hebel, Flaschenzug, schiefe Ebene) wirkende Gewichte^ 
denen der Charakter einfacher oder einheitlich wirkender Kräfte zuge- 
sprochen wurde, im Gleichgewichte stehen, wenn bei einer durch 
äussere Einwirkung hervorgerufenen Verschiebung jener Endpunkt^ 
die von diesen durchlaufenen Wege im umgekehrten Verhältniss jener 
Gewichte stehen, führte zur Aufstellung dieses PriiTzips^^). 

Sieht man die zur Formulirung dieses Prinzips nothwendigen Be* 
gi-ifFe „Kraft, Gewicht, Gleichgewicht, Angriffspunkt, Weg, äussere 
Einwirkung^ für empirische an, so ist es unmöglich, dass irgend eine 
Erfahrung oder unbegrenzte Anzahl von Beobachtungen uns die Rieh* 
tigkeit des Satzes verbürgen können. Wir wissen ja gar nicht, inwie- 
fern unsere Insti-umente genaue Beobachtungen ermöglichen, ebenso- 
wenig ob mit der Zeit eine langsame Veränderung unserer Sinne 
vorgeht, ob also zwei zu vei-schiedenen Zeiten gemachte Beobachtun^ren 
kon*espondiren. 

Man kann aber die Aufgabe stellen zu untersuchen, ob ein 
logisches System (nach empiristischer Teiminologie ein „ideales, fingir- 
tes, imaginäres, illusorisches^) konstruirbar ist, welches jenem Priiudp 
widei*spruchsfrei entspricht; und dann nachsehen, ob die Voi^iänge 
der Natur einem solchen System gemäss klassifizirbar sind. Man kann 
demgemäss fragen: 
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Liegt kein Widerspruch in der Fiktion eines Systems von mhen- 
den Kräftepunkten oder geometiisch starren Mnssegebilden, in welchem, 
vrenn die Lage seiner Bestimmungspunkte durch die Einwirkung 
äusserer Kräfte verändert wird , alle Bewegungsmomente, oder um den 
allgemeinsten Begiiff der Mechanik anzuwenden, alle Arbeiten dieser 
Massenpunkte sich gegenseitig aufheben, eine arithmetische Summe 
gleich Null liefern? Die Fonnel dieses Satzes ist: 

^ (Xdx + Ydy + Zdz) = 

Ein solches System steht im Gleichgewicht, relativer Ruhe. Das 
Bemühen, diese Formel und die in ihr gebrauchten Differenzialzeichen 
wörtlich nach quantitativen Begriffen als Verhältnisse sog. unendlich 
kleiner virtueller Verschiebungen, Geschwindigkeiten oder Arbeiten 
auszudrücken, wie dies gewöhnlich geschieht, macht die logische Be- 
ileutung des Satzes unvei'ständlich , wenn es auch der Anschaulichkeit 
zu helfen scheint. 

In obiger Bedingungsgleichung liegt kein logischer Widei-spruch, 
denn jede mögliche Summe kann man durch Hinzufügen neuer Glieder 
der arithmetischen Null gleich machen. Die gewählte Verbindung der 
in dieser Formel gebrauchten BegiiiFe ist also logisch unbedenklich. 
Die zweite bei jedem Satze philosophisch zu eröi-temde Frage bleibt 
uns übrig; nämlich die Prüfung der gebrauchten Begriffe „Gleich- 
gewicht, Angriffspunkt der Kräfte** auf ihre Widei-spnichs^freiheit 

Das Gleichgewicht 

nennen wir einen solchen Zustand des Systems, in welchem seine 
konstituirenden Elemente keine Veränderung der gegenseitigen Lage 
erleiden. Beim starren geometrischen System liegt diese Zustands- 
bedingung in dem Begriff der StaiTheit. Oh das System sich andern 
gegenüber bewegt, bleibt gleichgültig, weil Bewegung ein relativer 
Betriff ist. Sobald also dieser Begriff der Starrheit und gleicherweise 
derjenige des Angriffspunktes bestimmt definiii; ist, wird der Satz ein 
rein kombinatorischer, und ebenso logisch unbedenklich, wie die Defi- 
nition irgend einer geometrischeu Figur. 

Mit einem solchen System ist aber in der Natur sehr wenig an- 
zufangen Man i*eduzirt diese Fiktion deshalb auch gewöhnlich auf 
ein System stan-er Linien oder starrer Flächen , auf welchen sich die 
Systempunkte bewegen. Eine generelle Anwendung erfordei-t aber die 
Elimination auch dieser imaginären Elemente, die Reduktion des 
Systems auf das einfachst mögliche Element, den Massen- oder Kraft- 
punkt Die Frage ist also: Kann ein System von Ki-aftpunkten im 
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Gleichgewichte stehen, und können die identischen Kraftpunkte eines 
solchen Systems in verschiedener gegenseitiger Lage im Gleichgewichte 
stehen ? 

Der Begrifif eines solchen Systems widei*spricht sich im Allge- 
meinen, weil er die Veränderung einer Vielheit, das Existirende negirt 
Der absolute Stillstand ist gleichbedeutend mit ^Nichtexistenz^'; der 
geometrische Köi-per ist starr in Ruhe , der mechanische aber in «teter 
Veränderung. Die starre mechanische Linierst nichts Einfaches, weil 
sie Theile hat, sie ist nicht konstruirbar aus den Elementen Kraft 
und Ort, den einzigen, welche die Logik als Elementarbegrifie 
der Mechanik anzuerkennen vermag, weil nur bei diesen die begiiff- 
liche Analyse an einer absoluten Position anlangt. Diese absolute 
Position ist aber nicht als eine Schranke der Erkenntuiss , oder eine 
Beschränktheit unseres undefinirten und deshalb mystisch vei-schwom- 
menen Intellekts, aufzufassen, wie dies häufig in der unbestimmten Phrase 
geschieht; denn diese vermeintliche Schranke ist der absolute Denk- 
akt, die einzige Möglichkeit eines synthetischen Denkens. Eine starre 
Linie könnte nur konstiiiirt werden aus einer Vielheit von Kraft- 
punkten; wie intensiv diese Kräfte aber auch angenommen würden, 
sie milsstcn doch beeinflusst werden durch andere Kräfte, denn die 
Hypostase sogenannt unendlich grosser Kräfte, um die absolute Starr- 
heit zu konstruiren, ist ein wiederholt gekennzeichneter Alogismus. 
Hierin liegt die Ursache, warum in letzter Analyse kein anderem 
System als ein solches von Massenpunkten für die Erklärung etwas 
leisten kann, mag immerhin die Fiktion von absolut starren Ge- 
bilden als Hülfsbegriff für annähernde Rechnungen giosse Dienste 
gewähren. 

Die Möglichkeit bleibt allerdings offen, dass in einer Vielheit in 
Veränderang eine Anzahl von Kraftpunkten ihre relative Lage beibe- 
halten, und man könnte dieselben zu einem relativen System innerhalb 
des Allgemeinen zusammenfassen. Ein solches System müsste aber 
im Allgemeinen eine solche Lage haben, dass sowohl innerhalb wie 
ausserhalb desselben Kräftepunkte des allgemeinen Systems lie$;en, 
welche ihren Ort und Bewegung verändern. Das betreffende Gleich- 
gewichtssystem müsste man sich also voi'stellen wie eine Anzahl von 
Kräftepunkten, welche in gegenseitig unverändeiter Lage in einer 
Flüssigkeit schwimmen. Das wäi-e kein System, welches wir Körper 
zu nennen pflegen, denn hier wäre ja ein Körper von einem andern 
durchdrungen. In letzter Instanz wird sich allerdings zeigen, dass wir 
trotz dieser Widersprüche gegen die naive Auffassung solche Systeme 
doch Körper nennen, dass die gegenseitige Durchdringung von Kraft* 
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punkten zwar ein Widersprach ist, aber nicht die Durchdringung von 
Systemen, welche wir Körper nennen. 

Soll das Gleichgewichtssystem eine Gruppe von Punkten darstellen, 
welche innerhalb ihrer keine fremden Kräftepunkte enthält, so ist dies 
nur in dem speziellen Falle möglich , wenn dasselbe in der Symmetrie- 
ebene zwischen paarigen Systemen homolog im Räume veitheilter 
Kräftepunkte liegt. Da nun dieser Fall wohl nie und nirgends in der 
Natur anzuti*effen ist, so wäre das aufgestellte Prinzip für die Er- 
klärung der Natur werthlos. WerthvoU wird dasselbe aber dadui'ch, 
dass in einer grossen Anzahl von Fällen, und hauptsächlich denjenigen, 
welche sich auf das praktische Leben beziehen, annähernd jene Be* 
dingungen des absoluten Gleichgewichts erfüllt sind, indem alle Kräfte- 
punkte, welche der homologen Lage nicht entsprechen, i*elativ in so 
grossen Entfemungen zu dem betrachteten System liegen, dass ihre 
Einwirkung die Gleichgewichtslage des sog. freien Systems wenig stört, 
und dieses deshalb annähernd als ein geometrisch starrer Körper be- 
trachtet werden kann. 

Es erhält besagtes Prinzip jetzt aber auch einen absoluten Werth 
fOr die Gesammtheit der Naturerklärung, weil die vorläufige Annähe- 
rung, welche en*eicht wird durch die Fiktion staiTer Körper, dazu 
dienen kann , Schlüsse auf die wirkliche Konstitution der Köi-per zu 
ziehen; denn alle Abweichungen, welche die Beobachtung der Körper 
und die Beurtheilung ihrer Bewegung ergeben, werden eben nichts 
Anderem als der nur annähernd stattfindenden Starrheit des 
Körpers zugeschrieben werden müssen. Aus dem vermeintlichen Fehler 
des Prinzips ist also die wirkliche Konstitution des Körpers abzuleiten. 

Der Angriffspunkt 

war der zweite zu prüfende Begriff. Im logischen System existirt so 
etwas nicht , denn jeder Kräftepunkt wirkt auf alle anderen, gieift alle 
anderen an. Dass die Sunune der Bewegungen eines Systems auf den 
Massenmittelpunkt geometrisch bezogen werden kann, verhindert nicht 
eine verschiedenartige Einwirkung aller Paare von Kräftepunkten. Als 
vorläufiger Hülfsbegriff ist dieser Angriffspunkt aber ebenso dienlich, 
wie die starre Linie. Der gewählte gemeinsame Angiiffspunkt äusserer 
Kräfte dient nach dem aufgestellten Prinzip zu einer Annäherungs- 
rechnung, und alle von dem so gefundenen Resultate abweichenden 
Beobachtungen dienen zur Auflösung des gemeinsamen Angiiffspunktes 
in eine Vielheit solcher, d. h. wiederum zu einem Schluss auf die von 
der naiven Beobachtung abweichende wirkliche Konstitution des 
Systems. 

24 
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Das ganze Prinzip ist also eine Definition des Gleichgewichts aus 
den als bekannt vorausgesetzten Begriffen von Geschwindigkeit, Kraft. 
Arbeit; oder auch umgekehrt 



§3. 

Prinzip der verlorenen und gewonnenen Kräfte. 

Zur Aufstellung dieses Satzes führte die folgende Aufgabe: 
Sei gegeben ein System von Körpern, die gegenseitig aufein- 
ander wirken, und werde jedem dei*selben eine besondere BeweguD£ 
ertheilt, der er nicht folgen kann wegen der Wirkung der anderen 
Körper, so soll die Bewegung jedes einzelnen gesucht werden. 

Zerlegt man die jedem einzelnen Körper mitgetheilte Beweinm' 

Aj B^ C in zwei andere a^ a — h, ß — c, y, sodass, wenn 

nur die eine a, 6, c beibehalten wird, die Körper sich so bewegen 
würden, als wenn sie unbeeinflusst von den anderen wären (frei, keinen 
Systembedingungen unterworfen) und wenn die anderen a, /?, y .. 
beibehalten würden, die Köi-per in Folge der Verbindung unter ein- 
ander in Ruhe blieben (ein Gleichgewichtssystem dai*stellten), so ist klar. 
dass die Köiper wirklich die ei-stere Bewegung a, h^ c .. . annehnicn. 
wegen ihrer gegenseitigen Wirkung, es müssen also die a, ß, y sieb 
das Gleichgewicht halten. 

In dieser Fassung ist das Prinzip ein rein logischer Satz , welcher 
%u analytischen Zwecken so formulirt ist, dass die Systembedingongeo 
als homogene Begriffe mit den äussei*en Kräften auftreten, also beliebig 
ineinander vei*wandelt, gegenseitig ausgetauscht werden können. Gleiche 
Ursachen nach entgegengesetztem Sinne heben einander auf, oder auch: 
Bei allen Bewegungen eines Punktes, welche als Wirkung einer oder 
mehrerer Kräfte aufgefasst werden, können wir noch eine beliebiee 
Anzahl anderer solcher Kräfte als wirkend auf jenen Punkt fingiren: 
wenn diese letzteren Kräfte einander aufheben , so wird an der Be- 
wegung des Punktes nichts geändert ; wir erlangen dann ftlr analytische 
Zwecke den grossen Vortheil, nach Belieben eine Anzahl sich gegen- 
seitig aufhebender Kräfte aus der ganzen Summe dei^selben aosscheida 
zu dürfen. 

Aus den Bewegungen, oder den Wirkungen äusserer Kräfte« wini 
dann auf die innere Konstitution des Systems geschlossen , gerade w:e 
im vorigen Prinzip. Wird der Satz auf die Bewegungen empirischer 
Köi-per angewendet, welche durch Drähte, Stangen, Ketten, Gleit- 
flächen etc. verbunden sind, so lassen sich die Formeln des allireniein 
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logischen Systems sehr vereinfachen, weil dann die imaginären Gebilde 
der staiTen Linien und Flächen mit hinlänglicher Genauigkeit einge- 
führt werden können. Das Prinzip wird also nach empirischer Termi- 
nologie in dem Grade richtig sein, als es gelingt, den sinnlich wahr- 
genommenen Objekten logisch entsprechende Punktsysteme zu sub- 
stituii*en. 



§4. 

Prinzip des Icieinsten Zwanges. 

Interessant insofern der logische Schluss in anderer Form zum 

Ausdruck gelangt als bei den zwei vorhei-gehenden Prinzipien, ist der 

von Gauss aufgestellte Satz, welcher in einfachster Fassung aussagt: 

„Die Bewegung eines Körpersystems geschieht in möglichst 

grösster Uebereinstimmung mit der fi*eien Bewegung, oder unter 

möglichst kleinem Zwange**. 

In diesem vernünftigen Satz haben die Mathematiker Anstoss an 
dem Begriff „Zwang** genommen und that dies wahrscheinlich Gauss 
selbst zuerst Er gab deshalb dem Begriffe „Zwang** eine mathe- 
matische Form, oder vielmehr substituirte diesem Begriffe eine mathe- 
matische Foi*mel, welche in jedem Zeitelemente arithmetisch gleich ist 
der Summe der Produkte aus dem Quadrate der Ablenkung von der 
fi-eien Bewegung in die Masse ffir einen jeden Punkt Mit dieser 
mathematischen Formulirung verschwindet aber die logische Evidenz, 
denn Zeitelemente gibt es nicht, und die Pi*odukte aus Ablenkungen 
in die Massen fallen nicht unter den logischen Kraftbegiiff. In dieser 
Fassung ist der Satz eine Methode der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
aber kein mechanisches Prinzip; er ist beschränkt auf die statische 
Abstraktion, gestattet aber keine unmittelbare Anwendung bei dyna- 
mischen Fragen. 

Der Opposition g^en Verwendung des Bogi-iffes „Zwang** muss 
bemerkt werden, dass derselbe Tadel auch gegen den Begriff der Kraft 
statthaft wäre, solange dieser Begriff nur als Empfindungsbegriff aus 
der Erfahrung aufgenommen und nicht als eindeutiger Beziehungsbegriff 
des logischen Kombinirens festgehalten wird. Aber ebenso wie diesem 

logischen Kraftbegriffe das eindeutige Symbol .y^ zugetheilt wird, kann 

auch bei dem Zwange Aehnliches geschehen. Um diese Umwandlung 

des Zwanges aus einem Empfindungs- in einen Denkbegriff auszuführen, 

können wir ihn bestimmen als den Arbeitsaufwand, welcher noth* 

24* 
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wendig ist, um die Systempunkte aus den Lagen, welche sie bei freier 
Bewegung unter Einwirkung äusserer Kräfte erhalten hätten, in jene 
Lagen überzuführen, welche sie unter Mitwirkung der inneren Kr&ftt* 
des Systems (durch die Systembedingungen) thatsächlich erhalten haben 
Die unlogischen Zeitelemente und Momentankräfte sind hier unnöthiss: 
und der Gauss'sche Satz wird ein reiner Schluss von Denkbegriffes. 
Die Grösse der Arbeit als ein Minimum bestimmt, wird der zureichade 
Ginind dieses Schlusses. Der „möglichst kleinste Zwang"* nach Gauss 
ist die blosse Umkehining der zureichenden Ui^sache, indem die freie 
Bewegung als das anzustrebende Ziel gedacht wird, deshalb das wirk- 
lich en*eichte Resultat, die Ablenkung von jenem Ziele, als Zw an:: 
empfunden oder bezeichnet wird. 

Wenn nun Gauss sagt: „Es ist merkwürdig, dass die freien Be 
wegungen, wenn sie mit den nothwendigen Systembedingungen nickt 
bestehen können, von der Natur gerade auf dieselbe Art modifizin 
werden , wie der rechnende Mathematiker nach der Methode der klein- 
sten Quadrate Erfahi-ungen ausgleicht, die sich auf durch nothwendifie 
Abhängigkeit verknüpfte Grössen beziehen'' , so ist nach dem Vor- 
herigen der innei-e Gi-und dieser Merkwürdigkeit klar gel^t £^ 
ist nicht das einemal der Mathematiker, das anderemal dk 
Natur, welche handelt, sondern in beiden Fällen ist der Mathe- 
matiker thätiges Subjekt. Zuei*st fühit er die logische Methode 
der kleinsten Quadrate aus, das anderemal konstiniirt er ein mathe- 
matisches Köi-pei-system , dessen Bedingungsgleichungen seiner Methode 
genügen ; und er modelt so lange an diesen Bedingungen, bis er seines 
Beobachtungen, dem objektiven Dinge des naiven Bewusstseins, jenen 
fingirten Köi*per substituiren kann. Es ist derselbe Prozess wie 
bei dem Parallelogramm der Kräfte. Ursprünglich wurde hierbei eiie 
wahi*genommene Bewegung als Wirkung einer Ursache entgegengesetzt 
und diese wahrgenommene Bewegung nach dem Snmmationsgesetz in 
mehrere fingirte Bewegungen, oder Ursachen derselben, zerlegt; wiri 
dann der Begriff einer solchen Eomponentenkraft einer neuen 
Summation zu Gi-unde gelegt, so muss natürlich nach demselben Gesei 
eine Resultante zum Yoi'schein kommen. 



§ 5. 

Prinzip der kleinsten Wirkung. 

Im engsten Zusammenhange mit dem Vorigen steht dieses Prinzip 
es ist als seine Umkehrung aufisufassen. 
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„Die Natur en*eicht ihre Wirkungen mit dem kleinsten Kraft« 
aufwand, oder : die Veränderung einer Bewegung, welche durch einen 
bestimmten Ki'aftaufwand hervorgebracht wird, ist die grösstmög- 
liche, welche Jener Kraftaufwand überhaupt erzielen kann/ 
Das Prinzip sagt eigentlich nichts weiter, als dass bei der Sum- 
mation von Naturgrössen auch wirklich die ganze Summe heraus- 
kommt. Kein Prinzip hat so viele Anfechtungen zu erleiden gehabt 
wie dieses, und doch ist in keinem anderen der logische Kern aus den 
gebrauchten Begiiffen so leicht herauszuschälen. Man darf dabei aller- 
dings nicht in den Fehler verfallen, die Wirkungen der vermeintlich 
objektiven und fremden Natur nach teleologischen Ansichten beurtheilen 
zu wollen, wie dies so mannigfach geschehen ist; z. B. dass man den 
vom Lichte bei der Brechung durchlaufenen Weg zwischen zwei Posi- 
tionen für eine Kraftvergeudung dem geraden Wege gegenüber definirt. 
Alle Wirkungen in der Mechanik dürfen sich nur auf zeitlich räumliche 
Veränderungen beziehen, und ist es hierbei selbstverständlich, dass 
nur solche Positionen nach dem knappen Ausdruck des vorliegenden 
Prinzips verglichen werden dürfen, welche innerhalb der Grenzen 
durchaus gleicher Bedingungen, liegen; ändern sich diese Bedingungen, 
finden Bewegungen in aufeinanderfolgenden vei*schiedenen Mitteln statt, 
so ist es Aufgabe der Analysis, eine Gesammtformel aufzustellen, die 
diesen vei*schiedenen Bedingungen Rechnung trägt. Dies ist die Ant- 
wort auf die veimeintlich nothwendige Beschränkung des Prinzips auf 
hinreichend nahe liegende Positionen. 

Der Satz ist eine Definition des unmittelbaren (direktesten) 
Verbindungsbegriffes zweier Positionen, seien dies nun räumlich 
zeitliche Orte , Bewegungszustände , Thätigkeitsmengen etc. ; er definirt 
was wir Maass der Veränderung nennen, nämlich Differenz in arith- 
metischem Sinne, gerade Linie in geometrischem, Wirkung der Kraft 
in gerader Linie in mechanischem. Es ist der in Folge des Gebrauchs 
von Empfindungsbegiiffen undeutliche Ausdruck des erkenntnisstheore- 
tischen Satzes: 

Wir konstruiren die geraden Linien der Natur nach 
den kleinsten Kraftmengen, welche nothwendig sind, 
um von einer Wahrnehmung zu einer anderen überzu- 
gehen, nicht aber nach einem der Natur heterogenen Maassstabe, 
welcher uns von irgend woher aufgedrängt wird. Deshalb leiten wir 
unser Maass der Kraft ebenso wie das der Ausdehnung, von dem 
zureichenden Grunde, dem Minimum wahrgenonmiener oder gedachter 
Wirkung ab. Wenn dem nicht so wäre, wenn uns eine Alternative in 
der Bestimmung bliebe, oder je nach der Zeit und dem Oile wo wir 
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uns befinden , von der Natur oder irgend einem Fremden aufgeschwatzt 
wtlrde, so wäre die Wahrnehmung einer gemeinsamen Natur unmöglicL 
das Chaos oder die Welt der Wunder wäre hereingebrochen. 

Die mathematischen Ausstellungen, welche man gegen den Satz 
geltend gemacht hat, berühren den Werth des Prinzips gar nicht 
sondern nur die UnvoUkommenheit der mathematischen Formulinuur; 
man gelangte dabei zu Betrachtungen tlber Eigenschaften gewisser 
Gleichungen in der Meinung, man habe es mit den Eonsequenzen 
eines mechanischen Prinzips zu thun. Wenn z. B. der Satz in der 
Form mv.ds = o symbolisirt wird, so ist es ganz gleichgültig, o!» 
dieser Ausdinick auch ein Integi'almaximum zulässt, denn eben nur 
das Integralminimum entspricht dem geforderten Begriffe. Ebenso 
irrelevant für die Beurtheilung des Prinzips ist es, ob die Variation 
mv^dt vei-sch winden kann für Fälle, wo weder ein Maximum noch 
Minimum eintritt. Dergleichen kann aber ein Fingei-zeig sein für die 
richtige Aufstellung der Bedingungsgleichungen. Werden aber die 
vollständigen Bedingungen aufgestellt, so wird sich zeigen, dass kein 
Maximum existirt, sobald eine eindeutig bestimmte Aufgabe vorliegt 
Wenn Euler den Widei*stand eines Mediums nicht unter diesen Satz 
einzureihen vermochte, so liegt dies an der Schwierigkeit ein wider- 
stehendes Medium seinem Begriff nach zu ^concipiren und einen adä- 
quaten analytischen Ausdruck dafür aufzustellen. 

Alle Schwierigkeiten, welche man bei diesem Prinzipe gefunden 
hat, sind also nur erkenntnisstheoretischer Natur; sie haben ihren Sitz 
in der mangelhaften Definition der Begriffe, Kraftaufwand, Thätigkeit>- 
menge, Wirkung d. h. unserer Entwickelung zufolge, letztinstanzlich 
in Definition der Kraft. Solange diese logische Definition nicht ein- 
deutig feststand, war auch kein Kriterium zu finden, welches über den 
Werth der analytischen Definitionen entscheiden hätte können. 



§6. 

Werth und Anwendung dieser Prinzipiensätze. 

Man spricht gewöhnlich diesen Sätzen einen verschiedenen relaÜTeo 
Werth zu, insofern der eine besser als der andere zur Naturerklaruni; 
dienlich, oder auch weil der Grad ihrer Exaktheit ein verschiedener 
sei. Nach dem Vorigen muss ihnen allen, wenn auch nicht die gleiche 
anschauliche Evidenz, so doch der gleiche logische Werth zugesprochen 
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werden, weil sie eben nichts Anderes .als logische Sätze sind. Ihr 
Inhalt ist derselbe wie derjenige des Satzes, welcher D. IL als Gmnd- 
gesetz der Mechanik hingestellt wurde. Ein jeder allgemeiner Prin- 
zipiensatz der Mechanik kann keinen anderen Inhalt haben, als eine 
Verbindung der Begiiffe, welche in dieser Wissenschaft wesentlich sind; 
demnach der Begriffe „Zeit, Raum, Masse, Kraft, Geschwindigkeit, 
Arbeit". Dieselben sind in einem Satze so zu verbinden, dass jeder 
Begriff durch die anderen definirt wird, sie also zusammen als Einzel- 
faktoren (Unterbegriffe) ein funktional bestimmtes Gebilde, den Ober- 
begriff „Weltexistenz, Vielheit in Veränderung" ausdrticken. Sieht 
man von der mehr oder weniger gelungenen Form ab, sowohl der- 
jenigen des sprachlichen Ausdrucks als der Form einer nicht immer 
bestimmten und eindeutigen analytischen Symbolik , so leistet ein jeder 
der obigen Sätze das Geforderte. Je nach der speziellen Natur des 
Problems, welches man zu behandeln hat, ist allerdings der eine Satz 
als Ausgangspunkt passender als der andere. Im Allgemeinen wird 
eine solche analytische Form die zweckmässigste sein, welche ein 
Uebergehen von einer Betrachtung zur anderen, von statischen zu 
dynamischen oder umgekehrt, die Eliminining oder Einführung des 
einen oder anderen nothwendigen oder nicht in Betracht kommenden 
Ginindbegriffs, und den gleichen Wechsel neuer Variabein und Be- 
dingungsgleichungen, am bequemsten für die Operationen der Analysi» 
zulässt. Diese im Allgemeinen passendste Form ist Hamiltons Formel 

= r* dt {8T + U) 



J'o 



wobei r= l 2 wt;«; U = 2 {Xdx + YÖy + Zdz) 

dessen Auss<age vollkommen gleichbedeutend mit dem Lagrange' sehen 
und d'Alembert'schen Prinzipe ist. 

Der generelle Kunstgriff, um diese analytischen Foimulirungen 
zu Stande zu bringen, besteht darin, dass man ein beobachtetes 
Geschehen (eine Wirkung) auf verschiedene Ui-sachen bezieht, welche 
diese Wirkung hervorgebracht haben sollen. Hierbei ist es durch die 
Art der einfachsten Beobachtungen nahe gelegt, vornehmlich zwei 
Sorten von Ursachen zu wiVhlen, nämlich sog. innere, welche sich 
auf ein dem Räume nach verhältnissmässig ziemlich abgesondertes 
System beziehen (korrespondirend einem objektiven Dinge, welches als 
solches Ding seinen Einzeltheilen Bedingungen der Bewegungsfähigkeit 
voi-schreibt) , und äussere Ursachen, welchen der ganze übrige Theil 
<ler Wirkung zuzuschreiben ist. Jenachdem nun entweder die inneren 
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oder äusseren Kräfte einer anderen Eonti'ole oder unmittelbarer 
Beobachtung zugänglich sind, gestaltet sich die Wahl der Ausgangs- 
formel. Ist das Ding annähernd yei*tauschbar mit dem starren geome- 
trischen Ding, so ist ein statischer Zustand als Angelpunkt der 
Betrachtung vorzuziehen; ist es eine Bewegungsbahn, welche der 
Beobachtung immittelbarer zugänglich ist, so wird die dynamische 
Formel d'Alembeits als Definitionsgleichung entstehen. 



! 



E. 



METAPHYSISCHE KONKLUSIONEN. 



E. KAPITEL I. 

PHY8IK UND ]\IETAPHYSIK. 



Sobald die Denkthätigkeit hinausgeht über die Stufe, welche wir 
dem animalischen Leben zuschreiben, nach der gewöhnlichen Ansicht 
bestimmt als Beginn des eigentlichen (menschlichen) Denkens, macht 
sich neben der sinnlichen Anschauung das Bedtti-fniss geltend, die 
Vei-schiedenheit und Veränderung der Dinge aus einem Grunde 
zu erklären; denn es ist ja eben dieser logische Prozess, als ein 
psychisches Bedürfniss empfunden, welcher eine vergleichende An- 
schauung, ein Wissen von einer Vielheit der Objekte möglich macht; 
wenn dies auch vorab ein Wissen von allernaivster Form bleibt, über 
dessen Zustandekommen als logischen Prozess man sich gar keine 
Rechenschaft gibt. Der sinnlich angeschauten Aussenwelt als dem un- 
mittelbar Gegebenen wurde deshalb schon mit dem Beginne wissen- 
schaftlichen Denkens ein verborgenes nur durch die denkende Thätig- 
keit ei-schliessbares Sein oder Wesen gegenübergestellt, dem vermeint- 
lich so klaren Naturbilde ein dunkler Hintergiiind ; die Natur als 
Erscheinung sollte hinweisen auf ein erscheinendes Wesen, welches den 
Erkenntniss- und Realgrund der Erscheinung enthalte. Die W^issen- 
schaft theilte sich demzufolge in Physik und Metaphysik. Entstand 
nun das letzte Wort aus Zufall oder Missverständniss, wie man ge- 
wöhnlich annimmt, so kann es nichtsdestoweniger für zweckentsprechend 
und richtig gebildet gelten ^'). 

In mannigfachster Abstufung wurde im Laufe der Zeiten dieses 
Wesen verständlich zu machen gesucht, von den „Ideen" des Piaton 
bis zu „Kraft und Stoff' der modernen Materialisten; denn über die 
Bestimmung dessen, was der metaphysische Ginind leisten sollte, war 
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man wohl einig, nicht aber darüber, ob die Ausflihi-ungcn dieses oder 
jenes Systems der beanspi-uchten Leistung genügten. Im Allgemeinen 
stellte man die Forderung, dass der 'Inhalt der Erfahrung sich aus dem 
metaphysischen Gmnde ableiten lassen solle, aber selbst keine der im 
Inhalte der Ei-fahi-ungen auftretenden Bestimmungen enthalten dürfe, 
weil ja sonst nur eine Tautologie zu Stande käme. In ei'ster Linie 
war hiei-mit eine Theorie der Begriffe und das Wesen des Begriffs im 
Gegensatz zu Alledem, was durch Begriffe bestimmt wird, geforderL 
Eine solche unzweideutige Theorie kann aber nicht urplötzlich ent- 
stehen, sondein musste sich dem Gange alles Lebens gemäss entwickeln. 
Solange sie nicht als exakte Wissenschaft vorlag, war es für die Kritik 
nicht schwer, in jedem umfassenden metaphysischen System, mochte 
es noch so viel Wahres enthalten, Punkte aufzufinden, wo irgend ein 
Verhältniss der Wirklichkeit aus seiner konkreten Erscheinung nur in 
eine abstrakte Fassung gebracht worden war, und in diesem Gewände 
den Erfinder selbst über seine wahre Abstammung und innere Bedeu- 
tung täuschte. Häufig aber wurde auch die Bedeutung eines Ausdrucks 
oder Begriffs von der Mitwelt anders aufgefasst; denn es spricht ein 
jeder seine eigene Sprache, sobald Eropfindungsbegriffe verwendet 
werden ; nur in den Denkbegriffen ist eine gemeinsame Sprache möglich« 
In der Verzweiflung über die unzureichenden Vei-suche einiger 
weniger Jahrtausende erkläiten dann die Empiristen, dass alles 
Suchen liach einem metaphysischen Giiinde unvernünftig, dass Meta- 
physik keine Wissenschaft sei, dass es eben nur Erfahrungsobjekte 
gebe. Dieselben müssten um konsequent zu bleiben dann aber aach 
zugeben, dass alles Erklären Wollen überhaupt sinnlos sei, dass 
der vernünftige Mensch nur beschreiben düife. Zu dieser Resignation 
verstehen sich aber die Gegner metaphysischer Spekulation nicht ein* 
mal, sondern sie suchen ihrei-seits doch wieder aus den Wirkungen 
von Kraft und St6ff zu erklären; denn diese Eraftwesen und Stoff- 
substanzen sind wiedenim metaphysische Produkte, die durchaus nichts 
gemein haben mit der Materie und Kraft des sinnlich interessirten 
Anschauens der Aussenwelt. Man mag noch so sehr und mit Recht 
den Versuch des Einzelnen als misslungen bezeichnen, der es unter- 
nimmt den ganzen dunklen Hintergrund der Welt dem Menschengeiste 
zugänglich zu machen; ohne jenen Hintergrund würden die £i*schei- 
nungen der Aussenwelt in ein Chaos von Heterogeni täten zerfallen; 
und wenn der Menschengeist in einem titanenhaften Ringen gegen das 
grosse Unbekannte nicht seine Kräfte üben, seine Fragen stellen lemen 
dürfte, so würde es bald vorbei sein mit dem Fortschritt der Erkennt- 
niss. Glücklicherweise für die Wissenschaft sind jene Empiristen mehr 
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Meiaphysiker , werden häufiger durch Deduktion inspirirt als sie 
glauben. 

Die beschreibende Naturfoi-schung gebraucht meist empirische 
BegriiFe, d. h. solche, welche darauf abzielen, in der Erinnerung den- 
selben Voi-stellungsinhalt wie in der unmittelbaren Wahrnehmung zu 
erwecken. Ihr ist das Feuer ein wärmendes, bi*ennendes, it)thgelbes, 
nach oben zuckendes — Etwas. Das Subjekt ist eben Subjekt, und 
interessirt weiter nicht; die blosse Empfindung hat genug an den 
Attributen. Aber der ganze Mensch fragt nach mehr. Wenn der 
Urmensch das Feuer eine Art von Schlange nennt, und seine Nach- 
folger es bezeichnen als Lebensluft, FeuerstoiF, glühendes Gas — dessen 
Bedeutung wir von dem Erfinder dieses Wortes erklärt erhalten als 
„spiritum incognitum hactenus voco gas, a verbo chaos^ — und wenn 
diese Beschmbung in der Neuzeit lautet: stark bewegte kleine Köiper- 
chen von gewisser noch unbestimmter Art etc., so sind dies alles Stufen 
metaphysischen Erklären Wollens, von denen auch die letzte dem 
exakten Metaphysiker noch ebenso unzureichend erscheinen muss 
wie die ei*ste, obschon eine jede Erkläiiingsstufe mit gewisser Vor- 
nehmheit auf die frühere, als einer in den Fesseln abgethaner Meta- 
physik schmachtend, niederblickt. 

Was demgegenüber die exakte Metaphysik leisten soll, ist definirt 
worden A. VI. Sie darf nur Denkbegrüfe verwenden , welche aus dem 
Element aller Denkthätigkeit synthetisch konstruirt werden können, 
und diese mit den uns unmittelbar bekannten Empfindungsbegriflfen 
verbinden. Sie ist es, welche den mathematischen Begiiffen ihre Be- 
deutung, dän Methoden ihre Rechtfertigung gibt Sie bestimmt aber 
auch die Grenzen des vernünftigen Erklärens und weist die Frage nach 
einem metaphysischen Grunde des Denkens und Empfindens, einem 
logischen Grunde der Weltexistenz als Alogismus zurück; womit nicht 
ausgeschlossen bleibt, dass in der Sphäre des Gefühls ein ähnlicher 
Satz von anderem Standpunkte aus betrachtet einen gewissen Sinn 
haben kann. 

Anwendbarkeit der Denkbegriffe zur Erkllrang der 
NaturrorgBnge. 

In D. wurden die Gesetze einer Mechanik aufgestellt, welche un- 
verbrüchlich für eine aus Denkbegrififen konstruirte sog. logische Welt 
zu gelten hätten. Bei Aufstellung dieser Gesetze wurde ganz davon 
abgesehen, ob jene Konstruktionen mit dem kon'cspondii'en, was wir 
objektive Welt, Natur nennen. Gehen wir jetzt zur Erkläiiing der 
Natur über, so stellt sich die Frage, ob jene Konstmktionen auf die 
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Aussenwelt anwendbar sind. Die Antwoi*t auf diese Frage ist sowohl 
in A. als auch in begleitenden AusfOhi-ungen der Sätze von B. C. D. 
gegeben worden; sie heisst: 

Wenn die Natur etwas unsei*em Denken und Begriffebilden ganz 
Heterogenes ist, dann bleibt es vergeblich irgend ein Erklären der- 
selben vei-suchen zu wollen. Eine Erklärung kann nur in Begriffen 
stattfinden, Erklärung zeitlich räumlicher Verändeiningen nur in Denk- 
begrififen; deshalb muss eine erklärbare, eine wissenschaftlicher Erfab- 
ining zugängliche Natur den Gesetzen einer logischen Kombination der 
BegiifFe folgen ; wir . konstruiren die Foim der Dinge und die Ver- 
änderungen dieser Form in Baum und Zeit nach logischen Kombi- 
nationen ; wenigstens alles, was wir von der Natur zu wissen vorgeben, 
bewegt sich in — und besteht aus — solchen Kombinationen. 

Man könnte nur noch die Möglichkeit aufweisen, dass noch weitere 
Begiiffe als die von uns aufgestellten verwendbar seien. Solche könnten 
aber nur aus weiteren Kombinationen der gefundenen bestehen, weQ 
auf die Elemente und die elementarste Verbindung aller Begiiffsbildong 
zurückgegangen wurde. 

Ein sehr häufiger Fehler wird bei dem Versuche neuer Begriff 
bildungen begangen dadurch, dass man aus Unkenntniss des Wesens 
der Begriffe die instinktiv und richtig gefundenen Elementarbegriffe 
wie „Raum, Zeit, und voi-nehmlich den Kraftbegriff** generalisiren zu 
dürfen glaubt, ebenso wie man aus einem Hauptworte mit verschie- 
denen zugefügten Adjektiven allgemeine Alten von Dingen, und diesen 
koiTOspondirend generalisirte empirische Begriffe produzift Ein jeder 
Denkbegriff ist aber ein Uni cum, bestimmt in sich, und sobald er 
verändert wird , einerlei ob durch eine sog. Generalisation, ist er nicht 
mehr was er war. Ein kinimmer Raum, eine heisse Zeit, ein grünes 
Wachsthum, sind keine Denkbegriffe; aber dergleichen Wortkom- 
binationen mögen immerhin in der Umgangssprache gerechtfertigt sein, 
um gewisse Vorstellungen dai-zustellen. Ebenso einzigartig wie 
^Raum und Zeif* ist der Ki-aftbegiiff der exakten Metaphysik« als 
logischer Funktionalbegiiff zeitlich räumlicher Veränderungen. Andere 

Arten von Kräften, welche nach einem anderen Gesetz als J^ 

r* 

wirken sollen, — vielleicht abhängig von einer gebi*ochenen oder 
imaginären Potenz der Entfernung, oder von einer Potenz einer ima- 
ginären Entfernung, oder Kräfte, denen kein Potential zukommt 
momentan ausserhalb der Zeit wirken, abhängig sein sollen von der 
Anzahl vorhandener Massenpunkte, oder wie immer sonst die Phan- 
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tasmen eines symbolischen Schematismus heissen mögen, der den realen 
Boden einer veraünftigen Deutungsmöglichkeit verlassen hat — alles 
dies sind Abarten des vagen empirischen Kraftbegriffes, welche eben- 
sowenig eine metaphysische Erkläi-ung zu Stande bringen können wie 
die vom Urmenschen entdeckte Feuerschlange. Sollten Ei-scheinungen 
übrig bleiben, welche nicht durch das logische Kraftgesetz erklärt 
werden können , so ist keinenfalls ein Ei*satz oder Aushülfe mit solchen 
Kraftarten zu leisten. Hierdurch wird aber nicht ausgeschlossen, dass 
auch andere analytische Formeln als solche, in welchen der Ausdruck 

^ j * ostensibel auftritt, Erscheinungen in gewissen Begrenzungen 

zusammenfassen können; nur können sich solche nicht auf das Element 
Kraftpunkt beziehen. Sie werden sich beziehen auf Gruppen von 
Kraftpunkten oder aber auf ausgedehnte geometrische Gebilde, Köi-per- 
elemente, der Infinitesimalmethode zuliebe Punkte genannt, welche 
sich drehen, ein Oben und Unten haben , wie deren von vielen Mathe- 
matiken! je nach Bedürfniss acceptirt werden. 

Dass aber dergleichen Kraftelemente, abgesehenvon dem Gebrauche 
eines der geometrischen Bestimmung widersprechenden BegriiFs, von 
einer exakten Metaphysik nicht acceptirt werden dürfen, möge das 
Folgende noch etwas eingehender zeigen. 



E. KAPITEL II. 

THEORIE DER ATOMISTISCHEN KOX 
STITUTION DER KÖRPER. 



§1- 

Der Kraftpunkt 

Es wurden im Vorhei-igen schon verschiedene Gründe aufgeführt, 
weshalb es für die logische Analyse nothwendig ist, in letzter Instanz 
auf Punkte als Elemente einer jeden physikalischen Konstruktion 
zurückzugehen. Der zuerst hervorgehobene technische Grund war, 
weil es nur dadurch, dass man den Punkt als geometrischen Träger 
des Funktionalbegiiffs annimmt, möglich wird, den ganzen Baum für 
die räumlich zeitlichen Verändei-ungen zugänglich zu machen. Wird 
diese unbeschränkte Dispositionsstellung für gewisse Ei*scheinungen nicht 
erforderlich, so liegt eben ein Spezialfall vor; das Ausgangsprinzip 
muss sich aber diese Unbeschränktheit sichein. 

Dieser technische Grund steht in engster Verbindung mit 
dem logischen, ist vielmehr nur der handwerksmässige Ausdruck des 
logischen Satzes, dass der Gebrauch der Denkformen keine räumliche 
oder zeitliche Beschränkung duldet, weil sie dem Begriff des unbe- 
grenzten Foilschritts der Denkbewegung zuwider ist Wir können 
demselben Gedanken auch eine speziell metaphysische Form geben, 
folgendei'weise : 

Es ist sehr gut möglich durch die Hypothese von ausgedehnten 
Kraftelementen viele Ei-scheinungen funktional zu verbinden, zu er- 
klären; also nach einem fiilheren Ausdrucke durch speziell gebildete 
Volum - Massenköi'per , deren Massenzahl (Gewicht , Kraftintensität j 
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gleichmässig über das geometrische Volum ausgebi-eitet gedacht wird. 
Aber solche ausgedehnte Kraftelemente enthalten immer wieder die 
neue Frage, wodurch sie denn eigentlich hergestellt worden sind; denn 
sie enthalten wiederum Theile, die also der eine auf den anderen 
wirken müssen. Diese gegenseitige Wirkung müsste aber aufs Neue 
Veränderungen innerhalb ihrer hervorbringen; oder aber es müssen 
neue Knlfte erfunden werden, um diese Wirkungen zu paraly- 
siren, einen Gleichgewichtszustand hervorzuiiifen. Dadurch erhalten 
wir aber einen Komplex, eine Vielheit, statt eines veimeint- 
lichen Elementes, mit der Aufforderung zu einer neuen Analyse. Die 
logische Bewegung kommt erst bei dem letzten möglichen Elemente, 
der absolut einfachen Setzung, dem Kraftpunkte bei mechanischen 
Betrachtungen, zur Ruhe, wo jede weitere Frage logisch ausge- 
schlossen ist. 

Auch der Kraftbegriff in seinem analytischen Ausdrucke ^ ^ 

verlangt peremtorisch seine Beziehung auf geometrische Punkte. Die 
gleichmässige Ausbreitung einer Massenzahl auf eine Ausdehnung ist 
eine Vei'schmelzung zweier heterogener Begriffe , als solche logisch nicht 
erlaubt; nur dadurch, dass die Zahl geom^tiischen Punkten koordinirt 
wird, bleibt sie metaphysisch von der Ausdehnung getrennt, die beiden 
Begiiffe bleiben nebeneinander bestehen in ihrem logischen Werthe. 
Die Vereinigung beider Begriffe zu dem analytischen Produkte MV 
ist unbedenklich, weil dieses Pi*odukt sich auf eine arithmetische Ein- 
heit bezieht, und nicht den Anspruch erhebt, die logische Vei'schmel- 
zung von M und V hervorgebracht zu haben. 

Derselbe Gedanke kann noch einen anderen Ausdruck erhalten. 
Die Einzelkraft darf im Räume nur als wirkend in gerader 
Linie gedacht werden, weil sie sonst nicht die einzelne, die einfache 
Ursache der Veränderung wäre ; denn die Bewegung in krummer Linie 
ist eine verschiedenaitige in Bezug auf einen festen Ausgangspunkt. 
Die Bewegung des Körpers muss aber nicht allein geradlinig, sondern 
auch in der Richtung auf die wirkende Raumstelle gedacht werden, weil 
sonst die beschriebene gerade Linie in Bezug auf den wirkenden Ort 
wiedemm eine verechiedenartige , also nicht die geforderte einfache, 
absolut elementare wäre. Hypostasiren wir nun ein ausgedehntes 
Element, etwa eine gerade Linie, welche durch ihre Wirkung auf den 
Punkt diesen in gerader Linie nach einem ihi*er Punkte hinbewegt, 
so wirken doch alle ihre anderen Punkte in anderer Weise; die 

25 
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gerade Linie ist also nicht das gesuchte letzte Element, sondern eine 
Vielheit solcher. Der logische Funktionalbegriff fordert also seine Be- 
ziehung auf geometrische Punkte, wenn er widerspruchsfrei in der 
metaphysischen Erklärung verwendet werden soll. 

Zu bemerken ist noch für diejenigen, welche vorziehen mit Vor- 
stellungen zu operiren, anstatt wie hier mit Begriffen, and die 
deshalb die Voi'Stellung von gesondeiten Kraftpunkten, zwischen 
welchen also ein leerer Raum liegen muss, für unstatthaft erklären, 
dass, wenn man die hier postulii-te Begiiffswelt in eine anschauliche 
Vorst«llungswelt ttbei'trägt, diese letztere sich in gar Nichts von einem 
mit Materie kontinuirlich erfüllten Baume unterscheidet, welche Materie 
an den vei*schiedenen Stellen des Raumes eine verschiedene Dichte 
hat; denn für einen jeden Punkt des begiifflich leeren Raumes kann 
die Resultante aller Eraftpunkte gefunden werden, und deren Gros» 
bestimmt die Dichte der sinnlichen Voi-stellung „Materie", Dies wäre 
die Weltkonstruktion der dynamischen Hypothese. 



§2. 

und . abstossende Kräfte. 

Bei Aufstellung der Bewegungsgesetze blieb es ganz dahingestdit 
ob man sich die Wirkung des Kraftpunktes als anziehend oder ab- 
stossend denken wolle, weil diese zwei möglichen Arten der Wirkiin£ 
die abstrakte Foim des Gesetzes nicht beeinflussen. Beide Arten der 
Wirkung sind deshalb auch in den vei*schiedenen atomistischen Hypo^ 
thesen vei'wendet worden; denn die Erklärungsvei*suche mussten durch 
Zulassung zweier Wirkungsarten offenbar bequemer aus&Uen; auch 
schien es unmöglich mit einer einzigen auszukommen. Aber diese zwri 
Kräftealten reichten noch nicht aus, um die Konstitution und Wirkung^* 
weise der Körper auch nur in ihren Hauptzügen zu erklären. Man 
sah sich veranlasst, noch wenigstens zwei verschiedene Arten von 
Materie zu hypostasiren , welche ihrer Masse nach sehr verschieden 
sein mussten. Mit Hinsicht auf einige hervorragende allgeraeiBe 
Beobachtungen legte man sodann der gröberen Materie anziehende, 
der feineren (Aethermaterie) abstossende Kräfte bei. Nun kam aber 
die Frage , in welcher Weise denn diese abstossenden und anzidiendeD 
Kräfte oder ihre respektiven heterogenen Materien aufeinander wirken 
sollten? Man entschied sich bei dieser Frage entweder f&r repolsiT 
oder attraktiv; und jeder Autor konnte für seine Meinung GrOnde 
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vorbringen, weil hei der entgegengesetzten Annahme die von ihm selbst 
konstruirten Formeln falsch wurden. Eine logische Untersuchung, ob 
denn überhaupt die Verbindung solcher hetei*ogener Begriife zulässig 
sei, hielt man umsomehr für übei-flOssig, als ja selbst Kant beide 
Kräfteaiten vei-wendet hatte. (Ausg. Hartenstein IV. 400.) Diese 
logische Untersuchung muss aber einmal ansgeftkhrt werden, trotz aller 
vermeintlichen Selbstverständlichkeit, dass dergleichen zulässig sei. 



Wenn es wirklich zugleich abstossende und anziehende Massen 
gäbe, so muss einem jeden logischen Urtheile zufolge im Falle gleicher 
Masse die Wechselwirkung der beiden weder attraktiv noch i*epulsiv, 
sondern Null sein, und bei ungleichen Massen gleich der Differenz 
der beiden. Wenn man eine hiervon verschiedene Annahme macht, 
dann versetzt man in die Atome neue teleologische Fähigkeiten, mit 
HQlfe welcher dieselben es fertig bringen sollen , das ihnen Gleich- 
artige von dem Ungleichartigen zu untei'scheiden. Man gibt dabei zu- 
gleich den Begriff des Einfachen auf; denn ein Atom, welches hier 
anzieht, dort abstosst, ist bei vei*schiedenen Gelegenheiten ein ver- 
schiedenes, also nicht mehr das konstante Element, der identische 
Begriff, welcher allein zu einer metaphysischen Erklämng tauglich ist 

Ebensowenig hilft die Berufung auf eine verschiedene Qualität 
der Masse. Die logische Masse hat keine Qualität, ebensowenig wie 
die arithmetische Eins; sie sagt blos aus, dass man eine gevdsse 
Grösse der Wirkungsfähigkeit denken soll. Gelingt es nicht, mit einem 
einheitlichen Massen- und Kraftbegiiff auszureichen, dann ist eine 
atomistische Konstruktion der Welt im Sinne einer zureichenden meta- 
physischen Erklärung unmöglich. Untersuchen wir also zuvörderst, 
ob weder abstossende noch anziehende Kräfte einzeln genommen zu 
Widersprüchen führen, ob also beide gleichbei-echtigt als Ausgangspunkt 
einer atomistischen Konstruktion dienen können. 

Anziehende Kraftpunkte. 

Der gewöhnlichen Auffassung zufolge sind alle sieht- und tastbaren 
Körper der Gravitation unterworfen. Dies führte zur Annahme an- 
ziehender Kräfte bei sog. ponderabler Materie. Setzen wir Systeme 
von anziehenden Kraftpunkten, so erscheint in den Betrachtungen und 
Formeln kein Widei*spruch, solange dieselben sich getrennt von ein- 
ander bewegen. Der Fall aber, dass einmal zwei solcher Kraftpunkte 
aufeinander treffen, kann logischerweise gar nicht ausgeschlossen werden, 
wenn man nicht wieder neue Kräfte einführen will, die dies verhindern 

25* 
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sollen; diesen Fehler begeht die Annahme absolut harter undutli- 
dringlicher Atome. Glaubt man den Atombegiiff Oberhaupt wahret 
zu können, indem man dem geometrischen Punkte physikidische Ub- 
durchdringlichkeit beilegt, so erzeugt man den geometrischen Wider- 
sinn eines Gebildes, welches aus zwei nebeneinanderliegenden Ponktn 
besteht ; ein Ding bestehend aus zwei Grenzen, ohne jedoch, dass et wa^ 
existirt, was zu begi*enzen wäre. 

Viele Mathematiker gehen jedoch über diesen Einwand hinweg. 
weil wie sie behaupten, die Formeln blieben trotz alledem richtii:; 
man brauche nur anzunehmen, dass die Punkte von einander abpralleij 
oder durch einander hindurchgehen. Das ist aber keine andere For- 
derung als diejenige: der Begriff des geometrischen Punktes müsse 
sich nach den Anforderungen einer empirisch abgeleiteten Forme'. 
ändeiii. Lassen wir aber einen solchen Rechtfertigungsversuch vorlaut: 
gelten, so wird uns das Gesetz von der Erhaltung der Kraft weitere 
Widersprüche in den Eonsequenzen dieser Annahme aufeeigen. 

Die Bewegungsenergie zweier zusammenstossender Elemente mnss 
vor wie nach dem Zusammenstoss gleich bleiben; die beiden Kraft- 
punkte müssen also mit unveränderter Geschwindigkeit auf ihrer Bahn 
zurück oder vorwärts gehen. Das Abprallen der Atome ist uns nun 
eine glaubliche Voi'stellung; weil wir an den Abprall elastischer Körper 
denken. Hier ist aber von Körpern nicht die Bede. Der Abprall der 
Atome ist ein Widerspruch gegen das Gesetz* der Kontinuit&t, weil 
dieselbe Ui-sache hier plötzlich eine entgegengesetzte Wirkung henror- 
bringen müsste. ' Der Alogismus in dieser Anwendung des Gesetze 
von der Erhaltung der Kraft zeigt sich aber auch darin, dass diese 
Konsequenz einem anderen logischen Beginff, demjenigen von der 
Summirung der Bewegungsmomente widerspricht. Dieser SummatioL 
zufolge müssten die zusammenstossenden Atome in Ruhe verbleiben. 
Deshalb ist auch der Zusammenstoss absolut harter undurchdringlicher 
Köi-per ein kontinuirliches Kreuz für die Mathematiker geblieben, aQ<^ 
dem einfachen Grunde, weil diese Attribute einander widersprechen, 
wenn sie den Merkmalen des Körpei's zugeordnet werden sollen, in 
der praktischen Mechanik wird dieser Widersprach gelöst durch die 
Annahme innerer Veränderangen der Köi-per, eine Hilfe, welche bei 
dem Atombegriff ausgeschlossen ist 

Die Annahme des Durcheinandergehens der Atome hat viele der 
obigen Fehler nicht; dafür enthält sie den neuen, dass man in einem 
gewissen Zeitmomente die beiden Kraftpunkte in einen untheilharm 
zusammenfallend denken soll, was ein Widei'spruch gegen die E!ristenx 
beider ist. Es hilft nichts, dass man bei dieser Gelegenheit sich mit 
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dem missverstandeneii' Begrifif des Unendlich Kleinen auszureden ver- 
sucht, denn auch die quantitative Auffassung unterecheidet 2. dm von 
l.dm, und ihr dt ist ein bestimmter Zeitmoroent, wenn ein bestimmter 
Fall gegeben ist Auch physikalisch wäre nicht einzusehen, waiiim 
beim Zusammenstosse zweier Körper nicht jedesmal ein Theil des einen 
durch den anderen hindurchgehen sollte; ein Fall, der doch noch nie- 
mals beobachtet worden ist, und woraus gerade das Attribut der Un- 
durchdringlichkeit kleinster Körperelemente als physikalisches Axiom 
entstanden ist. 

Hiermit fällt die Annahme von anziehenden Kraftpunkten als 
Elementen der Körper, als Element derjenigen metaphysischen Kon- 
struktion, welche das physische Verhalten der Köi'per erklären soll. 

Abstossende Eraftpunkt«. 

Dem allgemein metaphysischen Gedanken nach hat die Annahme 
repulsiv wirkender Kräfte schon insofern etwas Empfehlendes, als 
dadurch dem nun einmal nothwendigen Atom die Selbständigkeit und 
Unzei*störbarkeit zugesprochen wird. Diese letzteren Attribute des 
Atoms sind eine Repetition des Satzes: was einmal gegeben, daseiend 
ist, das bleibt daseiend; die ^Betrachtung des Daseienden von einem 
wechselnden Standpunkte der Zeit aus hat keine Bedeutung für seine 
Existenz. 

Ein Zusammenstoss zwischen solchen Atomen kann niemals statt- 
finden, und dadurch fallen alle die Widersprüche weg, welche hieraus 
für das attraktiv wirkende Atom entstanden. Bewegen sich zwei solche 
Atome gegeneinander mit einem bestimmten Bewegungsmoment, so 
erfolgt die rückläufige Bewegung nach dem Gesetz der absoluten 
Elastizität; werden sie unter dem konstanten Einfluss von Kräften 
gegeneinander getrieben, so verwandeln sich ihre Bewegungsmomente 
in Leistung und das Grundgesetz der Mechanik sammt allen anderen 
Begriffen wird nirgendwo verletzt 

Aber fliegt bei einer solchen Annahme die ganze Welt nicht aus- 
einander, und würde dieselbe sich zu unserer Zeit nicht schon in 
unbegrenzte Verdünnung, vulgo Nichts, aufgelöst haben? Dieser 
Einwand war einer der hervorragendsten, welche Philosophen und 
Naturforscher bei den angeblich durch die Thatsache der Gravitation 
demonstrirten anziehenden Kräften verharren Hessen. Auch Kant 
glaubte nur mit Hilfe dieser letzteren und sog. Flächenklüften den 
stabilen Körper konstruiren zu können. Da wir nun aus logischen 
Gründen die Annahme von gleichzeitig vorhandenen verschiedenen 
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Kräftearten negiren mussten, ist dem obigen Einwände der Weltanf- 
lösung zu begegnen. 

Von einem absolut stabilen Körper wissen wir nichts und können 
nie etwas von einem solchen wissen, weil uns kein absoluter Maassstab 
gegeben ist. Die logische Behandlung der Probleme fordert aber 
auch keine absolut stabilen Körper, sondern nur konstante Elemente 
zur Konstruktion eines relativ stabilen Köi-pera, d. h. von Körpern. 
welche qualitativ dieselben, geometrisch sich ähnlich bleiben. 
Wenn wir also, von einem absoluten Standpunkte und Maasseinheit 
aus betrachtet, uns beständig ändern, mitsammt aller Welt aosem- 
anderfliegen, so ist es für die Möglichkeit einer logischen Konstraktion 
nur nothwendig, dass die Ginindgesetze der Natur solche seien, da&s 
die gegenseitigen Verhältnisse von Köipeimaass, Zeitmaass und Ver- 
änderungen derselben, identisch bleiben. Findet dies statt, so wird 
die objektive Welt uns stets als eine und dieselbe erscheinen, und 
es ist ganz gleichgültig, ob von jenem absoluten Standpunkte aus die 
Welt sich vergrössert oder verkleinert. Diese Bestimmung der relativen 

Identität wurde aber bei Konstruktion des Kraftgesetzes Vh^rh 211 

Grunde gelegt; musste zu Grunde gelegt werden, weil die B^riffe 
„Bewegung, Grösse der Zeit, Grösse der Ausdehnung, Grösse der 
Masse'*, relative waren. Also genügt unsere logische Welt dieser Be- 
dingung, und der i-epulsive Kraftpunkt ist zulässig. 

Will man, um die Sache plausibler zu machen, diese RelatiTität 
der Begiiffe wiedeiomi in sinnliche Voi'stellungen übertragen, so kann 
man sich mit der mathematisch beglaubigten Versicherung trösten, 
wir seien nun einmal so organisirt, dass von dem thatsächlich statt- 
findenden Auseinanderfliegen der Welt gar nichts gemerkt wird. Die 
mathematische Foim dieses Satzes wurde schon von Newton gefanden, 
und wird als reiner Ausdmck eines logischen Gesetzes ewigen Werth 
haben, wenn auch sein Gravitationsgesetz sich als ungenau erweisen 
sollte. 

Wenn nun eine Beobachtung von uns die Annahme fordert, das$ 
ein bestimmtes Atom (repulsiv wirkend gedacht) in Ruhe verbleibe. 
obgleich nach der einen Seite desselben eine grosse Anzahl anderer 
repulsiver Atome liegen, so ist die logische Konstruktion durch Nichts 
gehindert, auf der anderen Seite in beliebiger Entfernung eine solche 
Kräftezahl (Masse) zu setzen, dass jenes erstere Atom in Gleichgewicht 
verharre, trotz alles sein sollenden Auseinanderfliegens dieser Atome. 
Aus diesem Grunde kann man sich die Vorstellung der Weltkonstitutioo 
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bei repulsiven Atomen sehr vereinfachen — wenn man fürchtet durch 
das Festhalten der relativen Begriffe schwindlig zu werden, und des- 
halb vorzieht wie vorher zu konkreten Vorstellungen überzugehen. 

Wenn man nämlich ein bestimmtes Problem behandelt, so liegt 
immer nur eine räumlich begrenzte Anzahl von Atomen der Betrach- 
tung vor, sonst wäre eben die Aufgabe keine bestimmte. In der 
Mechanik wird zwar häufig die Redensart gebraucht: „eine unendlich 
ausgedehnte Flüssigkeit, die in der Unendlichkeit ruht''; dieselbe 
sagt aber durchaus nichts anderes aus als „räumliche Begi'enzung'S 
wobei die Begi*enzung gewissen Bedingungen unterworfen ist; die 
Wörter „unendlich ausgedehnt, Ruhe in der Unendlichkeit'' sind keine 
logischen Begriffe, sondera den analytischen Symbolen angepasste Aus- 
di-üeke, deren wahre Bedeutung in J3, C, D gegeben worden ist. Um 
nun nicht durch die Relativität des Bewegungsbegrifiis in der analyti- 
schen Formulirung gestört zu werden, kann man sich obige begi'enzte 
Anzahl von Atomen vorstellen als eingeschlossen zwischen undurch- 
dringliche Wände, welche gebildet werden durch die Grenzen des zu 
behandelnden Raumes; diesen Wänden muss sodann dieselbe Eigen- 
schaft der absoluten Elastizität wie den Atomen gegeben werden. 
Hierdurch ist die logische Relativität der mechanischen Maasseinheiten 
durch eine konkrete Voi'stellung ersetzt Will man aber durchaus das 
Wort „unendlicher Raum'' beibehalten, nun so darf demselben auch 
nicht die Möglichkeit abgesprochen werden, bis in die sogenannte 
Unendlichkeit hinein Kräftepunkte zu beherbergen, deren Wirkung die 
Veränderungen der im obigen bestimmten Problem enthaltenen Atome 
begrenzt Diese sogenannte Unendlichkeit der Masse im unendlichen 
Räume liefert demnach dieselbe konkrete Voi'stellung wie die undurch- 
dringlichen Wände, kann als Ei'satz dienen für die logisch allein zu- 
lässige Relativität der Maass - Einheiten. 

Man darf nun nicht vermeinen, dass mit diesen Thesen und Anti- 
thesen von Unendlichkeit oder Endlichkeit des Raumes ^ Zeit, Masse, 
wie sie in Kants Antinomien, und heutzutage etwas verändert in dem sog, 
kosmologischen Problem auftreten, irgend etwas Absolutes behauptet 
oder Thatsächliches ergründet werden könne. Dergleichen bleiben 
ewig unfruchtbare Spielereien, wenn sie als Erörterung des absolut 
Daseienden gelten sollen; sie sind nur gut dazu, um uns über die 
widerspruchsvollen Begriffisbildungen bei Anwendung des unendlich 
au&uklären und vor deren Vei*wendung zu warnen. Die Logik darf 
nur von begrenzten Räumen, Zeiten, Massen sprechen, ohne sich jedoch 
eine Schranke zu setzen, diese Grenzen beliebig weit hinausrücken zu 
können. Wollen wir diese logische Fähigkeit grenzlos nennen, nun 
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gut; aber ein unendlicher, d. h. grenzenloser und doch bestimmter 
Baum, als objektives Ding, absolute Substanz, oder dei'gleichen — ist 
eine Negation des vernünftig und bestimmt Denken Wollens. 

Allen direkten Einwürfen gegenüber hat sich der repulsive Kraft- 
punkt als zulässig erwiesen; es ist jetzt zu sehen, inwieweit er zur 
metaphysischen Erkläi-ung physikalischer Vorgänge tauglich ist. 



§3. 

Der Aether. 

Wenn wir abstossende Eraftpunkte im Räume veitheilt denken« 
seien dieselben zu einer gewissen Zeit in Ruhe oder mit eigener Be- 
wegung ausgestattet, so werden dieselben im Allgemeinen ihre gegen- 
seitigen Bewegungen ausgleichen und in einen Gleichgewichtszustand 
übergehen, oder vielmehr in einen solchen Zustand, wo ein jeder 
Kraftpunkt regelmässige Schwingungen um ein bestimmtes Gleich- 
ge Wichtszentrum ausftlhrt. Diese Gleichgewichtszentren werden schliess- 
lich die Lage grösstmöglicher Stabilität annehmen; dieselbe wird an- 
gegeben durch die möglichst homologe Vertheilung der Zentra im 
Räume. Eine absolut gleichmässige Vei-theilung derselben, wobei also 
ein jedes von seinen nächsten Nachbaren gleiche Distanzen hat, ist 
unmöglich, weil der Raum von dem absolut regelmässigen Körper 
(Tetraeder) nicht stetig erftdlt werden kann. Die der absoluten Regel- 
mässigkeit genäherteste Form, welche den Raum stetig ausfüllen kann, 
ist die Vertheilung nach den Ecken des Würfels. Eine solche sei flkr 
das Folgende zu Grunde gelegt. Eine solche regelmässige Anordnung 
von Kraftpunkten im Räume werde „Aether^' genannt Andere Gleidi- 
gewichtszustände des Aethers, also andere Arten von Aether würden 
entstehen durch homologe Vertheilung der Kraftpunkte in verschiedenen 
Richtungen. Diejenigen, welche unsei*e irdische Physik interessiron, 
werden angegeben durch die Gestalten kristallisirter Köiper. Wegen 
der verschiedenen Entfei-nung der Kraftpunkte von einander muss im 
Allgemeinen die Reaktion des Aethers gegen Störungen, also seine 
Elastizität, eine verschiedene sein in den verschiedenen Richtungen. 
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§4. 

Das Körperatom. 

Um in einer solchergestalt konstituirten Welt Unterschiede ent- 
stehen zu lassen, die mit dem koiTCspondii-en, was wir Köi'per nennen, 
gibt es kein anderes Mittel als verschiedene Giuppirungen der Kraft- 
ponkte anzunehmen. Die Chemie lehrt uns nun, dass es, wenigstens 
in der uns bekannten Welt, stabile Körperbestandtheile gibt, oder viel- 
mehr : wir nennen diejenigen Gmppirungen, welche sich als unveränder- 
lich in dem uns bekannten Zeitablaufe erweisen, „chemische Elemente'', 
welche zur Bildung eines physikalischen Körpers nothwendig sind. Es 
kommt jetzt also darauf an diejenigen Gmppirungen von Kraftpunkten 
ausfindig zu machen, welche einer solchen Unveränderlichkeit genügen. 

Nach einem früher gefundenen Satze würde dieser Stabilität, so- 
fern die Kraftpunkte oder Gruppen derselben in relativer Ruhe voraus- 
gesetzt werden, nur der eine Fall genügen, wenn alle Gi-uppen in 
Symmetrieebenen homolog vertheilter Systeme liegen; ein Fall, welcher 
schon gleich von der Beti'achtung auszuschliessen ist, weil dann keine 
Veränderung in der Welt stattfände, also das, was wir jetzt Welt 
nennen, nicht existirte. 

Um der Stabilität der Existenz von Atomgruppen zu genügen, 
müssen dieselben demnach nothwendig als bewegt gedacht werden. 
Die Art der Bewegung, welche ihre Auflösung durch die übrigen 
Kraftzentra verhindert, ist jetzt zu bestimmen. 

Den beiden Denkformen „innere — äussere Beziehung'' entsprechend 
kann es nur zwei Arten von Bewegung geben, wenn von einem Einzel- 
komplexe einer Gesammtheit gegenüber die Rede ist. Diese beiden 
Arten sind innere Bewegung des Komplexes, bei welcher er der Ge- 
sammtheit gegenüber in Ruhe verbleibt, und äussere Bewegung, bei 
welcher er der Aussenwelt gegenüber Veränderungen durchmacht, eine 
Bahn beschreibt Von allen inneren Bewegungen eines Gesammt- 
komplexes sind es nur diejenigen der Rotation, welche unter allen Um- 
ständen die relative Ruhe der Aussenwelt gegenüber behalten. Die 
Drehung ist also diejenige Bewegung, welche eine Gruppe von Kraft- 
punkten zu einem stabilen Komplexe machen kann. 

Beleuchten wir dies Resultat mit den Sätzen, welche die analytische 
Mechanik aufgestellt hat, so sind darauf zunächst die von Dirichlet und 
Glebsch gefundenen anzuwenden, deren Hauptsache folgendermaassen 
ausgesprochen werden kann: 

Kugelförmige Körper bewegen sich in einem inkompressibelen 
absolut flüssigen Medium, welches seinen Bewegungszustand nicht ändert, 
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SO, als ob das Medium gar nicht vorhanden wäre; ändert sich jedoch 
die Bewegung des Körpers oder Mediums, so hängt der Widerstand, 
den das eine oder andere (je nach dem Standpunkte der Betrachtung) 
erleidet, von dieser Aenderung des Bew^ungszustandes ab. Rotations- 
köi-per verhalten sich gleichei*weise in der Richtung senkrecht zur 
Rotationsachse. 

Wir besitzen nämlich in dem oben konstituirten Aether ein Medium. 
welches der Anwendbarkeit hydrodynamischer Gleichungen vollkommen 
entspricht, welches absolute Flüssigkeit und Inkompressibilität in 
mathematischem (nicht in dem wöitlich zu nehmenden) Sinne besitzt 
In dieser Flüssigkeit schwimmen oder bewegen sich i*otirende Gruppen 
von Kraftpunkten, welchen letzteren keine andere Qualität als dea 
übrigen Kraftpunkten des Aethers beigelegt zu werden braucht; im 
logischen Sinne ja auch nicht kann, weil sonst eine Welt von Hetern- 
genitäten postulirt würde. 

Das Körperelement (Atom) besteht also aus einer als Rotations- 
körper geordneten Gruppe von Kraftpunkten , welche, einige später zu 
erörteiTide Spezialf äUe ausgenommen, in relativem Gleichgewichtszustände 
stehen. Wegen der Rotation einer solchen Ginippe muss die Dichtig* 
keit derselben im Allgemeinen geringer sein als die Dichtigkeit (nach 
der Anzahl der Kraftpunkte in einem bestimmten Volum gemessen) des 
umgebenden Aethers. Die Gestalt dieser Elementargruppen werden 
wir im Allgemeinen als Rotationsellipsoide zu denken haben, wobei 
aber andere Formen nicht prinzipiell auszuschliessen sind. Bei ein^ 
gewissen Grösse und Rotationsgeschwindigkeit wird z. B. ihr Querschnitt 
nach der Rotationsaxe verschiedene lemniskatenähnliche Linien büdeiL 
Ist die Dicke der Gruppe, welche wfr hinfort Körperatom nennen, cL h. 
die Länge der Rotationsaxe im Vei'hältniss zur mittlei-en Distanz der 
Aetheipunkte sehr gross, so wird seine Form übergehen in die eines 
Ringes von verschiedenartigem Querschnitt. Ein solcher Ring kann 
schon eine stabile Form bilden, wenn seine Kraftpunkte im Querschnitt 
roUren; er kann aber ausserdem auch noch eine Rotation im Sinne 
der Ringfläche haben. Es würde in diesem Falle der Ring ein^i Quer- 
schnitt in Eilinie mit nach Aussen gerichteter Spitze haben, und seine 
Kraftpunkte würden spiralförmige Linien in dem Ringe beschreiben. 
Besteht das Körperatom aus mehreren schalig geordneten Schichten 
von Kraftpunkten, so wird seine Dichte an verschiedenen Stellen ver- 
schieden sein. Auch der Aether wii-d in nächster Umgebung des Köiper- 
atoms etwas dichter als im Mittel des körperleeren Raumes sein. Alle 
diese näheren Bestimmungen, welche von höchster Bedeutung bei den 
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MolekuIaiTorgängen sind, müssen einer wohl nicht sehr einfachen ana- 
lytischen Behandlung vorbehalten bleiben ; sie wurden hier nur erwähnt, 
um die Verschiedenheit der Möglichkeiten anzudeuten, welche sieh auf- 
stellen lassen. 

Ein solches Körperatom bewegt sich nach dem Dirichletschen Satze 
im Aether so als wenn derselbe nicht vorhanden wäre. Fttr die Be- 
schleunigung der Umlaufzeiten der Kometen mttsste also eine andere 
Ursache als ein wiederstehendes Mittel gesucht werden. Zwei Körper- 
atome können nicht zur unmittelbaren Berührung gebracht werden. 
Sobald ihre Entfernung bedeutend unter die der mittleren Distanz der 
Aetherpunkte sinkt, schnellen sie wie zwei absolut elastische rotirende 
Räder von einander. Für ihre chemische Konstanz ist also nichts zu 
fürchten. 



§ 5. 

Gravitation. 

Zwei Körperatome bewegen sich in dem Aether, dessen Kraftpunkte 

nach dem Gesetz ^ ^ aufeinanderwirken , im direkten Verhältniss 

ihrer Aetherver dünnung (Körperdichte) und im umgekehrten des 
Quadrats ihrer Entfernung, wie sich durch eine einfache geometrische 
Betitichtung ergibt Hiemach würde der Ausdruck: „ponderable Körper 
bewegen sich zueinander hin, weil sie sich anziehen'' — auf derselben 
metaphysischen Stufe stehen wie die Erklärung: „der Luftballon steigt 
in die Höhe, weil er als leicht zur Höhe strebt*^ Ebenso wie man 
jetzt sagt : der Ballon steigt^ weil er durch die dichtere Luft zur dünneren 
hingedrängt wird, müsste nach unserer Konstruktion gesagt werden: 
der Körper wird durch den an, Kraftpunkten dichteren Aether nach 
dünneren Aetherräumen hingedrängt 

Zu bemerken ist jedoch, dass nach obigen Voraussetzungen die 
Gravitationserscheinungen nur in dem speziellen Falle, dass die gravitiren- 
den Körper in relativer Ruhe gegeneinander stehen, genau nach der 
Formel des logischen Kraftgesetzes erfolgen würden. Denn da dieselben 
nicht unmittelbare Folge einer Anziehung, sondern mittelbare Wirkung 
einer Abstossung sind, so findet hier keine instantane Femewirkung statt, 
sondem die Wirkung erfolgt nach Maassgabe der Geschwindigkeit, mit 
welcher die Aetherbewegung sich fortpflanzt Ist auch die Femewirkung 
eines Aetheratoms auf das andere instantan, so gebraucht doch dasselbe 
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Zeit, um diese Kraft durch eine Bew^ung zum Ausdrucke kommen zu 
lassen. Die Bewegung eines Aetheratoms findet aber nicht statt durch 
die direkte Femewirkung von der Quelle der Bewegung aus, weil diese 
ja schon in grosser Nähe unmerklich wird, sondern durch die fortgqiflaiizte 
Bewegung jener Quelle. Wir werden deshalb bei den Gravitations- 
erscheinungen zu beiUcksichtigen haben, ob die gi-avitirenden Massen 
sich einander nähern oder entfernen. Wenn wir dies in die Formel 

r^ introduziren , so erhalten wir 

2 (1 + 75) *^s GravitationsfoiTael, 

wobei V die gegenseitige Geschwindigkeit der Annähei-ung oder Ent- 
fernung der beiden gravitirenden Massen, l die Geschwindigkeit der 
Foitpflauzung der Aetherbewegung ist, fQr welche letztere die Licht- 
geschwindigkeit zu setzen ist. 

Dass eine solche Abweichung von der jetzigen Gravitationsfbrmd 
aus astronomischen Beobachtungen bestätigt oder negirt werden könnte, 
ist wohl sehr fraglich ; denn wir haben keine Planeten, die ihre gegen- 
seitige Geschwindigkeit so ändern , dass y eine merkliche Grösse wer- 
den könnte. Bei Molekularbewegungen jedoch, welche durch das gegen- 
seitige Gravitiren der einfachsten Köiperatome ei-zeugt werden, und 
die zugleich von einer Bewegung des umgebenden Aethers beeinflusst 
werden, dürften sich Beispiele für die Anwendung und Kontrole obiger 
Formel finden. 



§6. 

Körperzustände. 

Gase. 

Die jetzt ziemlich allgemein angenommene Krönig-Glausius'sche 
theorie wird durch das hier konstruiite Körperatom verständlich ; d. L 
das jener Theorie nothwendige Substrat „absolut elastisches Gasatom 
und absolut elastische Gefässwand'' wird hier in widerspruchsfreier 
Konstruktion hergestellt. Geräth der Aether, in welchem die Gasatome 
in fortschreitender Bewegung schwimmen, in Schwingungen, so kann, 
weil die Schwingung eine veränderliche Bewegung ist, ein Theil seiner 
Energie nach dem Dirichletschen Satze auf die Gasatome übertragen 
werden. Umgekehi-t können auch schwingende Körperatome ihre Be- 
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wegung auf den Aether übertragen. Dieser unmittelbare Bewegungs- 
austausch zwischen Körper und Aether ist das Licht, die Uebertragung 
der Bewegung eines Körperatoms auf das andere durch Vermittelung 
des Aethers strahlende Wärme, Uebertragung dieser Bewegung durch 
die kombinirte Wirkung yon Aetberschwingung und Gravitation (haupt- 
sächlich durch die letztere) die leitende Wärme. 

Flüssige EOrper. 

Bewegen die Gasatome sich in fortschreitender Bahn, so wird diese 
letztere bei den Flüssigkeiten sehr gering sein: bei den nicht ver- 
dampfenden Null. Die Molekel der Flüssigkeiten können also ausser 
der jedem Atom zukommenden Rotation nur noch Schwingungen um 
bestimmte Mittelpunkte ausführen, deren Lage jedoch stetig veränder- 
lich sein mag. Ihi*e Molekel werden sich in ziemlich gleichen Ent^ 
femungen befinden und die Trägheitsaxen ihrer Gleichgewichtslagen 
haben alle möglichen Richtungen, wodurch mit wenig Kraftaufwand 
eine Verschiebung der Molekel vollführt werden kann. Eine faden- 
förmige Struktur der Flüssigkeiten ist nicht absolut ausgeschlossen; 
solche Fäden können aber nur als knäuelartiges Gewirre, nicht als i-egel- 
mässige Schichtung gedacht werden; der Grund davon wird sich bei 
Besprechung der Kohäsion herausstellen. 

Feste EOrper 

haben im Allgemeinen kristallinische oder auch beliebige Faden- 
struktui'. 

Verringert man die Bewegungsenergie zweier Atome, sodass 
schliesslich ihre ganze Bewegung auf die unzeratörbare Rotation reduzirt 
ist, so werden dieselben durch die Gravitation allmählich in die stabilste 
gegenseitige Lage gebracht Mitwirkungen des nicht in allen Richtungen 
gleich elastischen Aethers sind dabei nicht ausgeschlossen. Mehrere 
an Grösse und Rotationsgeschwindigkeit gleiche ellipsoidische oder 
Ringatome werden sich deshalb mit ihrem breitesten Querschnitt mög- 
lichst nahe aneinanderlegen und als Ganzes einen geldrollenähnlichen 
Faden bilden; mehrere solcher Fäden legen sich seitwärts aneinander 
und bilden einen Körper, dessen Elastizitätsaxen oder Kristallisations- 
form von der Gestalt und dem Rotationsmoment der Atome abhängt. 
Sind mehrere Atome zu einem Molekel vereinigt, so entscheiden die 
Trägheits- und Rotationsaxen des Molekel. 
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§7. 

Molekularerscheinungen. 

Eine der grössten Schwierigkeiten für die bisherigen Hypothesen 
bilden die Ei-scheinungen, welche bei sehr kleinen Distanzen der Körper 
beobachtet werden, Man fand sich deshalb veranlasst, neue Kräfte zu 
einfinden, sog. Molekularkräfte, die wiederum verschieden unter sich, in 
ihrer Wirkung auf kleine Distanzen beschränkt sein sollten. Nominell 
hatte man damit wenigstens eine Erklärung für die Thatsachen, denn 
das Wort „Kraft" gilt gewöhnlich für eine Erklärung. Nach unserem 
Prinzipe ist dies nur in dem Falle zulässig, wo „Kraft" den logischen 
Beziehungsbegriff bedeutet; soll also eine wahrhaft metaphysische Er- 
klärung hier stattfinden, so müssen auch diese widerspenstigen Mole- 

kularkrilfte auf den FunktionalbegriflF, ^ ^ zurückgeführt werden. 

KohSsion. 

W^enn man sich die Masse als gleichföimig und ruhend in dem Körper 
vertheilt denkt, so kann eine andere Festigkeit aJs diejenige, welche 
durch die Gravitation der Atome hervorgebracht wird, nicht erzeugt 
werden. Berechnet man nun nach der bekannten Intensität der Gravi- 
tation die Anziehung, welche zwei Eisenwüifel aufeinander ausüben 
würden, so erhält man einen Betrag, welcher noch nicht den billionten 
Theil der Festigkeit des Eisens ausmacht. Die Stiniktur des Eisens 
muss demnach eine andere sein als eine solche von gleichmässiger Ver- 
theilung ruhender Atome. Die uns zu einer Erklärung der Kohäsion 
zu Gebote stehenden Mittel sind aber keine andern als „ungleichmässige 
Vertheilung der Eisenatome und Bewegung dei*selben'^ 

Sucht man die Festigkeit durch ungleichmässige Vertheilung zu 
erklären, so lässt sich die dazu erforderliche Struktur des Eisens be- 
rechnen. Alle Atome müssten dann in Fäden liegen, etwa nach den 
Kristallisationskanten des Eisens geordnet, in welchen die mittlere Ent- 
fernung der Atome zu derjenigen der Fäden sich ungefähr verhielte wie 
1 zu 10^^ Je nachdem die Kohäsion gegen Zug und Druck gleich 
oder verschieden, müssten diese Fäden in gleichen oder ungleichen 
mittleren Abständen liegen. 

Es liegt nun in einer solchen Struktur an und für sich weder etwas 
Unmögliches noch Widersinniges, wenn es auch unserem Gefühle wider- 
strebt anzunehmen, dass unsere festesten und überall dicht aus- 
sehenden Köi-per aus solchen Spinneweben aufgebaut sein sollen. Unsere 
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Sinne ennöglichen uns nur Verhftitnissbestiininungen , keine absoluten. 
Sind die Sinne so gestaltet, dass sie dergleichen Fadengebilde aufzu- 
fassen vermögen, so halten wir ein solches für dicht und undurchdring- 
lich im Verhältniss zu anderen, obschon ein anders organisiiter Sinn 
unsere dichtesten Körper vielleicht seinerseits Üüc Spinnewebe, und 
unsere Spinnewebe fbr gar nicht existirend erklären wOrde. 

Es gibt aber gewichtigere Einwände gegen eine solche Struktur 
von anderer Seite. Vorerst ist nicht ersichtlich, wie es bei einer solchen 
Konzentration der Köiperatome, wobei das weitaus grösste Volum inner- 
halb des Körpers von freiem Aether eingenommen würde, erklärbar 
wäre, dass es undurchsichtige Körper gäbe, was doch gerade bei unseren 
dichtesten der Fall ist. Sodann müsste aber auch den Flüssigkeiten 
eine Fadenstruktur zugesprochen werden, weil auch diese eine weit 
grössere Kohäsion haben als durch Gravitation erklärlich ist. Eine 
solche Fadenstruktur würde aber bei dünnflüssigen Körpern die grosse 
Beweglichkeit kaum erklärbar lassen ; warum , wird aus der folgenden 
Strukturmöglichkeit hervorgehen. 

Lässt uns die Gravitation bei Erklärung der Festigkeit im Stich, 
s:o bleibt nur das Bewegungsmoment der Körperatome noch übrig; 
dieses reicht aber auch vollständig als Grund jeder Festigkeit aus. 

Nimmt man einen der bekannten Wunderkreisel (eine Bleischeibe, 
welche in einem Ringe rotirt), so kann man ohne grosse Kraftanstren- 
gung denselben in eine solche Drehung versetzen, welche die Wirkung 
der Schwere aufhebt, sodass die an ihrem Endpunkte unterstützte und 
horizontal gerichtete Rotationsaxe durch die Schwerkraft in ihrer Lage 
nicht geändert wird. Nach einer annähernden Schätzung würde es eine 
Rotationsgeschwindigkeit erfordern, welche nicht einmal die Licht- 
geschwindigkeit erreicht, um eine Stabilität der Rotationsaxe hervor- 
zubringen, welche der Festigkeit des Eisens aequivalent ist^O- Hier- 
durch erhalten wir die Möglichkeit, eine jede Kohäsion je nach Bedürf- 
niss dui'ch das Rotationsträgheitsmoment oder durch verschiedene Ver- 
theilung der Atome, oder durch Beides zu erklären. Zugleich leuchtet 
aber auch ein, warum die Flüssigkeiten trotz leichter Verschiebbarkeit 
ihrer Theile Kohäsion besitzen. Denn ihre Verschiebbarkeit ist ermög- 
licht durch die nach allen Richtungen gelegenen Rotationsaxen. Die 
Verschiebung der Rotationsaxen in paralleler Richtung, also ohne Ver- 
änderung der Richtung erfordert keine andere Kraft als diejenige zur 
Bew^ung des Massenmomentes. Wenn aber eine Schicht derselben 
abgerissen werden soll, so würden immer viele Rotationsaxen der 
Trennungsfläche nicht in paralleler Richtung bewegt werden müssen, 
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weil die Bildmig des Meniskns eine Veränderung der BotatioQBtxai 
erfordert, wie folgt: 

Adlüteion, KapUlaritKt. 

Auch Flüssigkeiten können eine grosse Eohäsion besitssen wie z. B. 
das Quecksilber; es ist dann vorauszusetzen, dass ihre Atome eine grosse 
Botationsgeschwindigkeit. haben, wodurch dieselben eine grosse Ver- 
dünnung dem Aether gegenüber erhalten, also einen desto dichteren 
Eöi-per konstituiren. Dies stimmt mit der Thatsache, dass die flüssigeo 
Metalle grosse Kohäsion besitzen. 

Wenn zwei Köi'per sehr nahe zusammenkommen, und der eine da- 
von hat in allen Richtungen rotirende Atome, so werden die gleich- 
gerichteten beider Körper in nähere Distanz rücken können als die 
ungleich gerichteten; die Gravitation wird sich bei den ersteren also 
stärker bemerklich machen, und die betreffenden Atome werden schein- 
bar von dem Köi-per mit einer Kraft angezogen, welche viel rascher 
zunimmt als nach dem umgekehrten quadratischen Verhältniss der Ent- 
fernung. So würde z. B. ein Kraftpunkt, welcher sich im Inneren eines 
von 4 Kraftpunkten gebildeten Tetraedere bewegt, und deren Wechsel- 
wirkung nach dem logischen Gesetz ^ stattfindet, sich so bewegen 

als wenn er von dem Zentiiim des Tetraeders im umgekehrten VerhÜt- 
niss der vieiten oder fünften Potenz der Entfernung angezogen würde. 
Durch das Zusammenrücken dei'selben werden die von dem festen 
Köi'per verschieden rotirenden Atome des flüssigen bei Seite geschoben, 
und diese ihrerseits schieben wiedemm gleichgerichtete Atome an der 
festen Körperwand vorwäi-ts. Eine netzende Flüssigkeit, welche dnrrh 
Atomgestalt, Rotationsmoment etc. die Eigenschaft erhält, in sehr nahe 
Entfernung von dem benetzten Körper gelangen zu können, wird sich 
demnach an dem benetzten Körper ausbreiten. Ausserdem tritt bei 
so nahe zusammenrückenden Atomen noch eine andere Erscheinung nnl 
welche unter Elektrizität betrachtet wird, die darin besteht, dass bis 
zu einer gewissen Entfeiiiung voneinander befindliche rotirende Atome 
mit verschiedener Rotationsgeschwindigkeit einander beeinflussen müssen : 
eine Wechselwirkung, welche sich je nach dem Sinne der Rotationen 
als anziehende oder abstossende Bewegung kundgibt. In dieser korobi- 
nirten Wirkung der nächsten Flüssigkeitsschicht, welche durch die 
Gravitation viel stärker zu dem festen Köi'per hingezogen wird als nach 
dem Mittelwerth der Gravitation, und der Stöning des Aethers durrh 
die verschiedene Rotationsgeschwindigkeit der Atome, sind hinlänglich 
Ui'sachen zur Erkläiiing der Adhäsion und damit auch der Kapillarität 
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gegeben, ohne dass man gezwungen wäre Kräftewesen hypostasiren zu 
müssen. 

Bei den nicht netzenden Flüssigkeiten ist anzunehmen, dass die 
Gestalt der Atome oder Sinn ihrer Rotation die Annäherung bis zu 
einem gewissen Grade verhindeit; der Sinn der Rotation kann sogar 
abstossend wirken. 

Die Diffusion der Flüssigkeiten kann gleichfalls ihre Erklärung aus 
den hier besprochenen Ursachen herleiten. 

Reibung. 

Sobald die Körper einander so nahe kommen, dass ihre verschiedenen 
Theile aufeinander verschiedene Wirkung ausüben, bleibt ihre Total- 
bewegung nicht mehr dieselbe, weil ein Theil der Bewegungseneipe zur 
Aenderung der inneren Konstitution verwendet wird. Bei den Be- 
rührungen, welche die Technik in Betracht zieht, nennen wir dies 
Reibung. Prinzipiell sind mehrere asti-onomische Phänomene wie Fluth, 
Retardirung der Rotation des Mondes, hiervon nicht verschieden. Auch 
die Ueberti-agung der Bewegung des schwingenden Aethers auf das 
Körperatom kann man Reibung nennen. 

Reibung wird gleichfalls stattfinden bei jeder Vei-schiebung der 
Flüssigkeitstheilchen , und in diesem Falle Widerstand des Mediums 
genannt Nicht allein das Gleiten der Körper übereinander, sondern 
ein jeder Kontakt erzeugt, wie oben hervorgehoben, Reibung. Die 
Adhäsion ist demnach in nächste Verbindung mit der Kontaktelektrizität 
zu bringen**). 

Chemische Yerbindang. 

Die Chemie betrachtet die zusammengesetzten Körper als gebildet 
durch Molekel, welche die einfachsten Atome in unverändertem Zu- 
stande enthalten ; dieselben mttssten sich demnach in bestimmten durch 
Gravitation und Rotationszustand bedingten Bahnen umeinander bewegen. 
Eine annähernde Vorstellung eines solchen Molekel kann man sich 
durch eine Kombination von Springbrunnturbinen verschaffen, dereu 
Wasserzufluss man so i-eguliii, dass die Strahlen in einzelne Tropfen 
zerfallen, als Repräsentanten der Atome oder jenachdem auch der das 
Atom bildenden Kraftpunkte. Supponirt man Ringatome, so ist es 
möglich, hieraus relativ feste Molekelgestalten zu bilden. Eine Ver- 
änderung kann in dem Molekel nur stattfinden mit gleichzeitiger Stöiiing 
des umgebenden Aetherzustandes; also durch Wirkung von Licht, Wärme 
und Elektrizität; oder umgekehrt, je nach dem zur Anwendung des 

Funktionalbogriffs gewählten Standpunkte. 

26 
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§ 8. 

Wärme und Licht 

werden unterschieden je nach den Oi'ganen oder Instrumenten, wdehe 
zu ihrer Wahrnehmung und Messung dienen. Der Aether der Undnb- 
tionstheorie ist identisch mit dem hier postulirten. Wenn die m^ten 
Physiker glaubten den Aetheratomen ein anderes Eraftgesetz als das 
logische zuschreiben zu müssen, so lag dies nui* in der Annahme emer 
räumlich nicht homologen Vertheilung derselben. Cauchy konstmiite 
sich den Aether stets in konzentrischen Schichten um den der Unter- 
suchung unterworfenen Ort. Er wurde hierzu verleitet durch die 
elegante Form der Integralausdi-ttcke, welche dabei aufgestellt werden 
konnte. Die Natur kehrt sich aber nicht an eine solche technische 
Eleganz der Rechnung, und die Logik muss Cauchy's Annahme sdun 
deshalb für unzulässig erklären, weil dann jede Raumstelle ihr eigenes 
Aethersystem haben müsste. Die Formeln der Undulationstheorie lasse» 
sich aus dem logischen Kraftgesetz ebensogut wie aus einem jener 
schematischen Ausdrücke ableiten, und Fresnel besass hier ^nen diTi- 
natorischen Blick, welcher ihn davor bewahrte in den Formeln radir 
zu suchen als eine Hülfe für logische Kombinationen. 



§9. 

Elektrizität und Magnetismus. 

Werden zwei Körperatome von verschiedener Rotationsgesdiwin* 
digkeit oder Volum, aJso im Allgemeinen verschiedenen Körpern so- 
gehörig, in eine gewisse Nähe zueinander gebracht, so bewirkt der 
durch die verschiedene Rotation entstehende Wechsel in der Distans 
ihrer Kraftpunkte einestheils eine Störung der Rotation und damit des 
umgebenden Aetherzustandes , andern theils eine Anziehung oder Ab- 
stossung der Köi'peratome. Positive und negative Elektrizität unter* 
scheiden sich nach dem gegenwärtigen Sinne der Atomrotationen, oder 
auch je nach der Differenz der Rotationsgeschwindigkeit, wenn diese 
einmal von den zurückbleibenden, das anderemal von den voreflendea 
Kraftpunkten aus beurtheilt wird. 

Eine Ausführung dieser Theorie ersparen wir uns hier, wefl eine 
solche von Hankel (Berichte der sächs. Akademie d. W. 1865/66) sebon 
gegeben worden ist auf Grund der Hypothese : 
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„dass die Elektrizität fortpflanzende Materie aus Scheibchen besteht, 
welche durch eine gi'össere Anzahl von Molekeln des Aethers und 
Molekeln der ponderablen Substanz gebildet sind, welche alle eine 
gemeinsame Rotation besitzen.*' 

Ein solcher Träger der elektrischen Erscheinungen ist nun durch 
unsere Kftrperkonstioiktion widerspruchsfrei gegeben. 

Da die elektrische Erscheinung von einer Stöiiing des Aethera 
begleitet ist, oder vielmehr da sie als eine gewisse Reaktion der Kraft- 
punkte zu beteachten ist, so muss, abgesehen von anderen begleitenden 
Umständen, die Fortpflanzung der elektrischen Störung mit der Ge« 
schwindigkeit des Lichtes erfolgen. 

Zu bemerken ist noch, dass Hankel zu einem von Ampöre^s Gesetz 
abweichenden Ausdruck der Ldduktionswirkung gelangt; das Hankel- 
Grassmann'sche Gesetz aber die meisten Ei'scheinungen eben so gut 
erklärt, wie Amp^re's Ausdruck. Sollte der Letztere für Einzelnes 
exakter sein, so würde dessen Umwandelung in Differentialzeichen, wie 
sie in der Weber'schen Formel ausgeführt ist, keineswegs den Schluss 
auf ein neues Kraftgesetz rechtfertigen, sondern, wie es die Logik er- 
fordert, einen Schluss auf die Konstitution des wirkenden Körperatoms, 
welches kein Kraftpunkt ist; nur für diesen gilt das logische Gesetz 
der Femewirkung. 

Es treten bei einer solchen Rotationsbeeinflussung noch sehr viele 
Umstände ein, welche berücksichtigt werden müssen. Hätte man es 
z. B. mit einem aus Ringatomen konstruirten Körper zu thun, dessen 
Einzelatome nur um wenige Kraftpunktdistanzen entfernt stehen, so 
kann innerhalb eines solchen Ringfadens eine strömende Bewegung des 
Aethers stattfinden, weil die Ringe ihm gegenüber eine feste Wand 
bilden. Die Stromgeschwindigkeit dieses inneren Aethera müsste aber 
wiederum durch Aenderung der Ringi-otationen geändeit werden, und 
auf diese Weise würde ein neues Glied entstehen , welches die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Störung beeinflusst 



§ 10. 

Rückblick. 

Eine Ausfühiiing der atomistischen Theorie liegt nicht im Rahmen 
dieser Arbeit. 

Ob dieselbe bei der heutigen Entwickelungsstufe der Analyse über- 
haupt möglich ist, mag dahing^tellt bleiben. Aber bändereiche Werke, 

welche hierüber mit Aufwand grösster technischer Virtuosität und 

26» 
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analytischer Gewandtheit geschrieben worden , sich bei einer schliess- 
liehen philosophischen Zusammenfassung aber doch nur als subtile 
mathematische Spielereien erweisen , mahnen hier zu grösster Vorsidit 
Will man eine Titelwahl Cauchy's einem philosophischen Gedankoi 
zuschreiben, so wäre es ihm hoch anzurechnen, dass er die Mehnahl 
seiner Untei-suchungen über Molekularerscheinungen benannt hat „Exer- 
cices d'analyse". 

Hier sollte aber gezeigt werden, dass ein Substrat ohne inneren 
Widerspruch konstruirt werden kann, welches die bisherigen physikali- 
schen Erklärungen unter einem einheitlichen Gesichtspunkte zu vereinigen 
vermag, und dabei noch eine grosse Anzahl von möglichen KoDStmk- 
tionen offen lässt, die je nach Bedüifniss zur Erklärung neuer Be- 
obachtungen dienen können, ohne dass man seine Zuflucht zu neuen 
der Logik fremden Wesen zu nehmen braucht 



E. KAPITEL in. 

IDEALITAT UND REALITÄT DER 

AUSSENWELT. 



Die ganze bisherige Untei'suchang zeigte, dass die Aossenwelt sub- 
jektiv erzeugt wird durch die Verwendung der Denkbegriffe zur Grup- 
pirung unserer Empfindungen. Die Frage, ob der so entstandenen Welt, 
kurzweg genannt „wahrgenommene Aussenwelt^, noch eine andere Be- 
deutung denn als „Produkt unserer Denkthätigkeit'' zugesprochen werden 
müsse, etwa als selbständige Existenz, blieb unerörtert. Auf diese Frage 
sind drei Hauptantwoiten möglich, welche auch in den bisherigen philo- 
sophischen Systemen vertreten wurden. 

1) Die Aussenwelt existiii; als selbständige, durchaus von dem Dasein 
eines Denkens oder sonstigen Bewusstseins unabhängige Realität 
in Raum und Zeit, wie sie von dem gesunden Menschenverstand 
— oder aber mit kleinen Abänderungen je nach der feineren Er- 
fahiiing der Naturforscher!! — wahrgenommen wird. 

2) Die Welt ist nur unsere Vorstellung — subjektives Produkt eines 
Ichwesens — oder auch die Erscheinung eines realen Dinges an 
sich, welches aber einem anders organisirten Intellekt andei*s 
erscheinen mag. 

3) Die Welt ist adlerdings zuvörderst unsere Vorstellung, wird sub- 
jektiv ei-zeugt; aber es existirt auch eine reale, von allem Denken 
und Vorstellen unabhängige Aussenwelt, und zwar genau in den- 
selben Foi-men, wie sie nachträglich durch unser Vorstellen sub- 
jektiv reproduzirt wird. 

1) ist die Antwort der naiven Auffassung, die populäre Metaphysik 
des Materialismus, das Dogma, welches natumoth wendig am Anfange 
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auftreten mu8S, weil es so viel bequemer ist, anzuschauen als in 
denken; weil es gar keine neue Anstrengung erfordert, die im Kindes- 
alter gewonnene instinktive Zusammenfassung sinnlicher Eindräcke als 
Kategorien des Uitheils auch im reiferen Alter zu verwenden ; während 
die kritische Untersuchung des Entstehens und des logischen Werthes 
jener kindlichen Begriffe ja zuweilen an der Werthschätzung des lieben 
eigenen Ich zweifeln machen könnte. Deshalb musste auch in kon- 
sequenter Ausbeutung dieses metaphysischen Prinzips der psychische 
Vorgang selbst wieder zu etwas Materiellem gemacht werden; erlangte 
man doch hierdurch etwas Greifbares, und das lästige Denken war bei 
Seite geschoben. Auf eine Widerlegung dieser Antwort braucht heutza* 
tage nicht mehr eingegangen zu werden. 

2) ist eine richtige, aber unvollständige Antwort, und diese Un- 
vollständigkeit bot einen Spielraum für die Ableitung absurder Fol- 
gelungen aus ihrem richtigen Theile. 

Ein andei's geaiteter Intellekt als der logische ist im Froheren als 
paralogischer Begiiff zurückgewiesen worden ; von ihm kann keine Hfilie 
kommen. Es liegt nun die Thatsache vor, dass die Aussenwelt einem 
jeden bewussten Individuum annähernd als dasselbe Objekt erscheint 
obschon wir uns für sehr vei'schiedenartige Individuen halten, welche 
demnach auch verschiedene Welten subjektiv pi*oduziren müssten. So- 
dann können wir uns von den Wirkungen dieses Objekts abschlies&en 
und ihm zugänglich machen; es muss also wohl ein von uns Verschie- 
denes auf uns einwirken. Der Realist argumentiit: Mein Bewosstsein 
trat ei-st zu einer gewissen Zeit auf, und ich habe das Zeugnlss der 
mir gleichaitigen Organismen, dass auch früher schon eine Aussenwelt 
bestand, also unabhängig von dem Dasein meines Bewusstseins. Wenn 
aber die Welt mit dem Auftreten eines Bewusstseins erst entstehen 
und mit seinem Verschwinden vergehen müsste, so hätten wir ja eine 
Entstehung aus Nichts erlebt, weil die feuerflüssige Erde keine Oiigi- 
nismen beherbergen konnte, und sähen einer Auflösung in Nichts ent- 
gegen nach den Formeln der Naturforscher, welche die Ausgleichnnsr 
aller Bewegung und demgemäss die totale Erstanning der Welt prophe- 
zeien. Der erste Einwand zeigt jedoch nur, dass das Bewusstsein von 
diesem oder jenem Individuum nicht der Grund der Weltgestaltang in 
der uns geläufigen Form ist; lässt aber den Satz bestehen, dass ohne 
ein dem unsrigen gleichartiges Bewusstsein nicht über Sein oder Nicht- 
sein der Welt diskutirt werden kann; denn auch von jener feuer- 
flüssigen Erde, vorläufig zugegeben, dass sie nicht der Wohnsitz eines 
Menschengehimes sein darf, kann nur deshalb gesprochen werden, weil wir 
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in unserer Bede zu der Vorstellung von einer feurigen Erde ein Meu- 
schengehim mit seinen Urtheilen hinzubringen, also im grammatischen 
Satze möglich machen, was wir im Begriff des Subjektes negiren. Auch ist 
richtig, dass Entstehen und Vergehen dessen, was wir zum Zwecke einer 
Urtheilsyerknüpfung mit dem Subjekt- und Substanzbegriffe postuliren, 
weder entstehen nocJi vergehen darf, ohne die Logik unmöglich zu machen. 
Die Welt als ein Geschehen, Vielheit in Veränderung, deren Dasein einmal 
konstatirt ist, kann also in jener abstrakten Bestimmung weder angefangen 
haben, noch wird sie je aufhören. Aber eine gänzlich unbewiesene 
Behauptung ist oben stillschweigend eingeflochten; dass nämlich mit 
dem Vertilgen alles Dessen, was wir heutzutage Oi'ganismen nennen, 
alles Bewusstsein ausgelöscht wäre. Eine kritiklose Illusion ist der 
Glaube, dass man sich eine solche Aussenwelt, etwa das Kantische 
Dampfchaos, vorstellen könne. Immer und ewig gehört dazu unser 
vorstellendes Bewusstsein; soll das nicht mehr dabei sein, so 
dürfen wir nicht mehr fragen, was dann noch da wäre, geschweige 
denn eine Antwort geben wollen. Möglicherweise ist jene hypostasirte 
bewusstlose Aussenwelt eine Absurdität; jedenfalls aber ein imaginäres 
Objekt, welches logische Beurtheilung zurückweist. Dass Kant trotz- 
dem die Kategorien auf jenes absolute Dunkel anwendete, zeigt schon, 
dass die Fi*age nicht vollständig gelöst war; und diese Anwendung 
brachte ihrerseits den gelösten Theil wiederum in's Wanken. 

Werde nun die jetzt geläufig gewordene Vorstellung eines Dampf- 
chaos und einer demnächst zu einem Klumpen zusammengefrorenen, oder 
auch in gleichmässige Stoffvertheilung (identisch mit dem Unterschieds- 
losen und deshalb gleich dem Nichts) etwas kritischer betrachtet. 

Noch vor Kuraem behaupteten die Physiologen, dass ohne eiweiss- 
und phosphorhaltiges Gehirn kein Bewusstsein möglich sei, und man 
verlangte den Nachweis eines solchen Gehirns am Himmel, ehe man 
sich zur Annahme anderer verständiger Wesen als der Menschen be- 
wogen fühlen könnte. Heute ist man schon so freundlich geworden, 
auch den gehimlosen Thieren Empfindung zuzugestehen; aber wer noch 
einen Schritt weitergeht und der Einzelzelle von Thier oder Pflanze 
eine ähnliche Möglichkeit zumuthet, gilt schon als der Unexaktheit 
verdächtig. Aber alles Eiweiss soll doch aus Atomen bestehen, Be- 
wegungen von Massenelementen. Hieinach bleibt dann doch als letzt- 
instanzliches Charakteristikon des zum Auftreten eines Bewusstseins 
nothwendigen Trägei*s eine räumlich und zeitlich getrennte Giuppe von 
Atomen, welche ein solches System bilden, dass sie auf jede Einwirkung 
reagirt, und im beständigen Austausche ihrer Einzelelemente mit ähn- 
lichen der Aussenwelt bleiben. Diesen selben Charakter mögen aber 
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unzählige andere Systeme haben, und wir befinden uns nur in der Un- 
möglichkeit heutzutage, oder auch überhaupt, das EmpfindangslebcD 
jener Gmppen wahrnehmen zu können. Woran das liegen mag bleibt 
einerlei ; vielleicht wird es einmal nachgewiesen, dass nur ähnlich kon* 
stituirte Gruppen einander anzufassen vermögen, und dass deshalb 
Menschen nur die Aeusserungen eiweissartiger Organismen zu benrtheOen 
fähig sind. Die heutige exakte Naturforschung darf aber nicht mehr 
in die Fehler des Kindesalters zurückfallen und aus dieser ml^gUchei 
Unfähigkeit einen spekulativen Schluss auf das NichtvorhandenseiD 
von bewussten Organismen ziehen wollen, weil wahi'scheinlich einmal 
die klimatischen Verhältnisse das Bestehen von Eiweissoi^anismen un- 
möglich gemacht haben. 

Während bei der Ansicht von der zeitlichen Entstehung der Or- 
ganismen ein physiologischer Fehler gemacht wird, enthält das Schreck* 
bild von einer kommenden allgemeinen Erstarrung der Welt einen 
mathematischen. 

Alle Wärmeausstrahlung und Ausgleichung der Bewegungen, und 
wenn sie noch so lange fortdauern, können nie einen Stillstand herbei- 
führen; denn diese Ausgleichung nimmt in geometrischer Pi-ogreGsion 
ab, eine geometrische fallende Reihe kann aber nie die Null erreichen. 
Sind zwei Körper von einem gewissen Temperaturunterschiede vor- 
handen, so kann durch Wärmeausstrahlung ihre Temperatur nie die 
gleiche werden; um dies hervorzubringen, ist die Einführung eines 
dritten Köi-pei'S nothwendig. Bei drei Körpern können zwei eine gleiche 
Temperatur annehmen, aber nie alle drei — u. s. w; nie kann die Be- 
wegung aller Körper gleich werden, wenn sie überhaupt einmal ver- 
schieden war. Wenn dagegen die naive Auffassung einwendet, dass 
mit der Zeit unser Weltaufenthalt doch zu kalt für uns werden möchte, 
nun so haben wir den Trost, dass* die Organisation der dann lebenden 
Wesen so abgeändert sein mag, dass es ihnen nicht kalt vorkommt 
Wenn der unbegrenzte Raum nur eine begrenzte Quantität Stoff ent- 
halten sollte, unsere Welt sich also thatsächlich von einem absoluten 
Standpunkte der Betrachtung aus im Stadium des dauernden Auseia- 
andei-fliegens befinden sollte, so wäre das schon ein gutes Korrektiv 
für den in Progression stattfindenden Ausgleich der Energien; die vun 
den Atomen durchlaufenen Raumstrecken könnten dann sogar absolttt 
gemessen identisch bleiben. Aber diese tröstende Perspektive können 
wir, wie oben gesagt, vollständig entbehren, wenn wir uns nur lie- 
scheiden wollen einzugestehen, dass wir keine absoluten Wesen sind, 
sondern nur logische Verhältnissbestimmungen unserer Wahrnehmungen 
ausführen können*, und dass deshalb unsere Empfindlichkeiten in dem- 
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selben MaasBe möglicherweise ra* oder abnehmen , wie die Bewegangs- 
enei^en der Atome einer bösen, beständig Wäi-me ausstrahlenden Welt 
nach der Formel der Entropie zu- oder abnehmen. 

3) Das Problem schien nun durch die von Kant angeblich über- 
sehene Alteiiiative gelöst werden zu können, nach welcher eine reale 
Aussenwelt genau in den Formen, wie sie auch von jeder Subjektivität 
produzirt werden muss, existirt. Diese Ansicht ist vorherrschend in 
der Neuzeit und wird untei'stützt von dem Begriff des Erkennens in 
seiner Anwendung auf den allgemein acceptirten Gegensatz von Denken 
und Sein. Man hält dafür, dass von einem Erkennen nicht die Rede 
sein könne, wenn das Letzte und Ursprüngliche dem Denken und Sein 
nicht gemeinsam wäre. Denken und Sein fordere sich in einer gegen- 
seitigen Vermittelung , und so verwirkliche sich der Gedanke jener 
Harmonie, in welcher das Subjektive, vom Leben mit bedingt und mit 
ei-zeugt, mit dem Leben stehen müsse. 

Bringt man diese allgemeinen Gedanken, Hoffnungen und Wünsche 
in bestimmte Fassung, so zeigen sich alsbald bedenkliche Schwierig- 
keiten. Es wird eine dualistische Welt vorausgesetzt, eine materiale 
und eine geistige; eine selbständig existirende Aussenwelt, ein Sein als 
objektive Substanz soll wirken auf einen subjektiven Faktor und mit 
diesem ein Produkt erzeugen, dessen Form identisch sei mit derjenigen 
der Substanz. Das ist aber nur möglich in dem Falle, wo beide 
wechselwirkende Faktoren homogen sind, und insofern ist der Materia- 
lismus konsequenter als dieser Lösungsversuch, denn er macht den sub- 
jektiven Faktor zu Stoff, wie den Rest der Welt. Es muss also ein 
Fehler in den Prämissen dieser Ansicht 3) liegen, d. h. in dem Begriffs- 
inhalt von „Erkennen, Sein, Denken". Der logische Werth des Be- 
griffes Sein als Gegensatz zu Denken ist schon in Buch A. bestritten 
worden, und damit auch derjenige von Erkennen in der hier geforderten 
Verbindung. Dieses Sein, als selbständige Substanz, werde dies nun 
auf ein Einzelding oder das Weltganze bezogen, löst sich bei eindringen- 
der Betrachtung in lauter Qualitäten auf, denen vereinzelt gar keine 
Form, weder zeitliche noch räumliche Ausdehnung zugesprochen werden 
kann. Diese Substanzen sind nur die grammatischen Träger von Qua- 
litäten, wie der Kraftpunkt derjenige der mechanischen Bestimmungen. 
Werden die Qualitäten, die Produkte der Wechselwirkung von Objekt 
und Subjekt, weggenommen, so verschwinden ihre Träger ins Nichts; 
hört die denkende Gi*uppirung der Qualitäten auf, so verschwindet auch 
die Ausdehnung jener Träger, ihre Existenz als Aussenwelt. Der 
grammatische Zwang ist der Schöpfer jenes substantiellen Seins, und 
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die Erhebung der grammatischen Nothwendigkeit zu einer metaphysi- 
schen, die Adoptirung sprachlicher Metaphysik, schuf das Substanz- 
wesen. Die reine Substanzialität ist eine Fordeiiing ohne Sinn; sie ist 
gleichwerthig dem isolirten selbständigen einfachen Atom, der geo- 
metrische Punkt, an dem prädikative Wirklichkeiten aufgehängt werden 
sollen. 

Unser Ausgangspunkt konstatiite nur das Dasein von „Empfinden 
und Denken", ein Geschehen überhaupt. Entschlägt man sidi nun 
dieser 6egi*iifsaufstellung eines Gegensatzes von Denken und Sein, so 
zeigt sich eine Möglichkeit, das vorliegende Problem zu lösen. 

Von den Substanzen, und damit auch von den in Eanm und Zeit 
wesenhaft existirenden Dingen, ist ganz abzusehen, da dieser Begriff 
entweder zu Widersprüchen führt, oder aber zur vollständigen Bedeu- 
tungslosigkeit herabsinkt. Das vielgesuchte Sein besteht nicht aus Sub- 
stanzen , sondeiTi aus „Empfinden und Denken". Deshalb besteht die 
gesuchte Realität, objektive wie subjektive, nicht allein aus daseienden 
Empfindungen, sondern aus Empfinden und Denken, Empfindungen und 
Denkakten;* keine Empfindungen können auftreten, ohne dass sie in 
Denkakten synthetisch gruppirt würden. Wenn nun dieses Daseiu, 
Weltgeschehen, auf Subjekte und Objekte bezogen wird, so muss es nicht 
allein empfindende und denkende Subjekte geben, sondern diese Sub- 
jekte ordnen auch alle ihre Empfindungen nach den nur einzig mög- 
lichen Denkfoimen „Zeit und Raum". Diese denkende Setzung muss 
stattfinden, sobald von Empfindungen (im Plural) die Rede ist, wie be- 
wiesen in Buch A. und diese Setzung ist allgemein nothwendig ftr 
alle Subjekte, auf welche das Weltgeschehen bezogen wird. Weil nun 
diese Ordnung der Empfindungen ebensogut zum Weltgeschehen 
gehört wie die Empfindungen selbst, deshalb ist diese Ordnun? 
auch Form der Welt überhaupt, ebenso gut, wenn wir dieselbe objektiv 
(als Aussenwelt), als wenn wir sie subjektiv (subjektive Reproduktion 
der Weltfonn) beurtheilen. Wo immer also ein Subjekt auftritt, wird 
es mit demselben Rechte behaupten müssen: ich konstruire die Welt 
in Zeit- und Raumfonn, wie auch: die Aussenwelt existirt in Zeit und 
Raum; beide Urtheile sind gleich wahr. Oderküi-zer: Die Welt existirt 
in der Form von Zeit und Raum , sowohl subjektiv wie objektiv , weil 
das Weltgeschehen für uns in Empfinden und Denken besteht. 

Eine andere Welt, etwa von reinen Substanzen oder — bewus&t- 
loser Materie — oder von Sensationen, zu welchen ei-st irgend ein 
Philosoph etwas Denken hinzubringt, oder aber auch nicht — oder 
durch welch andere Wortkombinationen man das Vedische 
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Ich weiss es nicht, der Herr des Himmels mag es wissen, 

oder weiss auch Er's nicht? 
wiedergeben will, ist eine einseitig gebildete Abstraktion, die jeder 
logischen Diskussion fein bleiben muss. 

Will man dieses Resultat der Yoi'stellung zugänglich machen, so 
mag man sich immerhin die Welt als ein Produkt der Wechselwirkung 
von Individualitäten (natürlich bewussten) vorstellen ; in dieser Wechsel- 
wirkung homogener Faktoren hat es dann auch Sinn, dass die Form 
des Produktes mit der Form der Faktoren übei*einstimmt, denn Aussen- 
welt und Individuum stehen zu einander im Yerhältniss einer arith- 
metischen Vielheit zur Einheit 

Den Allgemeinbegiiff der Welt haben wir bestimmt als ein Ge- 
schehen, Ereignisse, Vorgänge, zerlegt in die beiden Unterbegiiffe Em- 
pfinden und Denken. Diese verbale Bestimmung kann nun betrachtet 
werden, wie eine jede allgemein logische Bestimmung, qualitativ und 
quantitativ. Der obige verbale Ausdruck ist vorab ein qualitativer, 
weil das Weltgeschehen als eine Einheit, nicht der möglichen Trennung 
in eine Vielheit nach, gefasst wird. 

Drucken wir nun diese verbale Bestimmung subjektiv aus, wie 
vorhin, und sagen: „Das Weltgeschehen besteht in der Wechselwirkung 
einer Vielheit von Individuen, charakterisirt als empfindende und den- 
kende Wesen, so ist zu beobachten, dass auch diese Bestimmung wesent- 
lich qualitativ ist; denn von einem Quantum von Empfindungen und 
Denkakten kann nicht gesprochen werden. Jene Individuen können 
deshalb nur als psychische Theilganze aufgefasst werden, deren Be- 
stimmung als Einzelheiten durchaus von dem Standpunkte 
der Auffassung abhängt. Je nach den Qualitäten des beurtheilen- 
den Individuums wird einer Gruppe von Vorgängen Individualität bei- 
gelegt werden oder auch nicht; oder, materialistisch gesprochen, je 
nach der atomistischen Konstitution eines urtheilenden Subjektes wird 
einem kleineren oder grösseren Theil des Weltgeschehens Individua- 
lität zugesprochen werden; — ein Resultat, welches nicht anders zu 
erwarten war, weil die von dem uitheilenden grammatischen Subjekte 
gebrauchten Begriffe „Grösse der zeitlichen räumlichen Ausdehnung, 
der Bewegung, der Kraft" rein relative Begriffe sind, zu deren Ab- 
messung uns kein absolutes Maass zu Gebote steht Wir dürfen des- 
halb das Weltgeschehen nicht auf eine abgezählte Vielheit von Ich, 
Pei-sönlichkeiten , zurückführen wollen, sondera müssen beständig ein- 
gedenk bleiben, dass diese bestimmte Vielheit nur in Bezug auf die Qua- 
litätstufe unserer urtheilenden zählenden Persönlichkeit Geltung hat; 
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denn dieser Begriff bezieht sich nicht aof ein Quantum, sondern auf 
eine qualitative Einheit. Diese qualitative Einheit kann einen grösseres 
oder geringeren Theil des Weltgeschehens umfassen. Im praktischen 
Leben fühlen wir uns veranlasst, dem Kinde, dem noch leeren Ge- 
häuse, die identische Persönlichkeit wie dem Manne, welcher einen 
Gehalt verschiedenster Vorstellungen und Begriffe in diesem G^&nse 
angesammelt hat, zuzusprechen; was sowohl empirisch vollkommen be- 
rechtigt ist, wie auch logisch; denn der Ichcharakter bezieht sich inf 
kein Quantum, sondern auf die qualitative grammatische Einheit. Dk 
Persönlichkeit ist also gleichfalls ein relativer Begriff, und wir dftrfeii 
dieselbe absolut weder Dem zuschreiben, was uns heute als Mensch. 
Thier oder Zelle erscheint, noch dem physikalischen Atom. Das 
Letztere dient lediglich als elementarer Baustein , um das logiseke 
Grerippe aufzuführen, wenn wir uns auf die quantitative AufEassone 
beschränken wollen. Dasselbe kann schon deshalb von keinem Stand- 
punkte aus als empfindende denkende Monas angesehen werden, weC 
auf das unveränderliche einfache Atom keine Wirkung von dem Welt- 
ganzen aus möglich ist; es kann sich nicht verändern; erst eine Gmppe 
als qualitativ bestimmte Einheit ist Verändemngen zugänglich; dem 
Unveränderlichen kann weder Empfinden noch Denken zuge- 
sprochen werden^*). 

Wenden wir dagegen die Kategorie Quantität auf den Verbalaus- 
diiick „Empfinden, Denken*' an, so heisst das : wir fassen die Welt als 
ein Objekt auf, als ein Produkt von Subjekten, oder auch als die 
Ursachen , welche das Weltgeschehen „Empfinden und Denken" hervor- 
bringen. Diese Ursachen müssen bestimmte sein, wie die Welt eine 
bestimmte ist ; und soll es möglich sein, zwischen ihnen einen logisch» 
Konnex herzustellen, so müssen sie eben als konstant, als perdnrabel 
aufgefasst werden. Nur hierdurch ist es möglich eine bestimmte quan- 
titative Gliedeiiing des Weltgeschehens zu erlangen, und deshalb das 
Gesetz von der Konstanz der Kraft und Materie, d. h. das Gesetz voe 
der regelmässigen Bestimmung der einzelnen Empfindungs- und Denkakte 
ist ein rein logisches. Hieraus folgt, dass die solcherweise bestimmte 
objektive Welt die Summe aller Möglichkeiten enthalten muss, welche 
subjektiv denkbar sind; denn die Welt wäre nicht vollständig ihrem 
Inhalte nach gedacht, wenn subjektive Möglichkeiten (wohl bemerkt 
logische Möglichkeiten, nicht Phantasmen oder in Sätzen zusammen- 
geschriebene Widei-sprüche) ausgeschlossen blieben. 

Die Welt nach Ausdehnung und Qualität hängt demnach gar nicht 
von den Wahrnehmungen ab, die wir zur Zeit haben, ebensoweni:: 
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wie das einzelne Individuum jedesmal die ganze Welt subjektiv repi-o- 
duzirt; sondeiti sie ist der Inbegiiff alles dessen, was wahrgenommen, 
empfunden, denkend geordnet, in Summe subjektiv erfahren werden 
kann, und muss demnach bei einer atomistischen Konstruktion Raum, 
Zeit, Kraft und Materie genug enthalten, um allen Möglichkeiten zu 
genügen, welche im Lauf der Zeiten gedacht oder auch von diesen 
und jenen Organismen nicht gedacht werden. Die Ausdehnung der 
Welt nach Raum, Zeit, Masse etc. muss also als unbegrenzt gedacht 
werden; das Denken darf sich keine Schranken setzen, um mögliche 
Empfindungen einordnen zu können. 

Man muss nur im Auge behalten, dass wir nur von einem Be- 
wusstsein und einem grammatischen Ich aus logisch bestimmen können, 
und eine jede Realität Prädikat gemacht wird, damit sie existire. Das 
einzelne Subjekt kann verschwinden, ohne dass am Weltganzen das 
Geringste geändert wird; soll aber die qualitative Verbalbestimmung 
Empfinden und Denken, das Bewusstsein überhaupt, aufgehoben werden, 
so ist die Existenz überhaupt negirt Der Glaube, so etwas fertig 
bringen, eine leblose Welt sich vorstellen zu können, ist eben ein 
Ueberbleibsel des kindlichen Lebens; nicht eine angeborene Idee, son- 
dern eine Vorstellung, welche in einem jeden Organismus anerzogen 
wird , bevor er zu einer Kritik seiner Vorstellungen reif ist. 

Wenn wir nun ausgeführt haben, dass auch der Idealismus die 
Existenz einer wirklichen Aussenwelt anzuerkennen hat, weil stets 
Empfindungen und deshalb zu objektiven Gruppen nach den Denk- 
formen geordnete Empfindungen da sind, so hat der Idealismus 
dieser objektiven Welt noch einen viel grösseren Inhalt zuzusprechen, 
als einen solchen von quantitativ messbaren Gestalten, womit der Mate- 
rialismus sich begnügt Denn die Empfindungen begreifen nicht allein 
diejenigen objektiven Merkmale, welche wir Sinneszeichen nannten, 
aus welchen speziell das Denken die physikalischen Dinge der Aussen- 
welt konstruirt, sondera sie enthalten auch den Ausdruck des quali- 
tativen Werthes dieser Empfindungen für das Dasein des Indivi- 
duums, ihren Werth als Gefühl von Lust und Schmerz. Dieser ethische 
Gehalt der Welt ist ebenso wirklichdaseiend, wie irgend ein körper- 
liches Ding, wenn er auch nicht messbar, sondern nur schätzbar ist. Weil 
dieser Weilh nicht der quantitativen Vergleichung zugänglich ist, des- 
halb sind mathematische Bestimmungen auf ihn nicht anwendbar; zu 
seiner Beurtheilung gehören neue Kategorien, deren Einheiten in der 
Qualität des Individuums au&usuchen sind; man nennt sie Ideen« 
Der blosse Realismus glaubte sie in das Reich der Phantasie mit der 
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Bedeutung des „Phantastischen, Illusorischen, UnwirUicfaen^ Tenreisa 
zu müssen, weil sie so ganz f^on der subjektiven Anfibfinng abhingii 
seien.. Aber die liebe greifbare Körperwelt ist ebenso abhlogig tob 
der subjektiven Auffiassung. Die Auster, der Vogel, der wilde Meo&ch 
und der heutige Physiker, haben ganz verschiedene Ansichten von der 
Körperwelt und ihren Eigenschaften. In der atomistischen Eonstnüctwn 
der Aussenwelt wird versucht, den Bahmen zu geben, innerhalb dessei 
alle Möglichkeiten subjektivistischer Auffassungen Raum haben; aber 
damit verschwindet die lebendige Empfindung, die Dinge veitierai 
ihre Eigenschaften, und der Normalmensch, der nicht allein Illath^ 
matisch denken, sondern auch empfinden will, wird sich nie bereda 
lassen, dass jener farblose Schemen beweglicher Nichtse die wirkliebe 
objektive Welt sei. Da weiss er sich im unmittelbaren Gef&hl sdaer 
Ideen, in einem weit sichereren realeren Besitze. Das Wahre, Gate, 
Schöne sind ihm ewige Wesenheiten; denn es kommt gar nicht dinsf 
an, ob von dem einen Organismus diese, von dem anderen jene That 
als wahr, gut, schön, beurtheilt wirdL Dies hängt von seiner Organi- 
sation , von alle dem ab , was ihn bis zur Stunde seines Urtheils n 
dem macht, was er ist. Aber das Gefühl, was mit Jenen Wörtern 
ausgesprochen wird, ist etwas Bestimmtes, ist die wahre und wirkliche 
Werthschätzung des einzelnen Vorgangs nach jenen im Gefllhle sich kund- 
gebenden Kategorien, oder des Weltganzen für sein Dasein als „dieses 
qualitativ bestimmte Individuum^'. Die mathematische Bestimmbarkeit 
hört auf bei der Welt der Ideen , denn diese Welt des Gefühls bt 
keine äussere Foim, wenn sie auch in äussere Formen hinein, und 
wiederum aus ihnen heraus empfunden werden kann; aber das werth* 
vollere Reich der Wirklichkeit beginnt erst hier. 

Auch der abstrakteste Forscher lebt sein wahrhaftes Leben in 
einer dieser ewigen Ideen ; denn auch die Idee der Wahrheit gibt sich 
im Gefühle kund, bereitet dem Denken im Streben nach Erkenntniss 
Freude und Leid, und beweist damit, dass ihre Wirklichkeites 
hu die ihn über den todten Mechanismus seiner Foitneln und Atome 
emporhebt — mag er noch so hartnäckig versichern , dass er nur an 
die ExUtenz dieser letzeren glaubt O^elst nennen wir diese Siumne 
^fes Lebens, wie sie im subjektiven Bewusstsein aufleuchtet, und dem- 
Pitnnä9S dürfen wir die ganze Wirklichkeit des Daseienden ein Beich 
A^r Geister nennen ; einem jeden aufrichtigen Streben, welche Bichtnng 
iwmtr es bekenne, gilt hier — das 

aus dem Kelche dieses GeisteiTOiches 

schäumt ihm seine Unendlichkeit 



ANMERKUNGEN. 



1) Seite 1. Dass diese von Leibnitz eingeführte^ und in der 
formalen Logik noch übliche Behauptung fehlerhaft ist, wird nach- 
gewiesen A. V. 

2) Seite 12. Dies ist sogar schon fei-tig gebracht worden. Der 
Physiker W. Thomson hat als Resultat seiner mathematisch berechneten 
metaphysischen Spekulationen die Schwere eines Lichtquantums von 
dem Volum der Erde gleich 250 Pfand gefunden. Es wäre nicht dem 
beutigen Geiste der Natuifoi-schung zuwider, dass diese Rechnung ein- 
mal ^Thatsache der Erfahiamg" genannt werden dürfte. Dem gegen- 
über ergibt hier E. II. als eine andere metaphysische Ausführung ohne 
Gebrauch von Ziffern, dass die Erscheinungen des Lichtes und der 
Schwere einander heterogene Bewegungsarten sind, also nicht attributiv 
verbunden werden dürfen. 

3) Seite 13. „Die Mechanik ist? die Wissenschaft von der Be- 
wegung; als ihre Aufgabe bezeichnen wir: die in der Natur vor sich 
gehenden Bewegungen vollständig und auf die einfachste Weise zu be- 
schreiben". G. Kirchhoff, Mathematische Physik 1876. Seite 1. 

4) Seite 14. Descartes wird als der Ei-ste betrachtet, der die Noth- 
wendigkeit eines solchen Ausgangspunktes alles Philosophirens empfand. 
In seinem Satze „cogito ergo sum"* wurde aber das unzweifelhaft Sichere, 
die Urthatsache, einseitig als Denken bestimmt. Dieser Bestimmung 
gegenüber ist mit Recht hervorgehoben worden, dass einem jeden Denken 
eine Wahrnehmung irgend welcher All vorhergehen müsse, dass „Denken*^ 
demnach nicht das erste gewisse sei; dass deshalb dieser Ausgangs- 
satz ersetzt werden müsse durch: „ich stelle vor**. Wie jedoch aus 
dem Folgenden hervorgehen wird, wäre dieser Einwand gegen die 
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Tauglichkeit des „ich denke daher bin ich^ von keiner e«entielleo 
Bedeutung, wenn hierin nicht eine einseitige Bestimmung des Etwas 
überhaupt stattfände; welcher Fehler dem „ich stelle vor" gleich- 
falls anhaftet, ganz abgesehen von der Unbestimmtheit, welche in der 
bisherigen Philosophie den Begriff „Vorstellen" begleitet, woran das 
„Denken" nicht in gleichem Maasse leidet. Diese Unbestimmtheit gibt 
leider Gelegenheit die Fehler des Satzes zu verdecken. Der zweite 
Fehler dieser beiden Sätze ist, dass „Denken" oder „Vorstellen* sofort 
zu einem Schlüsse auf ein „Ich" benutzt wird, welches undefinirt bleibt 
und in der verschiedenartigsten Weise zu träumerischen SpekulatioDeo 
benutzt wurde. Descaiies z. B. setzte sein „cogito'' sofort um in ,,sam 
res cogitans «= dubitans, affirmans, intelligens = mens sive animas 
sive intellectus sive ratio''. Sein „Denken'^ bezeichnet also nicht die 
reine Thätigkeit eines Bewusstseins , sondern ist Eigenschaft einer 
Substanz. Kant erst vertrieb die in dieses „Ich" hineinbugsirten Geister, 
und erkannte seine lediglich gi-ammatische Bedeutung. Leibnitz war 
schon auf dem richtigen Wege, als er dem sensualistischen „nihil est 
in intellectu quod antea non fuerit in sensu" hinzulQgte „nisi intellectus 
ipse". Aber die ungelöste Aufgabe der begiifTlichen Trennung tod 
„Denken und Vorstellen" brachte ihn um die Resultate seines Fort- 
schrittes. Gleich nachher erklärt er: „Denken ist von sinnlichen Wahr- 
nehmungen nur verschieden durch ein deutlicheres Vorstellen." Bewusst- 
sein als Apperception wird allerdings gesondert von der Vorstellong 
schlechthin (perception) , aber es kommt kein geschlossenes Ganze zu 
Stande. Bei „Wahrnehmungen, die gemacht werden", bleibt 
es dagegen gänzlich dahingestellt ob diese sich in der Folge als etwas 
Subjektives oder Objektives, oder Produkt von diesen, oder was immer 
sonst, herausstellen werden. 

5) Seite 23. Die ganze Unbestimmtheit in der heutigen Lehre 
vom Begriffe ist unwillkürlich und treffend dargestellt in ; Trendelenbarg, 
Logische Untersuchungen 1870. Kap. U. Die formale Logik. 

6) Seite 26. s. H. Lotze, Logik 1874. S. 28. Aus der betreffen- 
den Stelle dieses geistreichen Philosophen ist nicht zu ersehen, ob er 
diese barocken Sätze für wirklich diskutirbar hält, oder ob er sie nur ah 
eine Knacknuss für haai*spaltende Wortfechtereien aufgestellt hat Vide 
andere Stellen des Buches widersprechen der ersteren Ansicht Diese 
unvergleichliche Welt ist aber von den Empiristen begieiig aufgogriffes 
worden; denn hier schien sich ja ein ebenso schönes Feld von neuea 
Erfahrungsthatsachen in unendlicher Pei*spektive zu eröffnen wie in deo 
Bäumen von x Dimensionen. 
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7) Saite 37. Zur Vergleichung mit dieeen Tafeln folgen hier die 
Aufistellungen von 



Aristoteles. 



i. 

2. 
3. 
L 



Substanz 

Quantum 

Quäle 

Das Relative 



5. 


Thun 


6. 


Leiden 


7. 


Liegen (intransitiv) 


8. 


Haben 


9. 


Wo 


10. 


Wann. 



Alle Arten der Kategorien können der Potenz und dem Actos 
nach ausgesagt werden« 

Kant. 





Quan 


tität: 




Einheit, 




Vielheit, 




AUbeit. 


Qualität: 




Relation: 


Realität, 




Inhärenz und Subsistenz, 


Negation, 




Kausalität und Dependenz, 


Limitation. 




Gemeinschaft (Wechselwirkung) 




Modalität: 


Möglichkeit — Unmöglichkeit, 




Dasein — Nichtsein, 


Nothwendigkeit - 


- Zufälligkeit 



Hegel. 

A. Das Sein. 
L Qualität: 

1) Sein, 2) Dasein, 3) FQrsichsein. 

n. Quantität : 

1) Quantität, 2) Quantum, 3) quantitatives Verbältniss. 

HI. Maass : 

1) spezifische Quantität, 2) reales Maas, 3) Werden 
Wesens- 

27 
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B. Das Wesen. 

I. Das Wesen als Grund der Existenz: 

1) Der Schein, 2) die Existenz, 3) das Ding. 
IL Die Ei-scheinung : 

1) Die Welt der Erscheinung, 2) Inhalt und Form, 8) Vcr- 
hältniss. 
m. Die Wirklichkeit: 

1) Substantialitätsverhältniss, 2) Eausalitatsverhältniss, 3) Wedn 
selwirkung. 

C. Der Begriff (als Resultat von Sein und Wesen). 

I. Subjektivität : 

1) Der Begriff, 2) das Ui-theil, 3) der Schluss. 
n. Die Objektivität: 

1) Mechanismus, 2) Chemismus, 3) Teleologie. 
m. Die Idee: 

1) Das Leben, 2) Erkennen, 3) absolute Idee. 



C. F. Krause. 

Tafel der Begriffe. 



L 



Nach dem Gegenstande: 

1. Wesen (substantia). 

2. Wesenheit (Eigenschaft, acci- 
dens, inhaerens), 

a) gehaltige Wesenheit (acci- 
dens materiale), 

b) formliche Wesenheit (acci- 
dens foi-male). 

S. Wesen vereint mit Wesenheit 

a) ein Wesen nach seiner Be- 
ziehung zu einer Eigenschaft, 

b) eine Eigenschaft nach ihrer 
Beziehung zu einem Wesen, 

c) ein Wesen nach seiner Be- 
ziehung zu einem Wesen. 

d) eine Wesenheit nach ihrer 
Beziehung zu einer Wesen- 
heit 



n. 



Nach der Seinheit der 
Wesenheit als: 

1. Wesenschauung (terminus ab- 
solutus et infinitus). 

2. Urwesenschauung (terminus 
superessentialis). 

3. Allgemeinschauung (als Begriff 
im gewöhnlichen Sinne, tenninos 
generalis s. idealis). 

4. Eigenlebschauung (als indivi- 
duelle Anschauung, terminus 
realis). 

5. Zeitewigschauung (tenniniis 
ideali-realis). 
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8) Seite 38—40. Phantasie nennen wir das Vermögen oder die 
Thätigkeit vermittelst welcher wir eine subjektive Welt von Gefühlen 
nnd Vorstellungen spontan erzeugen. Irgend ein GefQhl, Zustand 
unseres Gemüthes, ist es, was zu einer solchen Schöpfung den Anstoss 
gibt ; dies Gefühl will sich zu einer Welt verköi'pem, um sich in dieser 
Verkörperang selbst wieder und vollständiger empfinden zu können. 
Das Material dieser Verkörperung können nur wieder Vorstellungen 
und Begriffe, Produkte des Empfindens und Denkens, sein; denn ist 
auch das Gefbhl selbst als Ausdi-uck der eigenen Werthempfindung 
einer Persönlichkeit etwas rein Subjektives, und wollte man zugeben, 
dass die Pereönlichkeit neue nie erlebte Gefühle selbstthätig erzeugen 
kann, so ist es doch nicht möglich denselben einen anderen Ausdruck 
zu geben als durch das Material der in uns gesammelten (von der 
Aussenwelt entlehnten) Voi-stellungen. Die Phantasie kann deshalb 
keine neuen Sinnesbilder ei*zeugen, wohl aber neue Kombinationen aus 
den Bildern, welche die Aussenwelt (besser gesagt: „das Leben'') ge- 
liefert hat Die Produktivität der Phantasie ist also wesentlich ab- 
hängig von dem Vorstellungsmaterial, welches man angesammelt hat, 
weil uns kein Mittel bekannt ist innere Gefühle auf andere Persönlich- 
keiten zu übertragen, in ihnen zu eiTegen, als durch das Medium der 
Begriffe und Voi'stellungen. Man kann allerdings die Möglichkeit einer 
solchen unmittelbaren Uebertragung nicht absolut abstreiten; es wäi-e 
dazu eben ein neuer Sinn nothwendig. Mystiker behaupten bekanntlich 
einen solchen Sinn zu besitzen. Ist also auch ein anderer Intellekt 
als der unsrige, ein andere Methode logischer Synthesis, ein Paitüogis- 
mus, so ist doch anderen Sinnen, anderen Modi der sinnlichen Auf- 
fassung, ein unbegi-enzter Spielraum von Möglichkeiten zuzugestehen, 
welche so gi*osse Unterschiede zulassen, dass sie dem naiven Bewusst- 
sein wie andere Arten von'Veinunft vorkommen mögen. Der Mög- 
lichkeit von Organismen, welche die Vorgänge auf den entferntesten 
Fixstei-nen empfinden, steht ebensowenig ein logisches Hinderaiss im 
Wege, wie solchen, die andere Farben sehen, über ganz unvoi'stellbare 
Sinnesemptindungen verfügen; oder auch solchen, welche befähigt sind 
zeitlich weit auseinanderliegende Vorgänge in einem einheitlichen 
Sinnesakte wahrzunehmen, während unsere Sinne nur Vorgänge 
einheitlich auffassen, welche Bruchtheile von Sekunden auseinander- 
liegen. 

Der Elementarakt der Phantasie besteht demnach in der Fähig- 
keit ohne direkte Einwirkung der Aussenwelt Wahrnehmungen zu 
reproduziren (Voi'stellungen zu bilden) und miteinander zu verbinden; 

also nichts anderes als die Fähigkeit der synthetischen Setzung. In- 

27 • 
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sofern ist Phantasie eng verknüpft mit der Erinnerungsfähigkeit, mi 
deshalb werden phantasielose Köpfe nie etwas Grosses leisten, selbst 
nicht in der Mathematik; der phantasielose Mathematiker ist pure 
Rechenmaschine. Man könnte allerdings unterscheiden die synthetische 
Setzung des Dichters, welcher ein Gefühl, von der Synthesis des Logiken, 
welcher einen Gedanken in Begriffen verköi'pem will. Im Grossen md 
Ganzen wird diese Unterscheidung aber alle möglichen Stufen nsd 
Grade eines mitwirkenden, zugleich vorhandenen Gefühls zulassen; md 
so ist auch der abstrakteste Gedanke nicht allen Gefahles baar, ent- 
steht nicht ohne die treibende^ Idee des Wahren. Vergleiche Seite 42. 
9) Seite 42. Der Realismus setzt gewöhnlich seine Welt der 
Wirklichkeit, worunter er die objektive Welt in der Gestalt sdaer 
Auffassungsfahigkeit versteht, einer unwirklichen Idealwelt entgegen, 
deren Behandlung er Dichtem, idealistischen Philosophen und Phantasten 
überlässt. Auch die gewöhnliche Sprache, also die populäre Metaphysik, 
unterscheidet eine solche wirkliche im Gegensatz zu einer idealen 
Welt. Der exakte Physiker von materialistischer Persuasion hält nun 
wiederum den grössten Theil von der wirklichen Welt des gewohnlichen 
Normalmenschen für subjektive Illusion, und findet das allein wirkliche 
in gewissen imaginären Kreatui*en der Atomistik. Dass die Phantasie 
Phantasmen erzeugen kann ist gewiss; aber eben so richtig ist der 
Ausspiiich, dass eine Dichtung wahrer dein kann als die Wirklichkeit, 
insofern eine Dichtung eher fähig sein kann den Inhalt der Welt dordi 
eine Verdichtung und zweckmässige Gruppirung dem Gemüthe zu Aber- 
liefern, als eine mikroskopische Beschreibung eines Theiles des Welt- 
geschehens, aus welchem die Individualität doch wiederum nur mit 
Hülfe ihrer Phantasiethätigkeit das wesentliche herausscheiden und Üx 
die Kategorien ihi*es Werthes als Individuum zurechtlegen kamt Wenn 
das Individuum weiter nichts wäre als ein Registririnstrument , dann 
allerdings wäre die Wirklichkeit seiner Welt auf Linien, Punkte und 
Bewegungen beschränkt. Da dem aber nun einmal nicht so ist, da 
unser Hauptinteresse an der Welt sich auf den Zustand und den Wechsel 
unserer Gefühle bezieht, auf ihre Beeinflussung dui'ch die sogenanste 
Aussenwelt, da unsere Persönlichkeit nicht allein mit dabei ist als 
Theil der Welt, sondern als das Hauptstück derselben (wenn auch 
nicht nach Kubikmeter messbar), deshalb wird auch ein Jeder, so lange 
er nicht zum selbthätigen Registririnstrument geworden, zugeben mflssai« 
dass die ideale Gestaltung ebensogut wie die sinnliche Wahmehmong 
und die logisch atomistische Reduktion derselben zur Welt gehören, 
dass nur die Gesammtheit dieser Auffassungen die wahre wirkliehe 
Welt bUde. 
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10) Seite 45. Das Wort „frei'* wird in zwei Bedeutungen ge- 
braucht. Als aequivalent dem willkürlich kann es nicht auf irgend 
ein Objekt oder Vorgang in der Welt angewendet werden, weil es dem 
unyerbrQchlich festzuhaltenden Kausalnexus widei-sprechen würde. 
Das „frei*' muss sich deshalb in dieser Bedeutung auf einen subjektiven 
Standpunkt der Beurtheilung beziehen, von dem aus die Willkürlichkeit 
möglich scheint Die andere Bedeutung ist dieselbe wie sie auch 
von der Mechanik in dem Ausdruck „freie Bewegung eines Systems*' 
gebraucht wii*d. Also ein Objekt oder Person, welche keinem Zwange, 
keinen äusseren Bestimmungen unterworfen ist. Als solche wird das 
Individuum sich äussern seiner 'Natur gemäss; alles, was in seinem 
Wesen liegt, wird möglicherweise ungehindert zur Aeusserung kommen. 
Die Moral und Gesetzgebung gebraucht beide Deutungen, uns muss 
beide gebrauchen um überhaupt Maximen des Lebens feststellen zu 
können« Die Menschheit, — oder vielmehr die Gesammtheit bewusster 
Wesen, welche Gesammtheit als eine Resultante alles zeitlich und räum- 
lich ausemanderliegenden Daseins aufisufassen ist, welcher sich die Einzel- 
perioden der Existenz mehr oder weniger nähern, — wird das einemal 
als frei behauptet, weil ihr die vollständige Aeusserung ihrer Natur 
zukommen soll, oder wenigstens angestrebt wird. Das Einzelindividuum 
wird aber im Allgemeinen nicht koiTespondiren mit dem Typus der 
Gesammtheit, wird nicht dieselbe Resultante der freien Bewegung haben 
wie die ganze Menschheit Damit nun aber die freie Bewegung der 
Gesammtheit sich äussern könne, muss dieselbe von ihrem subjektiven 
Standpunkte aus das Einzelindividuum betrachten als wenn es will- 
kürlich frei handeln könnte, als seine Handlungen der Gesammt- 
resultante gemäss bestimmend. Sofern das nicht geschieht, bethätigt 
die Gesammtheit ihi-e Freiheit dadurch, dass sie die Störungen aus- 
merzt, das ihrer Fmheit entgegen handelnde Individuum unschädlich 
macht Die sittliche Freiheit des Individuums liegt also in der mög- 
lichen Identität seiner Natur mit derjenigen der Ge- 
sammtheit Die Natur dieser Gesammtheit wird nicht durch die 
Ansichten einer beschränkten Zeitperiode bestimmt, sondern nur durch 
ewig gültige Ideen. Diese auficufinden , zu empfinden und ihnen Aus- 
druck zu verleihen ist das beständige Ziel vernünftigen Lebens. 

11) Seite 52. Das Einzige, was an dergleichen Erörterungen einen 
Schein von Berechtigung haben könnte, wäre, dass in dem Identitäts- 
satze ein Schluss vom Denken auf das Sein liege, Für die Entwicke- 
lung hier entfällt eine jede Bedeutung dieser Einwendung, weil der 
Gegensatz voa Denken und Sein von vornherein als eine sowohl un- 
bestimmte wie unnöthige Begritfbildung abgelehnt worden ist. Das 
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Identitätsprinzip in unserer Welt „Empfinden und Denken^ sagt: die 
denkende Setzung ebenso wie die Bestimmung einer Empfindung ak 
solcher muss eindeutig verstanden werden. 

12) Seite 54. Der Satz des zui-eichenden Grundes ist das Identität»- 
prinzip auf eine Vielheit angewendet. Insofern unsere Welt als eine 
Vielheit bestimmt wurde, kann man den Satz des Grundes als das 
Denkgesetz aufstellen, und ist der Identitätssatz sodann seine Formulinisg 
einer Einzelheit gegenüber, welche Abstraktion als Ausgangspunkt der 
logischen Kombination h&ufig zweckmässiger ist. Dem Inhalt nadi 
sagen aber beide Sätze ein und dasselbe. Nur muss man im Auge 
behalten, dass man die Formel der Vielheit, also den Satz vom Grunde 
den Begriff der Verbindung überhaupt, nicht anwenden darf, wenn 
nicht 70n einer Vielheit die Rede ist; wenn z. B. von der Welt als 
Ganzes gesprochen wird. Weil einer solchen Welt ein Anderes gegen- 
'flberzustellen dem vorher gebildeten Weltbegrifi* widerspräche, ist es 
sinnlos nach einem Grunde der Welt fragen zu wollen, ist es sinnlos m 
dem Satz vom Grunde eine metaphysische Wahrheit au&püren zu wollen. 
Und gleicherweise alogisch ist es, wenn die Welt als ein Gesehehen, 
als eine Vielheit in Vemnderung bestimmt wird, dann dieses Welt- 
geschehen in eine Summe absolut stabiler Identitäten zerfaUen zu 
wollen ; denn hiermit wäre ihre denknoth wendige Verbindung zu etnem 
Ganzen negirt. Diese veimeintliche metaphysische Wahrheit, welche 
aus dem Identitätsprinzip gezogen wurde und den falschen Substanzen- 
begriff erzeugte, entspringt der Verkennung des Denkgesetzes als des 
rein formalen Verbindungsmodus, welcher keinen weiteren Zweck hat 
als die absolute Regel der Synthesis anzugeben. Man muss im Gegm- 
theil die negative metaphysische Wahrheit aus ihm ableiten, dass der 
absolute Substanzbegriff und die causa sui, der Grund der KTistimi, 
Paralogismen sind. 

13) Seite 56. Vieles, was in der gewöhnlichen Sprache mit dem 
vagen Woile „Vorstellung" in Verbindung gebracht wird, gesdiieht 
unbewusst; so die Ideenassoziation, «genauer „die synthetische unwill- 
kürliche Verbindung der Vorstellungen'' , sowohl ihrer Sinnesbflder als 
der dieselben begleitenden Gefühle. Ebenso ist die Logik der Sprache, 
das Uitheil des gewöhnlichen Lebens, das Zustandekommen der Raum- 
und Zeitanschauung, ein unbewusst ausgeführter logischer Proaess ; was 
natürlich nicht ausschliesst , dass sich im wissenschaftlichen Leben die 
Aufmerksamkeit diesem Processe zuwendet, und seine Phasen mit Be- 
wusstsein verfolgt. Nach unserer eindeutigen Definition von ,, Vor- 
stellung'' ist jedoch seine Verbindung mit dem „unbewusst'' unzulässig, 
weil sie selbst als sinnliche Reproduktion einen spezifischen Zostaiul 
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des Bewusstseins bezeichnet. Solange diese Vorstellung wie eine poten- 
zielle Energie des Nervensystems gedacht wird, ist sie eben nicht 
Vorstellung, sondern lediglich eine solche Struktur des Gehirnes, 
welche das Zustandekommen der Vorstellung ermöglicht Gleichfalls 
ist der Wille stets etwas Bewusstes, weil er ein Zustand des Gefbhles 
ist; der Gegenstand des Strebens mag dabei immerhin unbekannt sein. 
Richtig ist daher, dass man hftufig|nicht weiss'^was man will, obschon 
das Streben des Willens gefühlt wird, also bewusst da ist Deshalb 
mögen aber immerhin die Wortverbindungen „unbewusste Vorstellung 
und Wille'^ als termini technici fbr eine gewisse Periode der wissen- 
schaftlichen Entvrickelung brauchbar sein; ihre Aufiiahme in die 
Populärmetaphysik der Sprache scheint dies zu bestätigen, und ist ihre 
absolute Verwerfung keinenfaUs gerechtfertigt, solange die strenge 
Definition von Vorstellung fehlt Das Absolute mit einem bestimmten 
Prädikat als „das Unbewusste*' zu bezeichnen ist in wissenschaftlicher 
Sprache schon deshalb misslich, weil damit etwas spezifisch Bestimmtes 
von einem X ausgesagt wird, welches doch Alles, also mehr als jene 
Spezifikation, enthalten soll. Die gewöhnliche '^Sprache anerkennt aber 
dergleichen Argumentationen nicht, weil es ihr nur auf die Erweckung 
eines gewissen GefiUilinhaltes ankommt, und 'sie zu diesend Zwecke die 
Mittelstufe der intellektuellen Entwickelung zu berücksichtigen hat. 
Der Vorstellungs- und Gefühlsinhalt, welcher mit dem Worte „Das 
Unbewusste*' erregt wird, mag deshalb für eine gewisse Periode werth- 
voller sein als andere Wortkombinationen, welche zu demselben Zweck 
konstruirt wurden; z. B. Ding an sich, Subjekt Objekt, unbeschränkte 
Persönlichkeit, Allsubstanz, Nirwana, Brahma, vovg etc. Denn Populär- 
philosophien können trotz all ihrer logischen Fehler befruchtender und 
anr^ender auf das Denken wirken cJs tadellos richtige Systeme, die 
aber grade deshalb und wegen ihrer nothwendigen Beschränkung auf 
Einzelheiten nur einem engen Kreise schmackhaft sind. 

14) Seite 60. Zuweilen wird das Wort „Erkennen'' gebraucht 
werden um von dem gewöhnlichen Sprachgebrauche nicht aUzustark 
abzuweichen; seine schliessliche Rechtfertigung ist dabei E. in zu finden. 
Es sei darauf aufmerksam gemacht, dass in den hier aufgestellten Ent- 
wickelungen die folgenden von Kant und seiner Schule bei Behandlung 
derselben Probleme gebrauchten Begriffe resp. Unterscheidungen sich 
zum Theil als unnöthig, zum Theil als paralogisch' herausstellten. Neue 
Begriffe werden dagegen nicht eingeführt 

äusserer Sinn, innerer Sinn; desgl. Wahrnehmung; 

reine Anschauung, Form der Sinnlichkeit, Anschauung a priori; 

unendliche Grössen; 
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Erscheinung, Wesen, Ding an sich, Substanz; 

abstrakte Yerselbständigung ; 

transcendentale Idealität-, der transcendentale Gegenstand; 

Einbildungskraft ; 

GemQthszustand — in dem Sinne: „Verknüpfimg der Wahmehmttiige&. 
in meinem Gemttthszustande'' ; 

empirische Apperception, reine Apperception ; 

Sein — Denken. 

Gattungsbegriff — Einzelanschauung; 

Geist — Seele, Vernunft, Verstand, menschlicher — reiner Intellekt 

Erkennen »=> anschaulich vorstellen; 

Intelligibel, transcendent, transcendental, immanent etc. 

15) Seite 72. Es könnte hier der Einwand erhoben werden, dass 
zwei Setzungen I, + b und I, — b in einer beliebigen dieser Reihen 
nicht kontradiktorisch zu sein brauchen. Ohne eine neue Distinktion 
aufzustellen von absolut und relativ kontradiktorisch, durch welche man 
diesen Einwand allgemein heben kann, wird dieser bei dem verübenden 
Problem schon dadurch bedeutungslos, dass man eine I, b Reihe be- 
trachtet, welche den Unterschied 1 zur I, a Reihe hat. Die Betrachtang 
dieser Reihe ist hinreichend zur Raumkonstruktion und enthält absolut 
kontradiktorische Setzungen. 

17) Seite 91. Der Gehörsinn wurde zur Konstruktion des Raumes 
schematisch gewählt, weil er die Annahme einer spezifischen Art der 
Sinne zur Wahrnehmung des Raumdinges ausschliesst , und nur die 
Wahrnehmung von Intensitätstufen der Empfindung zulässt Wenn man 
in der Nähe sich bewegende schallerzeugende Gegenstände beobachtet, 
ttberaeugt man sich bald, dass ein richtiges Urtheil über deren Be- 
wegung im Räume möglich ist. Viel leichter wird dies Urtheil bei 
dem Gesicht und Getast^ weil diese statt zweier Ohren, eine sehr grosse 
Anzahl von Instrumenten der Sinneswahrnehmung (die verschiedenen 
Nerven der Innervationsempfindung) vereinigen; also in einem sehr 
kurzen Zeiträume ein grosses Material von verschiedenen auf densdbeo 
Gegenstand bezogenen Empfindungen liefern, sodass eine sich gegen- 
seitig bestimmende eindeutige Gruppimng dieser Empfindungen schnell 
möglich wird. Die übliche Bezeichnung des Gesichtssinnes als eines solchen, 
der zwei Dimensionen unmittelbar wahrnehmen lässt, ist unkorrekt 
Wird dem hinzugefügt, dass die dritte Dimension ein Schluss ist, welcher 
zu den unmittelbar vorhandenen zweien hinzugefügt wird, so ist diese 
ganze Erklärungsweise falsch. Entweder muss man sagen, dass alle 
drei Dimensionen gedacht werden; Resultat eines Schlusses sind *- 
und dies ist die exakte Darlegung des Vorgangs, — oder wenn man 
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der physiologischen Terminologie folgt, so muss man zugeben, dass' die 
dritte Dimension ebensogut wahrgenommen wird wie die beiden ersten. 
Die Netzhaut ist kein zwei«, sondern ein dreidimensionales Gebilde, 
schon wegen ihrer gekrümmten Fläche, Der isolirte Lichteindruck 
sagt uns gar nichts von Ausdehnung, sondern nur von Art und 
Intensität der Farbe. Wenn wir nun zwei Lichtpunkte zugleich wahr- 
nehmen, so haben wir Lichtempfindung und zwei verschiedene Inner- 
vationsempfindungen , kon*espondirend den zwei gereizten Stellen der 
Netzhaut. Hieraus ist Ausdehnung zu konstmiren möglich, ebensogut 
wie aus den zwei verschiedenen Schällen, von denen wir voraussetzen, 
dass sie dei*selben Uraache entstammen. Bei dem Urtheil des Gesichtes 
oder Getastes werden uns zwei oder mehrere verschiedene Wahr- 
nehmungen simultan gegeben; bei dem Gehör dagegen müssen wir 
diese Schälle in der Erinnerung festhalten, weil sie durch die Zeit 
getrennt sind, und deshalb ist das Urtheil über deren eindeutige Grup- 
pirung so viel schwieriger, braucht Zelt um festgestellt zu werden. 

18) Seite 92. Der Subindex ai a^ . . . wird gebraucht, wenn 
schlechthin Empfindungsunterschiede bezeichnet werden sollen, der 
Potenzindex a^ a' . . . . wenn diese Unterschiede Stufen der Intensität 
bezeichnen. 

19) Seite 95. Die Nothwendigkeit eines Kontinuums der Ordnung, 
der Möglichkeit kontinuirlichen Aneinandeireihens, kurz das Gesetz der 
Kontinuität, ist identisch mit dem Denkgesetz, speziell in der Form des 
zureichenden Giamdes. Irgend eine Diskontinuität in dem Zusammen- 
hang der Erscheinungen auch nur als möglich zu setzen, wäre 
Läugnung des Funktionalnexus überhaupt. 

20) Seite 97. Die eingehende Definition von Dimension s. G. I. 6. 

21) Seite 98. s. 17. Eine eingehende und anschauliche Ausführung 
dieses Gedankens bat £. v. Baer gegeben, in einem Aufsatze über die 
Abhängigkeit der Raumesanschauungen von der Lebensgeschwindigkeit. 

22) Seite 104. Zuweilen urtheilt der Sprachgeist aber auch richtiger 
als die Dialektik eines Hume. Schopenhauer entgegnete demselben 
schon, dass der Tag nicht die Ursache der Nacht genannt werde. 
Diesem Beispiele könnte man zwar vorweifen, dass dann auch Nacht 
Ui'sache des Tages genannt werden müsse, und nur um ein und die- 
selbe Erscheinung nicht zugleich Ursache und Wirkung nennen zu 
müssen, unterlasse die Sprachmetaphysik eine kategoriale Bestimmung 
von Tag und Nacht überhaupt Es gibt aber bessere Beispiele. Der 
Frühling wiiil nicht Ursache des Sommei-s genannt, die Blume nicht 
Ursache der Fi-ucht, und dergl. mehr. Die blosse zeitliche Folge ist 
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also auch der allgemeinen Metaphysik nicht hinmchend zar kansakn 
Yerbindnng, wohl aber ist sie ein beständiger Begleiter derselben. 

23) Seite 104. Insofern Hume's Kritik das Wahnbild angeborene 
in ddr Seele fertig liegender Ideen, welche den Dingen fibergezogen 
werden soUten, zerstörte, hat sie Bedeutendes geleistet Sein Fehler 
war aber, dass er hernach die Kausalität, Form oder Regel der Syntheds, 
fbr eine theologische Idee hielt; dass er die genetische Entwickdmg 
dieses Begriffes im wissenschaftlichen Bewusstsein f&r identisch hidt 
mit der unbewussten Anwendung einer Regel (dem logischen Prozesse), 
ohne welche konstante Regel auch nicht die einfachste Erfahrung zo 
Stande kommen kann. In einem 'arithmetischen Bilde könnte man 
sagen: diese Erfahrungstheorie hält die^Verbindungszeichen des Satzes 
2 4- 2 as 4 fbr Zahlen, wobei dann aus der Erfahrung der ZaUwerth 
von + und = abzuleiten wäre. Um sich solchen Widersinnigkeiten 
gegenQber mit Worten durchzuwinden geben die neueren Anhänger 
des sog. Positivismus dem Begriffe „ErfsArung'' dem Sprachgebrandie 
zuwider einen solchen Umfang, dass Alles darin vorhanden sein kann, 
wenigstens hineininterpretirt wird. Damit ist man dann wieder beim 
HegeFschen allgemeinsten und deshalb absolut leeren „Sein** angelangt 
und man kann solchen Positivisten das letzte Wort lassen. Einett 
Werth hat dieser Erfahrungsbegriff nicht mehr, weil er nichts Be> 
stimmtes aussagt 

24) Seite 110. Der ei'ste Freudenrausch über den venneintlicfa 
Yon Darwin gefundenen passe-par-tout zur mechanischen Erklärung der 
Entwickelung ist voiüber ; man erkennt jetzt, dass Darwin einige wenige 
der hierbei wirkenden Faktoren gefunden hat, dass aber die Haupt- 
faktoren noch unbekannt sind. In Goethe's Darstellung fühlt man 
überall den Gedanken heraus, dass in jeder Periode der Entwickelung 
auch Formen dagewesen, dass auch dass hypothetische Planetendampf- 
chaos seine Elemente zu einer gewissen Form gruppirt enthalten haben 
muss. Deshalb kann man auch bei einer jeden Entwickelungsstufe die 
Gefühlsbegriffe „Plan Zweck'' mit derselben Berechtigung anwenden, 
wie die mechanischen (Anschauungsbegriffe) Ursache, Wirkung, nur 
darf man nicht in den Fehler verfallen mit Gefühlsbegriffen mechanisch, 
oder mit Anschauungsbegriffen Zwecke erklären zu wollen. 

25) Seite 115. s. E. I, III. Auf den Tafeln der Begriffe S. 36 
werden durch Auflösung der Dinge in Vorgänge die Abtheilungen a» 
und b) sowohl unter A. wie B. zusammenfallen, und resultirt daran« 
eine dreigliedrige Au&tellung, korrespondirend den logischen Positionea 
des Satzes. 



Anmerkungen. 427 

26) Seite 121. Nicht metageometrisch wie 0. Liebmann 

<Ana]ysis der Wii*k1ichkeit. 1875) will; denn die hiermit angestrebte 

Erhebung des Schematismus zu einem metaphysischen Prinzip könnte 

^eder auf die Geometrie beschränkt werden, noch haben hierhin zu 

zählende Spekulationen sich thatsächlich auf dieses Gebiet beschränkt. 

Aus der Thatsache, dass man altemirende Funktionen, springende 

Reihen etc. bilden kann, haben Arithmetiker jenem Prinzip gemäss die 

Folgerung gezogen, dass der Summenbegriff unseres Zählens ein empi- 

d*s 
rischer sei. Aus dem schematischen Ausdruck der Kraft -^r^ und dem 

Kraftgesetz —^ hat man sich berechtigt gefühlt, neue Ki*äfte zu er- 
erfinden, welche durch andere Differenzialordnungen dargestellt, oder 
nach anderen Potenzen der Entfernung wirken sollten. Dann wurden 
Kräfte hypostasirt, deren Wirkungsgesetz abhängig yon der Anzahl 
wirkender Elemente seien. Aber noch mehr; positiTe und negative 
Materien wurden erfunden — weil man ja ebensogut — m wie + m 
schreiben könne. In demselben Geiste wurden'sprungweise nach einem 
Schema vorwärts rückende, oder in sich zurücklaufende (also woh 
konstant gekrümmte) Zeiten projektirt. Die Früchte, welche von diesem 
vermeintlich höhei'en generalisirenden Standpunkte aus gezeitigt wurden, 
sind schon auf allen Gebieten zu finden. 

27) Seite 122. Ich habe diese Frage in „Bedeutung der Pangeo- 
metrie 1876'' gestellt und ist die Inhaltschwere derselben von Mathe- 
matikern anerkannt worden. Alle mir bekannten philosophischen Be- 
handlungen des Thefna^s ignoriren diese Frage. 

Im Anschluss hieran finde eine Eröilerung der Einwände statt, 
welche meiner Raumtheorie in „Vierteijahi-sschrift fUr wissenschaftliche 
Philosophie'' L S. 299 gemacht wei-den. Es heisst dort S. 302: 

„Der Verfasser betrachtet nicht blos einen Raum von mehr als 
dm Dimensionen , sondern sogar den aligemeinen Begriff einer mehr 
als dreifach ausgedehnten Mannichfaltigkeit im Sinne Riemanns für 

denkunmöglich er hält die Construction der Zahlreihen für die 

abstrakteste Construction, die überhaupt möglich ist. Der Nerv 
seines Beweises liegt nämlich in dem Satze, dass zu jeder Zahl nur 
zwei, nicht aber drei oder gar n verschiedene andere Zahlen gefunden 
werden können, welche von ihr denselben Unterschied haben. Nun 
ist aber die Construction rein begiifflicher Merkmale zu einem 
innerlich mannichfaltigen Ganzen von den besonderen Bedingungen 
der Constiniction der Zahlengi'össe, auch der allgemeinen, unabhängig. 
Jeder Begriff von mehr als drei Merkmalen ist ein Beispiel einer 
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mehr als dreifach bestimmbaren Mamiiehfaltigkeit Und zwar kann 
diese Mannichfaltigkeit, abgesehen von den empirischen Anwendungen 
des Begri£^ sogar als eine stetige gedacht werden und wird es auch 
im rein logischen Sinne. Wundt z. B. zeigt, dass der Begriff: 
Farbe, eine stetige Mannichfaltigkeit Yon vier Dimensionen bilde, 
sobald wir statt der empirischen Sättigungsgrade die Oberhaupt mög- 
lichen in denselben einführen, was wir offenbar denken können. Es 
war ein grosses Verdienst, das Boole um die Erkenntnisstheorie sich 
erwarb, dadurch, dass er die Unabhängigkeit der logischen Gleichungen 
yon der Natur des tGrössenbogrifis nachwies. Der Begriff einer 
fi-fach ausgedehnten Mannichfaltigkeit ist also kein Widersprach 
gegen das Denkgesetz, vielmehr ein Ausdruck der abstract be- 
trachtet grösseren Tragweite des Denkens und seiner Unabhängigkeit 
von besonderen Bedingungen der Anschauung. '^ 
Den Nerv des Beweises hat Recensent aus der betreffenden Schrift 
richtig herausgefunden. Die Form der Deduktion ist in vorliegender 
Arbeit S. 70 und 216—220 verbessert worden. Dazu der Nachweis 
geliefert S. 276 u. a., dass der Begriff „Dimension^' nicht ähnlich wie 
„Merkmal'' oder das ganz unbestimmte ?„Mannichfaltigkeit'' gebraucht 
werden darf. Was nun Boole's angeblichen Beweis betrifft, so ist die 
ganze Ausfilhi-ung von B. C. D. ein indirekter Gegenbeweis, indem 
dieselbe darlegt, dass alle logischen Gleichungen durch die Natur 
der Begriffe „Grösse und Richtung" determinirt ^werden, dass logische 
und arithmetische Operationen identisch sind, und demzufolge auch 
geometrische; dass aber von Boole Verschiedenes „logische Gleichung* 
genannt wird, dem dieser Titel nicht im Entferntesten zukommt In- 
sofern die Boole'schen Gedanken in der Neuzeit zahlreiche Anhänger 
gefunden und sogar zur Aufstellung eines „Calculus of reasoning*' ge- 
führt haben, möge eine direkte Kritik dieses letzteren hier Stdle 
finden. Ich folge dabei der Schrift von E. Schröder: Der Operations- 
kreis des Logikkalkuls, Leipzig 1877. 

Das Wesentliche des ganzen Kalküls liegt in folgenden Sätzen« 
welche auf den 8 ersten Seiten dieser Schrift zu finden sind. 

Den ersten Theil des Logikkalkuls bildet die Rechnung mit 

Begriffen «) der zweite Theil das Rechnen mit Urtheilen •*)... 

Indem wir zunächst' nur dem ersten Theil unsere Aufinerksam- 
keit zuwenden, werden wir finden, dass der andere Theil durch 
eine einfache Bemerkung sich miterledigt, die nämlich , dass man 
unter den Buchstaben, welche die Urtheile vorstellen, statt dieser 
lediglich die Zeiten (oder „Klassen von Zeittheilen'') zu seixen 
braucht , während welcher sie bezüglich wahr sind ^\ um sofort die 
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Untersuchung zu einer dem ersten Theile des Logikkalkuls ange- 

hörigen zu stempeln Gegenstand der logischen Operationen 

sind Buchstaben, welche in dem genannten ersten Theile als Klassen- 
symbole zu bezeichnen sind^). 

Unter einem Buchstaben', wie a, vei-stehen wir hier stets eine 
Klasse oder Gattung von Objekten des Denkens. Der sprach- 
liche Ausdruck einer solchen ist in der Regel ein Gemeinname und 
gibt zugleich Veranlassung zur Bildung eines Begriffs, in welchem 
wir uns die wesentlichen Merkmale, die allen zu der Gattung ge- 
hörigen Individuen gemeinsam sind, zusammengefasst denken'). Im 
Gegensatz zu diesen Merkmalen, dem sogenannten „Inhalte'' des 
erwähnten Begriffs, stellt dann die Klasse selbst dessen „Umfang*' 
vor, sodass wir in Gestalt dieser Klassensymbole in der That mit 
den hinsichtlich ihres Umfanges dargesteUten Begriffen rechnen 
werden 0. 

Die Individuen einer solchen Gattung können übrigens auch 
ganz beliebig aus der Mannichfaltigkeit des Denkmöglichen heraus* 
^ gegriffen werden und ausser dem Zufall, der unsere Wahl auf sie 
fallen lässt, keine übereinstimmende Merkmale verrathen ''). Die 
Zahl der in der Klasse enthaltenen Individuen kann begrenzt und 
unbegrenzt sein^) 

In dem Kalkül der Logik gibt es Grundi*echnungsarten .... 
Nichts hindert diese Grundoperationen mit denselben Namen zu 
benennen und mittelst derselben Rechnungszeichen auszudiücken, 

wie sie in der Ainthmetik gebräuchlich sind ' ) Ist doch der 

Gegenstand der Operationen beidemal ein ganz andei-er — dort 
sind es Zahlen, hier aber beliebige Begriffe''). 

Es wird demnach in Philosophie und Grammatik: 
Multiplikation wird genannt Determination^) 
Division „ „ Abstraktion 

Addition „ „ kollektive Zusammenfassung 

Subtraktion „ „ Ausschliessung. 

Die Klassensymbole sollen einander gleich heissen, wenn die 
von ihnen vorgestellten Klassen identisch die nämlichen Individuen 
umfassen, wenn jene also nur Namen für ein und dieselbe Klasse 
sind'*). 

Unter a X & ist zu verstehen die Gesammtheit oder Klasse, 
die ganze Gattung der Individuen, welche sowohl zur Klasse a als 
auch zur Klasse b gehören; es stellt also a X b das Gebiet vor, 
in welchem die Gebiete a und b einander gegenseitig durchdringen*'). 
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a + b bedeutet die Gesammtheit der Individuen, welche zur 
Klasse a oder auch zur Klasse b gehören ; a + b stellt das Gebiet 
vor, zu welchem a und b einander gegenseitig ergänzen ^^. 

Bei der geometrischen Veranschaulichung der Klassen a und 
b durch die Punkte zweier Kreisflächen stellt a b * das beiden ge- 
meinsame Stück Fläche vor, welche3 b^renzt wird durch zwei sich 
schneidende Kreise, a + b dagegen das ganze Gebiet, welches ge- 
bildet wird, durch das gemeinsame und die beiden Separatstficke 
der sich schneidenden Kreise ""). 

Die Symbole und 1 sind darnach die Grenzen , die entgegen- 
gesetzten Extreme der Klassensymbole, indem keine Klasse weniger 
als keines, und keine mehr als alle Individuen umfassen kann?). 

ab = heisst: a und b sind disjunkte Klassen, ohne gemein- 
same Individuen. 

a -\- b ^ 1 heisst: a und b sind komplementäre Klassen, um- 
fassen alles Denkbare. 



^ 



Zu bemerken ist noch , dass weder der Urheber dieser Rechnungs- 
art Boole, noch Jevons, sondern ei*st spätere VQi-suche die Gedanken 
dieser beiden konsequent zu verwerthen, zu den vorliegenden Sätzen 
gefühlt haben. Wir haben zuei-st das Material, sodann die Operationen 
der Rechnung zu betrachten. 

a) Vorgeblich bilden Begriffe dieses Material. Was ein Begriff 
sei, wird nicht definirt^ sondeni nur gesagt, bei welcher Veranlassung 
sie gewöhnlich enstehen. Bald soll ein solcher Begriff aus vielen Merk- 
malen bestehen (in welcher Verbindung wird nicht untersucht), bald 
soll auch eine Begriffi»klasse nur wenige oder gar nur ein einziges 
Individuum enthalten dürfen, z. B. Eigennamen. Dann müssten aber 
auch die Einzelzahlen Zwei, Drei etc. als solche verwendbar sein; die 
folgenden Operationen schliessen aber die Zahlen aus (x). Der Mangel 
einer Definition des Begriffs, der Mangel einer Untersuchung der 
verschiedenen Begiiffarten , woraus erst ei-schlossen werden könnte, ob 
sie gemeinsamen Opei-ationen zugänglich sind, bringt ein heterogenes 
Material unter dem Namen „Denkobjekte" zusammen (richtiger wäre 
zu sagen : Wörter), aus welchem aller logischen Regel zuwider homogene 
Produkte gebildet werden sollen. Aber für einzelne Gebiete mag der 
gewählte Operationsmodus etwas Brauchbares liefern ; so scheint Jevons 
an die Klassifikationsweisen naturhistorischer Museen gedacht zu haben, 
wo es nach heutiger Spezifikation nicht genau darauf ankommt, ob 
einmal etwas als: Begriff, Merkmal, Voi-stellung, Ding etc. besehen 
oder besprochen wird. 
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Es werden sodann sog. logische Gleichungen gebildet (ja) und diese 
als Identitätsaufstellungen später den Ui-theilen gleich gesetzt Der 
ei*ste Fehler liegt hier darin, dass die algebraische Gleichung für eine 
reine Identität angesehen wird. Vei-gl. B. IV. 1. Im Ui-theile ist zwar 
auch eine Identität statuirt; dieselbe bildet aber nur einen Formtheil 
des ganzen Urtheils, und dieser Theil ist eine spezifische Art des 
korrespondirenden Foimtheiles der algebraischen Gleichung. 

Es werden Grnndoperationen mit den Begiiffen vorgenommen, und 
dabei die algebraischen Zeichen verwendet (t). Das ist ein böses Be* 
ginnen. Neue Wöi-ter und Zeichen zu erfinden, ist doch nicht schwer ; 
aber es sollen auf irgend einem Wege die absolut sichern Kombinations- 
zeichen der Arithmetik zur Verbindung von Heterogenitäten gebraucht 
werden, um die Sache in ein anerkanntes Gewand zu kleiden. Eben 
der Gnind (x), wenn er ebenso richtig wäre wie er falsch ist, — weil 
die Zahlen doch auch zu den beliebigen BegrüFen zählen müssen, oder 
was sind sie denn sonst? — müsste ganz entschieden ein solches Vor- 
gehen verbieten. 

X. Jetzt wird frischweg Multiplikation fbr Determination auf 
logischem Gebiete erklärt. Ohne dergleichen Gewaltstreiche wäre 
allerdings an kein Vorwärtskommen zu denken, s. dagegen B. in. 3. 
Multiplikation ist ein ganz spezieller Fall der Deteimination neben 
unzählig vielen anderen ; in diesem speziellen Falle wird das allgemeine 

Funktionalverhältniss /" (a, 6, ) als a X 6 bestimmt Zudem 

liegt hier eine gänzliche Verkennung der Natur algebraischer Vor- 
zeichen und Operationssymbole vor. Dieselben vertreten ebensogut 
Begriffe wie die Buchstaben ; weil sie aber in der Arithmetik, in ein 
strenges System gebracht, gegenseitige Umwandlungen zulassen und 
nur in einer begrenzten Anzahl vorhanden sind, so bedient man sich 
zu ihrer Andeutung der Striche und Punkte. In einem Logikkalkul 
müssten sie aber durch Buchstaben ersetzt werden, wie jeder andere 
Begriff. Die Ei-finder des Logikkalkuls scheinen aber Begriffe und 
Operationen für ganz heterogene Sachen anzusehen, dabei aber die 
Untersuchung, inwiefern ihre Wechselwirkung zulässig ist, für ganz 
unwesentlich zu halten. 

Aus demselben Grunde sind die übrigen Gleichstellungen logischer 
und arithmetischer Kategorien im Allgemeinen unzulässig. Warum 
wird aber mit diesen vier Opei-ationen Halt gemacht? Die Logik kennt 
deren noch einige andere. Die v) $) gegebenen Regeln Verstössen gegen 
jede systematische Symbolik, weil verschiedene Begrifisklassen da- 
durch als demselben geometrischen Gebiet zugehörig bestimmt 
werden. Man sieht aber, dass die Klassifikation der Individuen in 
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Sammlungen, nicht eine solche von Begriffen, zu dieser Regel gef&hit 
haben. Ebenso fehlerhaft gegen eine jede konsequente Symbolik sind 
die S. 9 gegebenen Regeln 

a .a. a , . . «=^ 0] a + a + a «=ö 

Wenn man das Verschiedene nicht verschieden bezeichnen kann, so soll man 
keine Symbolik versuchen wollen, s. 6. 1. 1. Auf S. 8 kommt die Regel 
vor: Der Satz, wenn a = b, dann ist auch a + c ^=^ b + e dfirfe 
nicht umgekehrt werden. Auch hier ist nicht zu sehen, was eine 
Symbolik nach kombinatorischem Modus überhaupt noch soll, wenn 
dergleichen Ausnahmen inderXJmkehrung als Regel gelten müssen. Zar 
Entschuldigung dachte man vielleicht an den logischen Satz : partikul&re 
XJrtheile dürfen nicht umgekehit werden. Aber ein partikuläres Urtheil 
ist kein vollständiges;^6ebilde, und deshalb per se ausgeschlossen von 
i'echnender Kontrole. 

Die geometrische Darstellung der Begriffsverbindungen ist reine 
Spielerei, welche nur die böse Folge hat, dass — ebenso wie 
aus den obigen Foi-meln in arithmetischem Kleide — man sich für be- 
i'echtigt hält, logische Wahrheiten daraus ablesen zu dürfen. Sie wurde 
veranlasst durch die Bestimmung vieler Begriffe in der Logik nach 
Inhalt und Umfang. Dafür glaubte man direkte geometrisdie 
Repräsentanten in Flächen von bestimmtem Umfange zu haben. 
Die generelle Bestimmung der Begriffe ist aber nicht nach „Inhalt und 
Umfang'' — das ist nur ausreichend bei einigen Einzelgebieten, etwa 
der Vertheilung der bekannten Thiere in Klassen, Gattungen etc. — 
sondern ,,Inhalt und Form^^ Ein Begriff, und auch das ihm 
korrespondirende Ding, kommt nicht dadurch zu Stande, dass eine 
gewisse Anzahl von Merkmalen in ihm zu einem Umfang von Zahl 
oder Individuenanzahl oder Ausdehnung zusammengehäuft sind, sondern 
dadurch , dass diese Merkmale (Unterbegriffe) in gewissen Beziehungen 
zueinander stehen. Der Baum 

ist nicht ^ (Stamm, Ast, Blatt, gi-ün, braun, hart ) 

sondern ein jedes Einzelmerkmal hat seine bestimmte Stelle im Ganzen 
des Begriffes ,;Baum'' bis zu den Elementarbegriffen des Denkens und 
Empfindens. Die Formel des Baumbegriffes würde also eine Gestalt 
erhalten 

f [r (f ' (. . . (a, ft, c, ) . . -i^, Ä, 5) . . <, r) . .rr, g\ 

und eine viel zartere und eingehendere Behandlung erfordern, als die 
grobe Manier^ welche dem Etikettenschreiber genügt. 

Die Sätze q) wurden in etwas anderer Gestalt aus den Denkfbrmen 
A. Vn. entwickelt, und ihrer Anwendung verdankt Boole einige seiner 
Resultate. Mir waren Boole's Gedanken unbekannt bei Au&tellung 
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derselben. Mehrere Nachfolger Boole's wollen jedoch diese Sätze wieder 
ausmei'zen, weil in ihnen die Koii-espondenz der Denkgesetze und des 
Zahlbegiiffs liegt, ein Gedanke, welchen die Skepsis um jeden Preis, 
die Behauptung der Logik als einer empirischen Wissenschaft, nicht 
anerkennen darf. 

Ich vermag deshalb in diesem Logikkalkul nur einen kühnen 
unglücklichen Ikarasflug zu sehen, wozu man dem Vogel Arithmetik 
die Flügel entlehnte, deren Bewegungsmodus „auf und ab^ man sich 
gemerkt hatte; aber man hielt es für unnöthig, das logische Prinzip 
zu Studiren, welches diese Bewegung hervorbrachte, und ebenso 
unnöthig sich über die Beschaffenheit des Mediums zu erkundigen, 
in dem geflogen werden sollte. Nach dem Sprachgebrauch war Alles 
„Denkobjekt, BegiiiT' — also homogene Luft vorhanden; bei dem 
Flugvei-such zeigte es sich aber, dass man bald im leeren Räume 
trotz allen Flattems herunterfällt, bald die Flügel an einem wider- 
stehenden Medium zei*schlägt. 

Soll Leibnitzen's Gedanke ausgeführt werden, so genügt es nicht 
einige Kategorien, welche Aehnlichkeit mit arithmetischen Operationen 
haben, aufzuschnappen und dann drauf los zu rechnen *, zu solchem Unter- 
nehmen sind ganz andere Vorarbeiten nothwendig. Die erste unumgäng- 
liche wÄre eine vollständige Kategorientafel, welche jeder Feuerprobe 
genügt; oder aber, man muss sich jedesmal auf ein solches Gebiet be- 
schränken, für welche seine Spezialausffihrung möglich ist. Für das Gebiet 
der Denkbegi-iife ist dies möglich ; für diese braucht man aber auch nicht 
nach einem höheren Standpunkte allgemeinerer Logik auszuspähen, 
sondern man steht hier auf der Ginmdbasis aller Kombinatorik, und 
der Funktionalbegriff ist der allgemein gültige, welcher der Deter- 
mination, Multiplikation, Abstraktion, Division etc. ihre ganz bestimmte 
Stelle und Regel voi*schreibt , die nie und nirgends Ausnahmen, weder 
der Bedeutung noch des Symbols, zulassen. Alle Objekte, welche eine 
genaue Beschreibung ermöglichen, sind dieser logischen Behandlung zu- 
gänglich; ihr Schema wurde gegeben S. 76, 381, 432. Will man andere 
Gebiete des Denk%s versuchen, dann heisst es voi'erst die dort noth- 
wendigen Beziehungsbegriffe studiren, die Art ihrer Wechselwirkung, 
ihrer Abhängigkeit feststellen, und denen korrespondirende neue 
Grundoperationen des Kalküls — wenn dergleichen nicht schon durch 
die betreffenden Begriffe unmöglich gemacht wird — erfinden. Meine 
Meinung ist allerdings, dass alle Symbolik, welche andere als die Be- 
griffe der allgemeinen Kombinatorik verwendet, sich als unnützer Ballast 
herausstellen wird. Gleichwohl könnten Versuche auf diesem Felde in 
anderer Hinsicht lehrreich werden. 

28 
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28) Seite 129. Ueber die Drei- resp. Vierdeutigkeit der Zeichea 
+ — s. B. III. 7. 

29) S. 131. s. S. 56, 287. 

30) Seite 145. Da diese Argumentation so ziemlich in allen dies 
Thema behandelnden Schriften Aufnahme gefunden und voraussichtlich 
noch in vielen zukünftigen finden wird, so sei hier wiederholt, was ich 
an anderer Stelle dagegen sagte, worauf eine Antwort bis jetzt nicht 
erfolgt ist. 

„Bezeichnend für die Ausgangspunkte dieser pangeometrischen 
Raumanschauungen ist es, dass fast in jeder neuen Schrift ihrer Ver- 
theidiger das merkwürdige Unternehmen Lobatschewky's wieder- 
holt wird, wodurch dieser die Form des Raumes experimental auffinden 
zu können geglaubt hat. Die Winkel eines Dreiecks, gebildet durch 
einen Durchmesser der Erdbahn und einen Steni mit verschwindender 
Parallaxe, sollten gemessen und mit der Winkelsumme des Euklidi- 
schen Dreiecks verglichen werden. Eine Diflferenz der ersteren un<l 
letzteren Summe sollte Beweis eines mit Krümmungsmaass behafteten 
Raumes sein. Nun abgesehen davon, dass das ganze Experiment der 
skeptischen Methode jener Anschauungen zuwider ist, nach der man 
gar keinen Schluss ziehen sollte, ehe man den Winkel von jenem Stern 
aus nicht thatsächlich gemessen hat (man demnach auch über eine 
wirkliche oder scheinbar vei-sch wind ende Parallaxe gar nichts aussagen 
kann)^ so scheint auch Niemandem das unentrinnbare Dilemma aufge- 
fallen zu sein, in welches die SchlussfolgeiTing verfällt, und welche die 
Nichtigkeit des Versuchs sowohl als des Schlusses darlegt 

Angenommen, es wird eine Differenz der Winkelsumme dieses 
Stemdreiecks von 2 Rechten Winkeln konstatii*t, so kann man zur 
Erklärung dieser Beobachtungen sagen: 

a) Entweder die Sehlinien , die Lichtstrahlen, pflanzen sich fort nach 
geodätischen Linien eines analytischen Raumes mit einem von 
Null vei*8chiedenen Krümmungsmaass (ähnlich wie bei der atmo- 
sphärischen Brechung der von den Sternen ausgehenden Strahlen) 
und dann haben wir einfach den Unterschied solcher empirischer 
geodätischer Linien von der absolut geraden d. h. der ideellen 
Euklidischen Linie konstatiit; oder 

b) wir nehmen an, dass unsere geometrischen Linien, auf welche 
wir unser Messen beziehen, jene geodätischen Linien seien 
(zum Zwecke der einfacheren Gestaltung unserer analTüschea 
Foi-meln), 
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und mOssen dann, um jene Differenz der Winkelsummen zu erklären, 
sagen, dass die Fortpflanzung des Lichtes sich nicht an jene analy- 
tische Fiktion stört, sondern in gerader Euklidischer Linie vor 
sich geht; die beiden Linienbegiiffe sind dann einfach miteinander 
getauscht 

Anstatt also aus einer solchen Beobachtung, wenn sie jemals statt- 
finden könnte, einen Schluss zu Gunsten obiger Raumansicht machen 
zu dOrfen, wäre einfach die Konstanz zweier verschiedener geometrischer 
Anschauungsweisen ausgespit)chen , die natürlich ohne jenes Experiment 
auch schon in jedem logischen Satze stattfinden kann. Tratzdem ist 
das ganze Experiment in Foimeln gesetzt, die Foimeln werden beständig 
repetiit; dieselben sind auch algebraisch ganz richtig aufgebaut, sie 
sagen aber absolut gar nichts aus. Es ist dies ein Beispiel dafür, wie 
der beständige Gebrauch von graphischen Foi-meln, woran das Denken 
gewohnt wird sich anzulehnen, bei seinen unbestreitbaren Vortheilen 
und seiner Unersetzlichkeit in den mathematischen Wissenschaften, zu- 
gleich die Fähigkeit abschwächt ohne Formeln zu denken; ausserdem 
aber auch zu der Meinung verleitet, in jeder analytischen Formel sei 
ein Gedanke ausgesprochen. 

Als scheinbar dritten Fall konnte man noch sagen: Jene Licht- 
strahlen und auch unsere Dreieckskonstiaiktion laufen in geodätischen 
Linien, die aber nur von anderen Organisationen als solche geodätische 
d. h. nur relativ kürzeste erkannt wei*den, uns jedoch als abso- 
lut kürzeste erscheinen. 

In diesem Falle, den ich wiedeiiim als hypothetisch in der Dis- 
kussion zulässig gelten lasse, würde natürlich das obige Experiment 
zu gar nichts führen, denn es könnte keine Differenz der Winkelsummen 
gefunden werden. Dagegen ist klar, dass beide vei-schieden geartete 
Organisationen die gleiche Voi-stellung des ideellen Euklidischen Di-ei- 
ecks und des geodätischen, ihren Mitteln der Beobachtung gemäss, 
verwenden. Die ideelle Voi*stellung der geraden Linie ist also bei 
beiden dieselbe, einerlei ob die empirisch ausgefühite Zeichnung oder 
Beobachtung vei-schieden ausflUlt. Mit Hülfe des Mikroskops wird man 
manche Linie als kinimm erkennen, welche das unbewaffnete Auge für 
gerade ansieht; und ebenso, wenn ein K'aferauge tausend Linien dort 
sieht, wo wir nur eine einzige sehen, oder wenn einem Kugelflächen- 
wesen die Linie als gerade erscheint, die wir für das Stück eines 
grössten Kreises ansehen, so ist doch die ideelle Voi-stellung (gerade, 
absolut kürzeste) Linie bei allen logisch denkenden Wesen der- 
selbe Begriff. 

2d» 
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Wir können diese Betrachtung fortfuhren und uns Wesen denken, 
die dort, wo wir nur Atome oder unausgedehnte Punkte wahmehmeD. 
noch Unterschiede — etwa in Linienfonn — wahrzunehmen vermögen. 
Der Schluss wäre jedoch ganz falsch, dass diese Wesen deshalb zu 
unseren drei Dimensionen noch eine vierte, welche in unserem Punkte 
enthalten sei, beobachten und vorstellen; sondern dieselben würden die 
Begriffe „Punkt und Linie" nur auf eine andere Klasse von Natur- 
erscheinungen anwenden, ebenso wie der Astronom am Sternenhimmel 
Räume beobachtet, wo die naive Vorstellung nur eine Fläche wahr- 
nimmt ; deshalb stellt aber der Astronom zu den drei Dimensionen des 
naiven Bewusstseins nicht noch eine vierte nachträglich vor." 

Bedeutung der Pangeometrie 1876. 

Im Anschlüsse sei Kants Idee von einer höchsten Geometrie er- 
wähnt, welche von den Anhängeim pangeometrischer Spekulation znr 
Zeit so häufig angefühil wird. Auf diesen Jugendgedanken ist Kant 
in der Folge nie mehr zuillckgekommen. Wenn er später in den 
Prolegomenen sagt: „die Giilnde, weshalb der Raum drei DimensioneD 
hat, sind uns unbekannt; es scheint mir, dass dies eine Folge der 
unsere Welt beheri-schenden Naturkräfte ist", so zeigt dies, dass die 

beti-effende geometrische Beziehung zwischen dem Kraftgesetze — *-^^ 

und einer dreidimensionalen Ausdehnung ihm durchaus noch nicht hin- 
reichend für eine kausale Verknüpfung erschien. Das war auch ganz 
richtig; denn der Begriff „Kraft" war für Kant durchaus noch kein 
einfacher, von rein logischem Weithe. Nahm er doch nicht aUein 
anziehende und abstossende, sondern auch Flächenkräfte an. So hoch 
man also auch sonst Kants Ansichten in zweifelhaften Fällen schätzen 
mag, diesem seinem Jugendgedanken fehlt jede logische Bedeutung 
schon deshalb, weil sein Kraftbegriff nichts Bestimmtes war. 

31) Seite 151. Hier eine Zusammenstellung von Bildungen der 
Zahlwörter. 

Zahlen. Bedeutung der Zahlwörter. 

1 . Mann, Dieser, Faust, Deutfinger, peyak (Arapaho) = er 

ist allein, w-ingat (Algonquin) = Hand. 

2 . entzwei, getrennt, oel (Chinesisch) = Ohi^n. 

3 Kleeblatt (Chinesische und Tartarische Sprachen). 

4 Kikik (Pirna) = zweizwei, walwal (Mosquito) = twei- 

zwei. 

5 . ambo (Brasil) = Hand , po - petei (Guarani) = eine 

Hand. 



AnmerkoDgeii. 



437 



Zahlen. Bedeutung der Zahlwörter. 

6 nasuto (Shyenne) = eins di-über, arfinak atensek (Es- 

kimo) «=: eins an der anderen Hand, lu (Chines) »s 
Salz — also wohl die sechs Seiten des Salzkrystalls ? 

8 tube (Ainos) = zwei von zehn; in vielen Sprachen = 

2 mal 4. 

9. • Kieu (Chines) = Zwiebel; sehne -be-schnan (Ainos) «= 
eins von zehn. 

10. zwei Hände (Eskimo, Malayisch, Brasil). 

11. arkanek atansek (Eskimo) = eins am ei*sten Fuss. 
16. arfersonek atansek (Eskimo) = eins am andern Fuss. 
18. . triuec'h (Breton) = 3 mal 6, deunaw (Welsh) = 2 mal 9. 

20. is-elu-janon (Lule) = Hand - Fuss - alle ; cani-puma 

(Jai-ura) = eins -Mensch; che po che peg (Brasil) = 
mein Hände - mein Fttsse ; inak nadlugo (Eskimo) = 
Mensch zu Ende. 

21. ungnissut (Eskimo) ^ eins am anderen Menschen. 

15. tangah duä pulu (Dajak) = ein halb vom zweiten zehn. 

35. tangah äzat pulu (Dajak) = einhalb vom vierten zehn; 

ähnlich im Deutschen; viertehalb — hundert etc. 

Das französische ist gleichfalls ein Beispiel dafar wie verschiedene 
Zahlsysteme und arithmetische Operationen angewendet wui*den, wo 
eine einzige ausgereicht hätte. Dass eine Sprache diese Verschieden- 
heiiten als Bruchstücke aus schon vorhandenen Sprachen entlehnte, 
ändert nichts an der logischen Systemlosigkeit ihi-er Begiiffbildung, 
oder Verwendung von Woltern. 

32) Seite 168. Dass die Quatemionen eine logische Bedeutung 
haben, dass nämlich eine Raumbestimmung im Allgemeinen durch vier 
irreduzible Elemente eindeutig gegeben ist, oder, dass ein Komplex 
von vier unabhängigen Bestimmungen den BeginiT des allseitigen Kon- 
tinuums enthält, wii-d dargelegt in der Betrachtung über die Qualität 
der Zahl 4; B. V. Auch wird doi-t die philosophische Basis mehrerer 
Sätze dieses Kalküls klar; z. B. wainim das Quadrat jeder rektan- 
gulären Quateinion gleich — 1 sein muss, vergl. S. 219 und 304; dass 
t nach Willkür Ausdinick der Linie Eins nach Richtung der Axe x 
oder als eine Rotation um 90^ um dieselbe^ Axe angesehen werden 
kann. Die Ausnahmen des Kalküls bestehen nicht, wenn man dazu 
übergeht, die Stiiiktur der Formeln mit in Rechnung zu ziehen B. VI. 5. 
Gleicherweise ist die Möglichkeit eine Geometrie der Lage auf das 
Doppelverhältniss zu begründen, eine Konsequenz des zahltheoretischen 
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Charakters der Zahl (4); der Zahl, welche den Kaumgegriff implizirt. 
s. S. 218 u. ff. 

33) Seite 170. Will man von Leibnitz absehen, so ist Hegel der 
Erste, welcher die Nothwendigkeit herausfand den Begriff der Qualität 
auch in den mathematischen Wissenschaften anzuwenden. Einzelne 
IrithOmer die Hegel auf diesem ihm fremden Gebiete begeht, und die 
ihm von seinen Kritikern als Eapitalvei*brechen vorgehalten werden. 
vennindeiTi nicht den Werth vieler von ihm angeregter Gedanken. 
Sein logischer Hauptfehler ist es aber, dass er erst im Potenz verh^t- 
niss ein qualitatives anerkennen will. Hier ist die qualitative Betrach- 
tung allerdings am einleuchtendsten. Wäre sie aber auf dieses Gebiet 
beschränkt, so müsste sie abgelehnt werden; denn ein Grundbegriff 
der Logik kann nicht auf einer spezifizirten Stufe der denkenden 
Kombination entstehen. Auch Hegels schwankende Anwendung des 
Wortes „Begriff" macht es schwierig zu entscheiden, ob *er auf diesem 
Gebiete klar und bestimmt gedacht hat; eindeutig zu inteipretiren 
sind seine Ausführungen gewiss nicht, selbst für denjenigen der sich in 
seine Sprache hineinzufinden vermocht hat. 

85) Seite 199. Diese Bezeichnung als Wunder, unvereinbar mit 
dem allgemeinen Kausalnexus, bezieht sich natürlich nur auf die^e 
Formel wenn sie als Ausdiiick einer elementaren Kraftwirkung gelten 
soll, s. D. L 4. Diese Formel mag ganz richtig eine Reihe von Er- 
scheinungen zusammenfassen, nur kann sie sich nicht auf absolut letzte 
Positionen des Gedankens (Kraftpunkte) beziehen. Darüber, dass wenn 
eine solche Formel der exakte Ausdruck einer Eracheinungsreihe ist 
das vermeintliche Kraftgesetz arithmetisch imaginäre Werthe ergeben 
muss, welche eine reale Deutung zulassen, vergl. S. 321 „Das mechanische 
Ausserhalb etc.'^ 

86) Seite 208. Gauss fühi-t aus, dass die gewöhnliche unbewiesene 
Annahme, eine jede Gleichung habe Wurzeln, identisch sei mit einem 
Axiom: 

„Cuivis aequationi satisfieri potest aut per valorem realem incognitae, 
aut per valorem imaginariam sub forma a + h y^ i contentmn, 
aut per valorem, qui sub nulla omnino forma continetur. Sed quo- 
modo hujusmodi quantitates, de quibus ne ideam quidem fing»« 
potes — vere umbrae umbra — summari aut multiplicare possint 
hoc ea perspicuitate , quae in mathesi semper postulatur, certe doq 
intelligitur." 
Dieses Urtheil ist durchaus berechtigt, und wäre von Allen zu be- 
herzigen^ welche glauben, dass die logische Frage des Infinitesimal* 
kalkuls von der Grenzmethode erledigt worden sei ; jene Grenzausdrücke 
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2 sind solche Schatten , die durchaas nicht selbstverständlich die Be- 
rechtigung tragen nach arithmetischen Operationen behandelt werden 
zu dürfen. 

„In eadem commentatione Euler theorema nostiiim adhuc alia via 
confirmare annixus est , cujus summa continetur in* his : Pi*oposita 
aequatione af' + Aa^^r^. ..=(>, hujusque quidem expressio anajytica 
quae ipsius radices exprimat, inveniri non potuit, si exponens n> 4; 
attamen certum esse videtur(uti asserit £) illam nihil aliud continere 
posse, quam operationes arithmeticas et extractiones radicum eo magis 
complicatas, quo major sit n. Si hoc conceditur, £. optime ostendit, 
quantumvis inter se complicata sint signa radicalia, tamen formulae 
valorem semper per formam 31 + N y^ repraesentabilem fore, ita 
ut M, K sint quantitates reales. „Contra hoc ratiocinium objici 
potest .... talem resolutionem omnino esse impossibilem et contra- 
dictoriam". 

Dieser Einwand ist wiederum richtig, wenigstens insofern die 
Widei-spruchslosigkeit eines solchen Komplexes, d. h. ihre Möglichkeit 

als Gleichung, in obiger Foim x"^ + , dem Inhalte nach gleich 

Null nachgewiesen werden muss. Das ist aber gi-ade was in den An- 
führungen B speziell IV. 3 geleistet wird. Ausserdem gehört als wesent- 
licher Bestandtheil zu diesem Beweise der Nachweis, dass es nur 4 
irreduzible Einheiten, absolut einfache und eindeutige Elemente der 
kombinatorischen Setzung geben kann (B. III. 6), und dass alle arith- 
metischen Komplexe, mögen sie Symbole haben wie immer , nur durch 
Setzungen dieser Einheiten nach dem Summiiningsbegriff entstehen 
können ; dass demnach eine jede algebraische Gleichung auf zwei reine 
Gleichungen zui-ückgefQhrt werden kann. Wenn aber Gauss als weiteren 
Einwand anfUhrt, dass die Gleichungen auch faktisch lösbar sein 
müssten wenn Eulers Annahme als Beweis zulässig sein solle, so ist 
das nicht richtig. Denn eine Gleichung kann wegen der Un Vollständig- 
keit ihrer Data unlösbar sein ohne deshalb einen inneren Widerspruch 
zu enthalten ; z. B. eine einzige Gleichung mit zwei Unbekannten , oder 
eine solche von höherem Grade als n <=» 4 mit unbestimmten Koeffi- 
zienten. Solche Gleichungen haben mögliche Wurzeln oder vielmehr 
Systeme von Wurzeln, wenn auch die einzelnen Wurzeln wegen 
der Unbestimmtheit der durch die Koeffizienten gegebenen Anweisungen 
nicht in eindeutiger Foitn aufgestellt werden können. 

Gauss fährt fort: 

„ impossibilem et contradictoriam. Hoc eo minus paradoxum 

videri debet, quum id, quod vulgo resolutio aequationis 
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dicitur, proprio nihil aliud sit quam ipsius reductio ad aequationes 
puras. Nam aequationum purarum solutio hinc non doeetnr sed 

supponitur, et si radicem aequatioDis x^ = H per y h exprimis, 
illam neutiquam solvisti, neque plus fecisti, quum si ad denotandam 
radicem aecfuationis x*^ . . . . = Signum aliquod excogitares, 
radicemque huic aequalem poneres. Verum est, aequationes paras 
propter facilitatem ipsarum radices per approximationem inveniendi, 
et propter nexum elegantem, quem omnes radices inter se habent 
pi*ae Omnibus reliquis multum praestare, adeoque neutiquam vitape- 
randum esse, quod analystae harum radices per Signum pecoliare 
(lenotaverunt: attamen ex eo, quod hoc Signum perinde ut Signa 
arithmetica additionis, subtactionis, multiplicationis, divisionis et eree* 
tionis ad dignitatem sub nomine expressionum analyticarum complexi 
sunt, minime sequitur cujusvis aequationis solutionem ad solutionem 
aequationum pumrum reduci posse. Foi-san non ita dülicile foret im* 

possibilitatem jam pro quinto gradu omni rigore demonstrare 

Hie sufficit, resolubilitatem generalem aequationem, in illo sensu 
acceptam, adhuc valde dubiam esse, adeoque demonstrationem, ciyus 
tota vis ab illa suppositione pendet, in praesenti rei statu nihil 
ponderis habere." 

Was Gauss hier über das Zeichen y sagt ist wiederum sehr be- 
herzigenswerth für alle, welche vermeinen, mit einem Symbol etwas 
geleistet zu haben. Dass die Wurzeln einer reinen Gleichung in einem 
eleganten Formelnexus stehen, hat für logische Fragen gar keine Be- 
deutung, ausgenommen wenn dieser Formelnexus einem Nexus der Be- 
griffe entspricht. Dieses ist aber bei reinen Gleichungen der Fall, und 
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wenn das Zeichen y~M ausdiückt, dass ein gesuchter Komplex durch 
die alleinige m fach widerholte Multiplikatinn einen g^eben erzeugen 
soll, so ist damit das Gesuchte jedenfalls schon ausserordentlich viel 
einfacher bestimmt als durch eine allgemeine Gleichung. Ebensowenig 
hat die grössere oder mindere Leichtigkeit, Wurzel werthe annähernd 
zu finden einen logischen Werth ; sondern nur der Nachweis, dass solche 
Wurzelwerthe existiren, wenn sie auch nicht in Zahlen angegeben 
werden können. Trotzdem solche Gleichungen in Zahlen nicht gfi^i 
werden können — weil es meist In-ationalzahlen sind — so müssen 
wir sie logisch gelöst nennen, sobald wir in eindeutiger Weise das Ge* 
setz angeben können, welches die Bildung djer Wui-zel aus der Gleichmig. 
oder der Gleichung aus der Wurzel durch Kombination nach dem Satie 
des Widerspruchs aus Elementai-setzungen des Denkaktes (absolateo 
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Einheiten) ausdrückt. Dass diese letzte logische Frage auch bei 
Gnussens Behandlung des Thema's noch immer als dunkler Hintergrund 
stehen blieb, dass mit dem Ausdruck „Wui-zel oder Faktoren ersten 
oder zweiten Grades^' die Sache noch nicht erledigt sei, war ihm wohl 
bewusst, im Unterschiede von so vielen Analysten, welche über der- 
gleichen in süffisanter Manier hinwegschreiten. Er sagt: 

„Ceterum ex eo tempore, quo analystae compeiH sunt, infinite 
multas aequationes esse, quae nullam omnino radicem haberent, nisi 
quantitates foi*ma a + b y^ admittantur, tales quantitates fictitiae 
tamquam peculiare jquantitatum genus, quas imagenarias dixerunt, 
ut a realibus disUnguerentur, consideratae et in totam analysin in- 
troductae sunt; quonam jure? hoc loco non disputo. Demonstrationem 
meam absque omni quantitatum imaginariarum subsidio absolvam, 
etsi eadem libertate, qua omnes recentiores analystae usi sunt, etiam 
mihi uti liceret/' 

Dieses Recht zu begiünden war die Hauptaufgabe von B. III. 6. 

Man darf diese beiden Gleichungsarten in dem vorliegenden Problem 
also durchaus nicht auf eine Linie stellen wollen. Nun ist es bei dem 
vorliegenden Problem aber wiederum durchaus nicht nothwendig die 

m 

Gleichung y m = vollständig zu lösen , wie Gauss von Euler zu 
fordern scheint, sondern es ist nur nachzuweisen, dass dieselbe über- 
haupt eine Wui-zel habe. Dass dies der Fall ist ergab B. III. 5. 

38) Seite 226. Man findet häufig auch in mathematischen Schriften 
die unkorrekte Angabe, dass die allgemeine Gleichung fünften Grades 
durch elliptische Funktionen gelöst worden sei. Das kann sich natür- 
lich nur auf speziell bestimmte Fälle beziehen. Fünf gleiche Linien 
oder Flächen etc. können kein Gebilde allseitig abgrenzen. Nimmt 
man aber eine neue Bestimmung hinzu, etwa ein regelmässiges Fünfeck, 
so können im Verein mit diesem fünf kongiiiente Dmecke ein solches 
foimal bestimmtes Gebilde (eine fünfseitige Pyramide) konstituiren. 

39) Seite 227. (siehe 27). 

40) Seite 227. Aus der Definition der transcendenten Zahl Seite 
166 erhält man die Sätze: 

Durch Summirung von Irrationalzahlen kann die Stufe der Irrationa- 
lität nie erniediigt werden. 

Durch Potenzirung muss die Irrationalstufe, durch Multiplikation 
kann aber muss sie nicht erniedrigt werden. 

Wenn es nun möglich ist die Zahl rt in eine solche unbegi*enzte 
Reihe zu bringen deren Einzelglieder aufsteigende Wui-zelausdi-ücke 
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sind, unter dei'en Wurzelzeichen wiedeiiim ein Summenausdmck stände 
(also mindestens zwei Glieder), oder aber ein Produktausdnick, welcher 
die höhere Stufe des Wurzelzeichens nicht paralysirt, so wäre die 
Transcendentalität dieser Zahl tc arithmetisch nachgewiesen. 

41) Seite 272. Gauss hat selbst vor derartigen Abenteuern zu- 
weilen gewaiiit; so gegen d'Alembert. 

„Quantitatibus infinite parvis liberius utitur quam cum geom^rieo 
rigore consistere potest aut saltem nostra aetate ab analysta sempu* 
i lose concederetur , neque etiam saltum a valoi-e infinite parvo ad 
finitum satis luculenter explicavit." 

Sodann in seinen Briefen an Schumacher: 

„Unsere Lehrbücher der Analysis haben ja ein eigenes Kapitel 

über den Werth - für den Fall dass a;, u. y zugleich verschwinden. 

Nach der Strenge ist es Unsinn hier einen bestimmten Werth zu 
suchen . . . ,, allein ein denkender Mathematiker weiss schon wie 
er jene Phrase zu verstehen hat." 

Dieser treffliche Satz ist aber noch dahin auszuführen, dass auch 
Gauss uns nie zu sagen veimocht hat, was unter jener Phrase stren<; 
zu denken ist; dass aber ein denkender Mathematiker zufolge seines 
richtigen Instinktes trotz der bisheran ungelösten logischen Frage sich 
nicht dazu verleiten lässt die unsinnigen Konsequenzen abzuleiten, 
welche der sprachliche Ausdruck dieser analytischen Methode zu recht- 
fertigen scheint. 

„Was aber ihren Beweis betrifft so protestire ich zuvörderst gegoi 
den Gebrauch einer unendlichen Grösse als einer vollendeten, 
welcher in der Mathematik niemals erlaubt ist. Das Unendliche 
ist nur eine fa^on de parier, indem man eigentlich von Grenzen 
spricht, denen gewisse Verhältnisse so nahe kommen als man 
will, während anderen ohne Einschränkung zu wachsen verstattet 
ist' , . 

Leider hat sich Gauss späterhin verleiten lassen diese logischen 
Prinzipien stellenweise zu missachten. Es war dies eine Folge davon, 
dass es ihm wohl gelungen war negative Sätze gegen das Unendliche 
aufzustellen, aber der positiven Erklänmg einer thatsächlich in der 
Mathematik nothwendigen (also positiven) Methode ermangelte. Was 
Gauss vorhin der Mathematik niemals gestatten wollte, davon glaubte 
er später eine Ausnahme machen zu dürfen; oder man müsste an- 
nehmen dass er die Pangeometrie nicht für Mathematik ansah. 
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niD der Euklidischen Geometrie ^bt es 

nichts ablolut Grosses, wobl aber in der Nicht 

Euklidischen Für den fraglichen Fall 

ist nun durchaus nichts Widerspi-ecliendes dann, 

dass man, nenn die Funkte A, B und die 

Richtung AC g^^hen sind, während C ohne 

Beschränkung wachsen kann, dass dann, obgleich 

J)BC dem DAC immer näher kommt, doch 

der Unterschied Die unter eine endliche Diffe- 
renz heruntergebracht werden könne." 
Den Beweis für diese kühne Behauptung ist uns Gauss schuldig 
geblieben; sie ist unrichtig, und liegt ihr derselbe Fehler zu Grunde 
welcher Seite 199 dargelegt wurde. Man kann sich sehr wohl zwei 
voneinander unabhängige Reihen denken von denen in gleichen Zeit* 
räumen die eine unbegrenzt wächst, wähi'end die andere nach einer 
bestimmten Grenze konvenrirt. Wenn dieser Gedanke in analytische 
Form gebracht wird so resultirt eine Formel, in welcher die beiden 
Reihen nur durch den Summirungsbegriff (die Symbole + — ) ver- 
bunden sind. Ganz anders aber gestaltet sich die Sache, wenn beide 
Reihen funktional zu einem Ganzen verbunden sind, wenn sie wie hier 
das bestimmte Gebilde ^Dreieck" symbolisiren sollen. In diesem Falle 
sind sie nicht mehr durch das indiiferente Summiningssymbol, sondern 
als Faktoren in einem Produkte in gegenseitige Beziehung zu setzen; 
und dabei müssen die Winkel DBC und DAC als Gi-enze des 
Unterschiedes ebenso die Üaü zur Bestimmung erhalten wie die 
Richtungsunterschiede CB und CA, oder was dasselbe ist die Be- 
Stimmung oc fur die Ausdehnung AC, oder auch AB = 0. Wenn eine 
diesem widersprechende Bedingung in die Formeln eingeführt wird, so 
ist das Gesetz der Kontinuität, der logische Nexus, verletzt; dieser 
logische Widerspruch wird nicht dadurch aufgehoben, dass es graphisch 
mftglich ist solche Widersprüche in Formeln zusammenzuschreiben, 
ebensowenig wie die Widersprüche „schwarz ist weiss", eine Welt kann 
aus absolut unvei-gleichbaren Positionen bestehend gedacht werden — 
es ist nur eine gute Einrichtung, aber nicht absolut nothwendig, dass 
das Identitätsprinzip in der Welt gilt — etc. — durch das Hinschreiben 
solcher Sätze möglich gemacht wei-den. Gauss hat bei obigem Satze viel- 
leicht an gewisse KuiTen gedacht; aber hier handelt es sich um gerade 
Linien, ein tctal heterogener BegriiT zu „knimmer Linie" obschon er 
bloss ein verschiedenes Adjektiv bei demselben Substantiv präsentirU 
Obigem Zitat folgt: 
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,Jn der Bildersprache des Unendlichen wüi*de man also sagen 
müssen^ dass die Peripherie zweier unendlicher Kreise, deren Halb- 
messer um eine endliche' Grösse verschieden sind, selbst um eine 
Grösse verschieden sind, die zu ihnen ein endliches Verhältniss hat 
Hierin ist aber nichts Widersprechendes wenn der endliche Meoscb 
sich nicht veimisst etwas Unendliches als etwas G^ebenes und von 
ihm mit seiner gewohnten Anschauung zu Umspannendes betracfaten 
zu wollen. Sie sehen dass hier in der That der Fragq>unkt onniitiri- 
bar an die Metaphysik streiff 
Dass der erste Satz Unsinn ist fühlt Gauss deutlich, aber er macht 
der Bildersprache des Unendlichen einige Konzessionen um 
überhaupt über die Sache in Eimangelung richtig gebildeter Begrifie 
und Wolter sprechen zu können, Aber das folgende „Hierin ist nichu 
Widei-sprechendes^' ... ist wieder ein lapsus. Im Gegentheil, der end- 
liche d. h. der bestimmt und deshalb endlich denkende Mensch darf 
sich nicht vermessen den Widerspinich in obigen Unendlichkeitsbegriffen 
bestreiten zu wollen; denn jene Begiiffe sind vage Gestalten, die er in 
Eimangelung einer exakten Metaphysik vorläufig durch mystische 
Wolter repräsentiit. 

Der Schlusssatz ist wiedemm durchaus zutreffend; die Frage ist 
eine lediglich logische (metaphysische , ontologische) und aus den ana- 
lytischen Zeichen darf man durchaus kein Argument herauslesen woDen. 
42) Seite 300. Selbst der im Allgemeinen so vorsichtige Clebsch, 
welcher häufig dagegen protestiit, dass aus der analytischen Formel 
eines Gebildes ein Schluss auf seine metaphysische Bedeutung gezogen 
werden dürfe, wie das jetzt bei der jüngeren Generation empiiistischer 
Schule Mode ist, nennt die Caitesianischen Koordinaten ein willkfiilidi 
gewähltes Werkzeug zur Behandlung von Aufgaben. Ebenso richtig 
wie dies für analytische Aufgaben im allgemeinsten Sinne, ebenso un- 
richtig ist diese Charakterisirung wenn es sich um geometrische Auf- 
gaben handelt. Es gab eine Zeit wo Tabakrauchen und Kaffetrinken 
für reine Modethorheiten gehalten wurden ; aber ein dreihunder^ähriges 
Festhalten und Ausbreiten dieser angeblichen blosen Moden haben die 
Physiologen zu einer andern Ansicht gebracht. Ebensowenig lässt sich 
der dreihundertjährige Gebrauch der Caitesianischen Koordinaten ans 
der willkürlichen Laune eines Mathematikei*s erklären; vielmehr wird 
es vielleicht einmal für eine Modethorheit erklärt werden, wenn heatige 
Mathematiker rein geometrische Aufgaben mit solchen künstlicbes 
Koordinatensystemen behandeln, deren einziges Verdienst in der Ret- 
Stellung sog. eleganter Formeln liegt; denn diese Eleganz, wenn sie 
nicht Ausdruck eines logischen Gedankens ist, sondern irgend 
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zum metaphysischen Prinzip erhobenen Schematismus äusserlich be- 
friedigt, ist eben weiter nichts als ein Geschmack der Mode. 

43) Seite 299. Hierzu einige Belege: Baltzer. Elemente der 
Mathematik. 2. Band Seite 13. „Den Parallelen entsprechend werden 
einer Geraden entweder zwei getrennte unendlich feine Punkte (real 
oder nicht real) oder ein unendlich femer Punkt zugeschrieben", hier- 
gegen ist nichts einzuwenden, wenn man von dem logischen Parallelen- 
begrifF absehen will, und statt dessen ii-gend eine hypergeometrische 
Formel mit dem Woite „Parallelismus'' bezeichnet. Aber es folgt 
der Nachsatz: „Welcher von den drei möglichen Fällen stattfindet 
kann weder empirisch (durch Beobachtung) noch theoretisch (speku- 
lativ) entschieden werden/'!! 

W. Fiedler. Dai-stellende Geometrie. Seite 3. „Man macht die 
Projektionsgesetze durch gewisse Voraussetzungen über das Unendlich 
fei-ne im Baume, welche widei-spruchsfrei sind, ohne Ausnahme 

gültig Wenn die Punkte einer Geraden durch gerade 

Strahlen vom Zentrum der Projektion aus auf die Bildebene projizirt 
werden, so gibt es unter diesen einen der zu ihr selbst, und einen 
anderen der zur Bildebene parallel ist Der erstere liefert ein be- 
stimmtes Bild von dem — wir wollen sagen — uneigentlichen Punkt 
der Geraden, den der Parallelstrahl projizirt, und den Manche als 
gar nicht existirend. Andere als aus einer Vielheit von 
Punkten bestehend ansehen wollen. Der zweite liefert ebenso 
zu ^nem bestimmten Original ein uneigentliches Bild. Ueber die 
Zweckmässigkeit oder den Vorzug der einen oder anderen Aufifassungs- 
weise muss das Ganze der Wissenschaft als entscheidend angesehen 
werden; und dies hat fttr den ganzen Bereich der Geometrie den 
man als projektivische Geometrie bezeichnen kann, und dem die 
Elementargeometrie unbedingt angehört, die Entscheidung 
dahingegeben, dass es nothwendig ist anzunehmen, jede Gerade habe 
einen einzigen und bestimmten unendlich feinen Punkt.'^ 
Eine Wissenschaft, welche sich in ihren Grundbegriffen aus Zweck- 
mässigkeitsrficksichten (besser gesagt: Bequemlichkeitsiiicksichten) be- 
stimmen lässt, charakterisirt sich dadurch als eine willkQrliche Forma- 
listik, womit die wirkliche Geometrie gar nichts zu schaffen hat, einerlei 
ob eine Spezialabtheilung jenes Foimelwustes zur Symbolik dieser wirk- 
lichen Geometrie tauglich ist. Die ausnahmsfreie Gültigkeit gewisser 
Sätze z. B. des: „zwei Gei*ade in derselben Ebene schneiden sich in 
einem Punkte", worauf eine solche Formalistik so hohen Werth legt, 
bezieht sich nur auf den gewählten Sprachjargon, nicht aber auf die 
logische Begriffsverbindung; denn diese macht stets eine Ausnahme in 
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ihrer foimalen Verbindung, wenn ihr das Alogische (der nnendlicb 
ferne Punkt) zugemuthet wird. Aber alle dergleichen Alogismen kann 
man definiren als innerlich leere Hül&begriffe, welche dazu dienen oin 
die Unvollkommenheiten einer aus analytischen BequemlichkeitsrOck- 
sichten gewählten Symbolik zu verdecken. Das letzte Kriteriani 
geometrischer itealitäten ist deshalb nicht irgend eine elegante analy- 
tische Formel, sondern die (geometrische) Anschauung; denn diese 
letztere ist die unbewusst ausgeübte logische Thätigkeit, welche in der 
MSglichkeit ihrer synthetischen Setzungen das beständige Kritemm 
der geometrischen Wahrheit enthält. Alles was logisch zugleich 
(im Nebeneinander) sein kann, das ist auch anschaulich darstellbar; ein 
jeder Alogismus, welcher begangen wird durch irgend eine willkttrhcbe 
Fordeiiing in solchen Setzungen, wird sofort dadurch angezeigt, dass 
die Anschaulichkeit des betreffenden Gebildes unmöglich ist. 

44) Seite 286. Es werde hier gleich einem Einwände gegen di&e 
Theorie begegnet, der plausibel erscheinen kann, wenn man sich nicht 
über die zureichenden Elemente einer logischen Bestimmung genau 
Rechenschaft gibt. Man könnte glauben, sagen zu dürfen: werde das 
Dreieck abc bestimmt durch die beiden Seiten ab und ac und die beiden 
als fest anzusehenden Punkte c, &, so wird durch Hinzufügen der 
Drehungskonstante von 180^ ab zu db und ac zu de; also müsste das 
Dreieck abc kongiiient dem Dreieck bdc sein, denn den Punkten c und 
b kann doch keine Drehung zugemuthet werden. Der Fehler einer 
solchen Argumentation liegt darin, dass in dem Satze der Bestimmung 
eines Dreiecks durch zwei Seiten der Form nach allerdings nur von 
zwei Seiten die Rede ist, in Wirklichkeit aber die dritte Seite implizirt 
wird, weil die Punkte c und d in einer gegenseitig bestimmten Lage 
mitvei*standen werden. Einem Punkte kann allerdings keine Drebun<r 
(homologes Hinzufügen der Raumkonstante) zugemuthet werden, wohl 
aber dem Zusammensein von Zwei Punkten; denn „zwei Punkte^ ist 
nur eine andere Benennung für die dritte Dreieckseite, die dritte 
homologe Bestimmung ohne welche die Definition des Dreiecks nicht 
möglich ist, werde sie nun implicite oder explicite angefbhrt Bei dem 
Umklappen würde also die Raumkonstante für die Seite bc weggelassen : 
deshalb sind die Dreiecke abc und dbc nicht kongruent 

Bei der Kongruenzbestimmung a, b, c, = a„ b„ c„ findet diese 
Zweideutigkeit der impliciten Bestimmung nicht statt, weil die Elemente 
derselben strikte homogen sind. Wollte man das Dreieck abc be- 
stinmien durch die beiden Seiten ab, ac und den Winkel bac, so bat 
man keine homogene Bestimmungselemente, mit welchen die Raun* 
konstante homogen verbunden werden könnte. 



Anmerkungen. 447 

Dem jetzt üblichen Kongnienzbegriif klebt noch ein Re&t von 
Empirismus an; die philosophische Mathematik muss sich dessen ent- 
ledigen, selbst wenn die Foimeln dadurch etwas unbequemer werden 
sollten. Aber man kann auch die alten Formeln beibehalten, wenn 
man sich nur ein für allemal warnen lässt gegen den Versuch onto- 
logische Bestimmungen nach analytischen Formeln zurechtiiicken zu 
wollen. 

45) Seite 310. So haben neuere Mathematiker auf Grund von 
Gaussens Definition der Fläche als Raum dessen eine Dimension unend* 
lieh klein sei, Betrachtungen Ober Umwindungslinien in solchen Flächen 
aufgestellt, bei welchen an den Kreuzungen der Schlingen mehrere 
Punkte hintereinander in dei-selben unendlich dünnen Dimension liegen 
sollen. Bei den Riemmn'schen Flächen sind dergleichen Definitionen 
der alogische Ausdruck einer ganz berechtigten Methode, nach welcher 
auf sich kreuzenden Kurven die Zahlreihe in einem gewissen bestimmten 
Sinne auf jenen Kurven foi-tschreiten soll. Aber jene alogischen Redens- 
aiten sind wiederum benutzt worden um die Betrachtungen der nur 
in zwei Dimensionen ausgedehnten Linien auf reale Körperverhältnisse 
anzuwenden, und dann entstand tratz aller Fehlerlosigkeit analytischer 
Formeln realer Unsinn. 

46) Als einzig konsequent durchgefühlte Verbindung der Imaginär- 
formen in der Geometrie gilt heute die von Staudt auf Betrachtung 
der Involutionen gegründete. Nach dem hier Entwickelten ist dieselbe 
ein Spezialfall unter vielen andei*en möglichen. Dass die Involutionen 
sich hierzu vorzugsweise eignen liegt einmal in der Charakterisirung 
der geometrischen Lage durch ein Doppelverhältniss, d. h. zufolge 32) 
durch Anwendung desjenigen arithmetischen Komplexes, welcher den 
Begriff des Raumes, der allseitig begrenzten, bestimmt gestalteten Aus- 
dehnung repräsentirt Durch die involutorische Verbindung der Doppel- 
verhältnisse wird nun das Innerhalb und Ausserhalb der geometrischen 
Gebilde — also der Raum überhaupt — in symmetrische Theile zer- 
fällt, wodurch es möglich wird den konjugiiten Imaginärformen korre- 
spondirende Gestalten und Lagen zuzuweisen. Diesen Involutionen muss 
aber ein Sinn dos Elementarverbindeus beigelegt werden, weil sonst 
ein Komplex von 4 Elementen nicht eindeutig wäre, weil dieser Komplex 
nicht beliebig permutabel ist , wie ein solcher von 2 und 3 Elementen ; 
s. S. 216. 

Schüler (Sitzungsberichte der Naturfoi-scherversammlung in München 
1877) hat die sechs Zahlbestimmungen eines Ortes im Räume auf fünf 
reelle und eine imaginäre Form gebracht, welche letztere er Potenz des 
Punktes nennt. Eine logische Bedeutung vermag ich nicht in dieser 
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Potenz zu finden. Immerhin mag diese Methode zu einer irgendwie 
brauchbaren Klassifikation der Formen führen. 

47) Seite 337. C. Neumann. Ueber die Prinzipien der Galilei- 
Newtonschen Theorie. 1870. 

48) Seite 347. Ein sehr intei-essantes Kapitel sowohl fQr die 
Psychologie wie Geschichte der Philosophie ist die historische Entwicke- 
lung des Kraftbegriffes und der Feraewirkung. Zöllner hat in ver- 
schiedenen Schiiften hiei'zu schätzenswerthes^^Material zusammengebracht. 
Den vorheiTSchenden Ansichten zuwider . hat Zöllner die konsequente 
Auffassung einer Wirkung in die Feme schon Newton vindiziren zu 
müssen geglaubt. Ich kann mich dieser Ansicht nicht anschliessen ; 
die Stellen aus Newton's Briefen, welche er zur Begründung anführt, 
sind mindestens zweideutig. Das indirekte Argument, welches er ge* 
braucht: „man dürfe bei Newton keine |Widersprüche annehmen'' ist 
aber jedenfalls ganz unzulässig. Sucht man sich aus der Gesammtheit 
von Newtons Schriften in seinen Geisteszustand hineinzudenken, so über- 
kommt einen jedenfalls das Gefühl, dass Newton vielfach in solchen 
Fragen schwankte, wie in allem, was einer unmittelbaren Rechnung 
nicht unterworien werden konnte. Dabei hatte er wohl theologische 
Ansichten, aber keine metaphysischen. Ihm galt die Köiperwelt für 
nichts weiter als eine Vielheit todter Dinge (brate matter) die von 
Gottes Arm bewegt werde. Dass er sich in Cotes Gedanken heimisch zu 
fühlen veimochte, mag wohl mehr als fraglich sein. Aber weil er jene 
Bescheidenheit besass, wdche bei jedem wahrhaft bedeutenden Menschen 
gefunden wird , wenn er auch nur auf einem Einzelgebiete vollständig 
zu Hause ist, erkannte er die Superiorität von Cotes in dieser Be- 
ziehung an, und mag ihn VoiTeden zu seinen Werken haben schmbeo 

^ lassen, ohne dass er deren Tragweite vollständig würdigen konnte. In 
dem Zusätze Newtons zur zweiten Ausgabe seiner Principia (& Zöllner, 
Wissenschaftliche Abhandlungen I. Leipzig, 1878). „Es würde hier 
der Oll sein etwas über das geistige Wesen (spiritus) hinzuzufügen, 
welches alle festen Körper durchdringt" .... vermag ich keine meta- 
physische Klarheit, keine Ursache der Feiiiewirkungen ausgedrückt zu 
finden; sondern nur den etwas breiter ausgeführten dualistischen Ge- 
danken jener Zeit, der schon kürzer von Seneca ausgesprochen worden 
ist: „spiritum esse qui moveat et plurimis et maximis auctoribus placet/' 
Seneca quaestiones de natura VI. 12. 

49) Seite 360. Die jetzt allgemein gebräuchlichen Bezeichnungen 
aktuelle und potentielle Energie haben wenigstens das Gute, dass in 
diesen Fremdwöiteni der logische Fehler in der Wortbildung nicht so 
unmittelbar zu falschen Konsequenzen bei Ableitung weiterer Begriffe 
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verleitet. Man könnte auch die etwas verständlicheren Wörter „6^ 
wegungsenergie — Strukturenergie" „Daseinswerth auf Ginind (nach 
Verhältniss) der Bewegung resp. Struktur^^ gebrauchen. 

50) Seite 366. Zuweilen werden Kontroversen darüber geführt, ob 
„Gewicht'^ eine Kraft oder Masse sei. So heisst es bei 

Thomson, theoretische Physik pag. 185: „Man darf nicht glauben, 

dass das Gewicht eine Kraft ist, sondern es ist nur Masse; denn ein 

Kaufinann würde bei Anwendung einer gewöhnlichen Waage und 

einer Reihe von Gewichtstücken seinen Kunden dieselbe Quantität 

derselben Stoffart geben, wie auch immer die Anziehungskraft der 

Erde sich ändern möchte, da seine Messung von Massen abhängig 

ist. Ein anderer dagegen, der sich einer Federwaage bediente, würde 

in hohen Breiten seine Kunden und in niedrigen Breitegraden sich 

selbst betrügen, wenn sein Instrument, welches auf Kräften und nicht 

auf Massen beruht, irgendwo adjustirt wäre. 

Diese Auslegung ist einseitig. Gewicht ist ebensogut Kraft wie 

Masse d. h. Anzahl von Krafteinheiten« Dem Kaufinann kommt es 

allerdings nur darauf an, dass die Anzahl der Krafteinheiten in seinem 

Gewicht und seiner abgewägten Waare dieselbe sei; um die Qualität 

Kraft, welche durch das Gewicht gezählt wird, kümmert er sich nicht 

Um diese letztere kümmert sich aber der Physiker, wenn er Gewichte 

zur Bestimmung von Kräften benutzt, und er findet dann, dass diese 

Kraft sich mit verschiedener Intensität bemerklich macht, je nach den 

Umständen unter welchen er das Gewicht benutzt, sei es im Wasser 

oder in der Luft, am Aequator oder Pol etc, weil diese Kraft eine 

Beziehung zwischen Gewicht und anderen Sachen bezeichnet 

51) Seite 379. Wenn in der Neuzeit Lewes die Metaphysik 
als eine Reihe verfehlter Versuche definirt, A. Gomte sie für „des 
puerilit^^' erklärt, und selbst einige jüngere deutsche Philosophen sich 
von der Terminologie der Naturforscher so imponiren lassen, dass sie 
nach jedem neuen spekulativen Resultate der Metaphysik das Gebiet 
des noch übrig gebliebenen dunkeln Hintei^rundes vager Träumereien 
zuweisen wollen, so richtet ein solches Gebahren nur die Stufe der 
Auffassung derer die solcherweise definiren; weder die Etymologie des 
Wortes noch der Sprachgebrauch verflossener Jahrhunderte rechtfertigt 
dies. Einem Naturforscher ist es zu verzeihen, wenn er in dem Ge- 
fühle der noch nicht vei^gessenen Irrwege auf welchen seine Wissen- 
schaft unter dem Namen der Naturphilosophie zweck- und sinnlos her- 
umgeführt wurde, nichts von Naturphilosophie und Metaphysik wissen 
will; wer aber auf den Namen eines Philosophen Anspruch macht, darf 

sich von solchm periodischen Abneigungen nicht beeinflussen lassen; 

29 
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am wenigsten wenn er sich tauglich dünkt eine Geschichte der 
Philosophie zu schreiben. 

Die Ueberschätzung , welche A. Gomte als Denker heutzutage bei 
einem Theile der empiiischen Schule geniesst, rechtfertigt wohl eme 
kurze Zttillckweisung seiner Meinung von Metaphysik. A. Gomte steDt 
mit seinem ganzen System .der „Philosophie positive^^ nur ein Beispid 
grosser metaphysischer Verirrungen dar. Die geometrischen Figiffen 
hält er far dünne Drähte und Blättchen. Nicht eine einzige neue Auf« 
fassung, oder auch nur zweckmässigere Ausdrucksweise hat er in dieser 
seiner SpezialWissenschaft aufgestellt; die Register der üblichen Hand- 
bücher enthalten Alles und meist besser, als was seine Bände über 
exakte Wissenschaften sagen. Ueberall wo eine wirklich metaphysische 
Frage in diesen Wissenschaften vorliegt, erklärt er sie für gar m'cht 
vorhanden für seinen positiven Standpunkt , und erledigt sie mit dem 
konstanten Argument: Ge sont des puerilit6s. Sein angebliches Gesetz 
über die drei Entwickelungsstufen der Menschheit, die theologische, 
metaphysische und positive, mag sich auf einen Kreis jener Leute be- 
ziehen, die mit seinen Definitionen jener termini einverstanden sind. 
Im Osten Asiens hat nie eine theologische Periode stattgefunden, sondern 
nur das was Gomte als metaphysisch zu tituliren beliebt. Die positiTe 
Stufe Gomte*s als vorgeblicher Höhepunkt aller rationellen Entwidtelong, 
wird heute sogai* von dem wahrhaften Naturforseher als eine einseitige 
Auffassung der Thatsachen bei Seite gelegt. Das soll nicht eine Herab- 
setzung vieler guter Gedanken sein, welche in Gomte^s Werken zn 
finden sind; aber wenn man mit dem Anspiiich auftritt endlich ein- 
mal die ganze Welt und alle denkenden Köpfe zurechtrücken zu könneD, 
so gehören dazu ganz andere Erfordernisse; — oder vielmehr, ein solches 
Unternehmen verurtheilt sich selbst, heisse der Unternehmer Comte 
oder Hegel oder Schelling etc. Ein absolutes Prophetenthum Iftsst vm 
sich schon gefallen, denn ein solches appellirt nicht an die Logik; aber 
eine absolute Philosophie kann es erst dann geben , wenn die Welt- 
existenz keinen Zweck mehr hat Soll aber positive Philosophie die 
Maxime bedeuten, „sich von allen Illusionen, tendenziösen BestinunongeD. 
unbegründeten Behauptungen etc. fernzuhalten, und nach bestem Ge- 
wissen und Vermögen logische Urtheile zu bilden'' nun dann haben tob 
jeher alle wahrhaften Philosophen auf dieser Stufe gestanden. Ob ihre 
Mittel ihnen den absoluten Ausschluss alles Irrthums ermö^cbten, sie 
das alleinig Thatsächliche (positive) erkennen Hessen, das kann oss 
weder die Zeit „post Gomte'' noch die „ante Gomte*^ verbüigen; denn 
den absoluten Maassstab , die absoluten Sinne und das Spezimen eine^ 
positiven Atoms hat er uns nicht hinterlassen. Dagegen aber eine 
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grosse Selbstgenügsamkeit mit der einseitigen realistischen Betrachtungs- 
weise und die Titulirang „des questions pueriles'* an alle diejenigen, 
welche erkannten, dass das Wirkliche der Welt viel weiter reicht 
als das Gomte'sche Positive. 

52) Seite 399. Es hat keinen Zweck hierüber Rechnungen anstellen 
zu wollen, so lange nicht die hierzu nothwendigen Erfahrungskonstanten 
vorliegen. Billi und Secchi benutzten hierzu die bekannte Konstante 
der absoluten Fertigkeit gegen Zug und Druck; was aber o£Eenbar 
falsch ist, und weshalb ihre langen und komplizirten Rechnungen gar 
keinen Werth haben. Es ist zu der fraglichen Bestimmung nothwendig 
die ArbeitsgrOsse auszufinden, welche die Kohäsion der Körper aufhebt 
Ob solche Versuche gemacht worden sind, ist mir unbekannt Jene 
ArbeitsgrOsse wird, wenn die entwickelte Theorie richtig ist, ver- 
schieden sein, jenachdem das Zerreissen oder Zermalmen oder Brudi des 
Körpers, in kleinerer oder grösserer Zeit ausgeführt wirdf Dass bei 
obigen Annahmen ein jeder Körper Elastizitätsgrenzen und auch 
dauernde Veränderungen zulftsst ist ersichtlich. 

53) Seite 401. Wenn Flächen übereinandergleiten und so gestaltet 
sind, dass von mechanischen Unebenheiten als Ursache der Reibung ab- 
gesehen werden kann, dieselben auch eine messbare Ausdehnung haben, 
so dass die Verschiedenheiten der Gravitation ihrer Molekel sich aus- 
gleichen, so bleibt nur noch die elektrische Beeinflussung s. S. 403 
als Ursache der Reibung übrig. Zöllner glaubt die Richtigkeit dieses 
Satzes experimentell nachgewiesen zu haben, s. Berichte d. Sachs. 
Ak- d, W. 1876. 

54) Seite 412. Ebensowenig wie dem mathematischen Atom kann 
dem chemischen Körpermolekel Bewusstsem irgend welcher Art zuge- 
schrieben werden; denn wiewohl seine Atome in Bewegung, also in 
räumlichzeitlicher Veränderung, gedacht werden, so bleibt es doch der 
ganzen übrigen Welt gegenüber ein unveränderlicher Komplex. Gleicher- 
weise muss jedem Quantum von solchen Molekeln, also den sog. unor- 
ganischen Gegenständen, todten Organismen, Fabrikaten aus pflanz- 
lichen oder thierischen Stoffen etc. Empfindungsfähigkeit abgesprochen 
werden. Dagegen können wir nicht wissen, ob dergleichen Gegenstände 
nicht wieder in einem anderen Organismus dieselbe Stelle einnehmen, 
wie in dem unsrigen die Kohlenstoff-, Stickstoff- etc. Molekel. 

Bei dieser Auffassungsweise fällt schliesslich auch aller Dualismus 
fort, mitsammt der Frage, wie es denn zugehe oder überhaupt möglich 
sei, dass Atome durch ihre Bewegung, die so total von diesem Be- 
wegungsprodukte verschiedenen Empfindungen erzeugen. Die Atome 
sind nichts weniger als Ursache der Empfindungen, weil sie eben keine 
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selbständigen Substanzen, keine an sich möglichen Realitäten sind, 
sondern nur die Kreaturen unserer logischen Synthesis. Deshalb er* 
zeugen die Atome keine Empfindungen, sondern sie werden gebildet 
durch die denkende Synthesis der Empfindungen, zum Zwecke der 
absolut regelmässigen Verknüpfung (Beurtheilung) dieser Empfindungen« 
also zum Zwecke um Erfahrung möglich zu machen. Die Empfindungen 
sind das wahrhaft Wirkliehe; um uns mit ihnen vertraut zu 
machen, sie zu verkörpein, gebrauchen wir den Subjekt- und Substanz- 
begrUF, und erfinden Atome. Dabei ergeht es nun Vielen wie dem 
guten Pygmalion, dass sie sich deimaassen in ihre exakte Konstruktion 
verlieben, dass sie dieselbe fbr die Quelle des lebendigen AlFs halten. 
Das kausalverhältniss benutzen zu wollen zur Verbindung der BegrifiTe 
von Atombewegung und Empfindung ist also ganz verkehrt; ebenso- 
wenig wie dieses die beiden Begriffe ,, Denken — Empfinden** verbinden 
kann; sondern nur die verschiedenen Empfindungen sind kausal ver* 
knttpf bar, und die verschiedenen Kombinationen des Denkens funktional 
gegenseitig bestimmbar. 

Aber die Atombewegung, die Welt in Baum und Zeit, diese 
Kreatur der logischen Synthesis, ist deshalb doch keine imaginäre 
Fiktion, sondern: weil Empfindungen ohne denkende Gruppirung der- 
selben unmöglich sind, deshalb hat diese denkende Gruppirung zugleich 
mit den Empfindungen eine reale Existenz, deshalb existirt eine Welt 
in Zeit und Baum, wo immer es Empfindungen ^bt. Nur ist und 
bleibt es ein logischer Fehler , wenn man die logische Form einer Welt 
zu einem selbständigen Ding machen will. Gibt es eine Welt ohne 
Empfindungen, so kann wenigstens unsere Sprache, unsere Logik gar 
nichts von einer solchen aussagen ; ja schon das Aufstellen einer solchen 
Welt als hypothetisch existirend, ist ein Alogismus. 

Es ist deshalb in jeder Beziehung richtig zu sagen : es exisirt eine 
objektive Welt, Körper von diesen und jenen Eigenschaften, welche 
sich bewegen und verändern; denn dies ist eine Beschreibung des Dt- 
seienden, des Geschehens, welches wir logisch nach dem Begriflkpaar 
„Empfinden, Denken" zerlegen. Falsch dagegen ist die Behauptung: 
die ganze objektive Welt besteht aus Atombewegungen. Denn in 
diesem Satze behaupten wir die selbständige Existenz des einen Faktors, 
welcher aus den Thatsachen, der Wirklichkeit, durch eine einseitige 
logische Absi*aktion ausgesondert wurde. Eine solche Welt wäre das 
physikalische Abbild des Hegel'schen Versuchs AUes aus dem reinen 
Denken konstruiren zu wollen, die mateiialistische Ausdmckswdse 
jenes Gedankens der absoluten Philosophie. 
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